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TRANSFORMACION LINEAL

Sean V y W espacios vectoriales. Una transformación lineal T de V en W  ( T:V(W) es una función que asigna a cada vector v(V un vector único T(v)(W y que satisface :

A.1)( v1 ,v2(V [T(v1+v2)=T(v1)+T(v2)]

A.2)(((R (v(V[T((v)= (T(v)]
teorema 

Sea  T:V(W una transformación lineal , entonces se cumple que :

· T(0V)=0W
· (v1,v2(V[T(v1-v2)=T(v1)-T(v2)]
· (v1,v2 ,…, vn(V , ((1,(2,…, (n(( [T((1v1 +(2v2 +…+(nvn)=(1T(v1)+(2 T(v2) +…+(n T(vn)]
teorema 

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita con base B={v1, v2, …, vn}. Sean w1, w2, …, wn vectores del espacio vectorial . Entonces existe una transformación lineal única T:V(W tal que T(vi)=wi para i=1,2,…,n.
NUCLEO ( KERNEL ) DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Sea  T:V(W una transformación lineal, se define como Núcleo de T, a : 
Nu(T)={v(V / T(v)=0W }= Ker(T)

teorema

Sea  T:V(W una transformación lineal, entonces se cumple que el Núcleo de T es un subespacio vectorial de V.

NULIDAD DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL
Sea  T:V(W una transformación lineal, se define como Nulidad de T, a: 
Nulidad de T= ((T) = dim Nu(T)

RECORRIDO ( IMAGEN ) DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Sea T:V(W una transformación lineal, se define como Recorrido de T, a:

Rec(T)={w(W/T(v)=w para algún v(V}=Im(T)

teorema

Sea  T:V(W una transformación lineal, entonces se cumple que el Recorrido de T es un subespacio vectorial de W.

RANGO DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL
Sea  T:V(W una transformación lineal, se define como Rango de T, a : ( (T) = dim Rec(T)

TEOREMA DE LAS DIMENSIONES
Sea  T:V(W una transformación lineal y V un espacio vectorial de dimensión finita, entonces se cumple que: ( (T) + ((T)  = dim V

TRANSFORMACION LINEAL INYECTIVA (UNO A UNO)

Sea  T:V(W una transformación lineal, entonces T es inyectiva si y sólo si : 
( v1 ,v2(V [T(v1)=T(v2)( v1=v2]

teorema

Sea  T:V(W una transformación lineal . T es inyectiva sí y sólo si Nu(T)={0V} (((T)=0)

TRANSFORMACION LINEAL SOBREYECTIVA
Sea T:V(W una transformación lineal, entonces T es sobreyectiva, si y sólo si : 
( w(W (v(V [T(v)=w]

teorema

Sea  T:V(W una transformación lineal. T es sobreyectiva sí y sólo si  ( (T)=dim W

ISOMORFISMO
Sea T:V(W una transformación lineal, entonces T es un Isomorfismo si y sólo si T es inyectiva y T es sobreyectiva.

ESPACIOS VECTORIALES ISOMORFOS

Se dice que los espacios vectoriales V y W son isomorfos si existe un isomorfismo T de V sobre W. 
teorema

V y W son espacios vectoriales isomorfos (V(W) si y solo si V y W son espacios vectoriales de dimensión finita y dimV=dimW.
MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL
Sean V y W dos espacios vectoriales con bases (1={v1, v2, …, vn } y (2={w1, w2, …,wm} respectivamente y sea T: V(W una transformación lineal, entonces la matriz AT de mxn se define como la matriz asociada de T , tal que : AT =    [T(v1)](2  [T(v2)](2   [T(v3)](2   …   [T(vn)](2
teorema 

Sea V un espacio vectorial de dimensión n , W un espacio vectorial de dimensión m y T:V(W una transformación lineal. Si (1={ v1, v2 , … , vn  }es una base de V y  (2={ w1 , w2 , … , wm }es una base de W . Entonces existe una sola matriz A(Mmxn tal que : 

(v(V  { [T(v)](2=AT [v](1}

OPERADOR LINEAL SOBRE UN ESPACIO VECTORIAL

T es un operador lineal sobre V, si y solo si T: V(V es una transformación lineal.
teorema 

Sea T:V(W una transformación lineal. Si {v1, v2, … ,vn} es linealmente independiente en V y T es inyectiva, entonces {T(v1), T(v2) , … , T(vn)} es linealmente independiente en W.

teorema 

Sea T:V(W una transformación lineal. Si {T(v1), T(v2) , … , T(vn)} es linealmente independiente en W, entonces {v1, v2, … ,vn} es linealmente independiente en V. 

teorema
Sea  T:V(W una transformación lineal, AT la matriz que representa a T , V y W espacios de dimensión finita y dimV=n entonces se cumple que :

· ((T)=((AT)

· ((T)=((AT)

· ((T)+((T)=n

teorema
Sea  T:V(W una transformación lineal .Si dimV=dimW=n y T es inyectiva entonces T es sobreyectiva .

teorema
Sea  T:V(W una transformación lineal .Si dimV=dimW=n y T es sobreyectiva entonces T es inyectiva .

teorema
Sea  T:V(W una transformación lineal .Si dimV(dimW entonces T no es inyectiva

teorema
Sea  T:V(W una transformación lineal .Si dimV(dimW entonces T no es  sobreyectiva

teoremas
Sea  T:V(W un isomorfismo :

· Si V=ℒ{ v1 , v2 , v3 , … , vn }, entonces W=ℒ{ T(v1), T(v2) , T(v3) , … , T(vn )} 

· Si {v1,v2,v3, … ,vn}es linealmente independiente en V, entonces {T(v1),T(v2),T(v3), … ,T(vn)}es linealmente independiente en W. 

· Si {v1,v2,v3, … ,vn}es una base de V, entonces {T(v1),T(v2),T(v3), … ,T(vn)}es una base de W.

· Si V es de dimensión finita, entonces W es de dimensión finita y dimV=dimW.

teorema
Sea  T:V(W una transformación lineal . T es invertible si y solo si T es un isomorfismo. 

teorema
Sea  T:V(W una transformación lineal, B1 y B2 bases finitas de V y W respectivamente y [T]B1B2 la matriz asociada a T con respecto a las bases B1 y B2 . T es invertible si y solo si [T]B1B2 es invertible.
COMPOSICIÓN DE TRANSFORMACIONES LINEALES
Sea T1:V(W y T2 :W’(U, dos transformaciones lineales, si W(W’ entonces se define a T2oT1:V(U como la composición de T2 con T1. 
Teorema 

Sea  T:V(W una transformación lineal del espacio vectorial V de dimensión n al espacio vectorial W de dimensión m . Sean (1 y (1’ dos bases de V,  (2  y (2’dos bases de W . Si P(1((1’ es la matriz de cambio de base de  (1  a (1’ (nxn) y Q(2((2’ es la matriz de cambio de base de  (2  a  (2’ (mxm) , entonces las matrices asociadas [T](1(2 y   [T](1’(2’ están relacionadas por :

[T](1’(2’ = Q(2((2’ [T](1(2 (P(1((1’)-1
Teorema 

Sea  T:V(V una transformación lineal , donde V es un espacio vectorial de dimensión finita con las bases (1={ v1 , v2 , v3 , … , vn  } y (2={ w1 , w2 , … , wn } . Si AT es la representación matricial de T con respecto a la base (1 y si CT es la representación matricial de T con respecto a la base (2 , entonces se cumple que: 

AT=M-1 CT M


espacio vectorial con producto interno real 

El espacio vectorial V recibe el nombre de espacio vectorial con producto interno real si para todo par de vectores v1 y v2 en V , existe un número real único (v1,v2) , denominado producto interno de v1 y v2 , y además se cumple que :

· A.1) ( v(V [(v,v)(0] 

· A.2) ( v(V [(v,v)=0 ( v=0V] 

· A.3) (v1 ,v2 ,v3(V [(v1,v2+v3 )=(v1,v2 )+(v1,v3)]
· A.4) (v1 , v2(V [(v1 ,v2 )= (v2 ,v1 )]
· A.5) (((( (v1,v2(V [((v1,v2)=((v1 ,v2)=(v1 , (v2)] 
PRODUCTO INTERNO STANDAR

Sea V un espacio vectorial y B={u1, u2, …, un} una base canónica de V. Se dice que V,((/() es un espacio vectorial con producto interno estándar, si para todo v1 y v2 vectores de V se cumple que:
(v1/v2(=(a1u1+a2u2+…+anun / b1u1+b2u2+…+bnun  (= a1b1+a2b2+…+anbn
ESPACIO EUCLIDIANO
Sea V,((/() un espacio vectorial con producto interno. Si la dimensión de V es finita, entonces se dice que V,((/() es un espacio euclidiano.
Vectores ortogonales

Sea V un espacio vectorial con producto interno, v1 y v2 son ortogonales en V si y solo si (v1 ,v2 )=0 .

TEOREMA

Sea V un espacio vectorial con producto interno, 0V el vector nulo de V y para cualquier vector v de V, se cumple que el conjunto {v,0V} es ortogonal en V.
Norma de un vector

Sea V un espacio vectorial con producto interno y v(V, la norma de v denotada por ǁvǁ se define como : 
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TEOREMA (DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ)
Sea V, ((/() un espacio con producto interno, entonces para cualesquiera vectores u y v en V se cumple la desigualdad 
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ÁNGULO AGUDO ENTRE DOS VECTORES 
Sean v1 y v2 vectores  un espacio V, ((/() con producto interno, define como el ángulo agudo ( entre v1 y v2 a:  
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conjunto ortogonal

Sea V un espacio vectorial con producto interno, el conjunto de vectores { v1 , v2 , v3 , … , vn } es un conjunto ortogonal en V si y solo si : (vi,vj)=0 para  i≠j

Teorema

Todo conjunto ortogonal finito de vectores no nulos en un espacio vectorial con producto interno es linealmente independiente en V.

conjunto ortonormal

Sea V un espacio vectorial con producto interno , el conjunto de vectores { v1 , v2 , v3 , … , vn } es un conjunto ortonormal en V si y solo si  : (vi,vj)=0 para i≠j  y ǁviǁ=(v,v)=1 para i=1,2,3,…,n
Teorema

Todo conjunto ortonormal finito de vectores en un espacio vectorial con producto interno es linealmente independiente en V.

Teorema DE GRAM-SCHMIDT (PROCESO DE ORTONORMALIZACIÓN)
Todo conjunto finito, linealmente independiente en un espacio con producto interno puede transformarse en un conjunto ortonormal mediante el proceso de Gram-Schmidt.

Complemento ortogonal

Sea H un subespacio de un espacio vectorial V con producto interno.Entonces el complemento ortogonal de H , denotado por H┴ , se define como : 

H┴={v (V/(v,h)=0 para todo h(H}

Teorema

Sea H un subespacio de un espacio vectorial V con producto interno y H┴ el complemento ortogonal de H, entonces se cumple que:

i.-  H┴∩H={0V}

ii.- H┴(H=V 

iii.- Base de V= (Base de H)((Base de H┴)
iv.- dimV=dimH+dimH(
v.- Base ortonormal de V= (Base ortonormal de H)((Base ortonormal de H┴)
proyección ortogonal 

Sea H un subespacio de un espacio vectorial V con producto interno y { h1 , h2 , h3 , … , hk } una base ortonormal de H. Si v(V , entonces la proyección ortogonal de v sobre H , denotada por proyHv se define como :

ProyHv = (v, h1)h1+(v,h2)h2+(v,h3 )h3+…+(v,hk)hk
Teorema

Sea H un subespacio de un espacio vectorial V de dimensión finita  con producto interno , (1={h1,h2,h3,…,hk} y (2={u1,u2,u3 ,…,uk}dos bases ortonormales de H. Entonces se cumple que para todo v(V se cumple que : 

(v, h1)h1+(v,h2)h2+(v,h3 )h3+…+(v,hk)hk=(v, u1)u1+(v,u2)u2+(v,u3)u3+…+(v,uk)uk
Teorema de la proyección 

Sea H un subespacio de dimensión finita del espacio vectorial  V con producto interno y v(V. Entonces se cumple que : (v(V [ v=proyHv+proyH┴v ]



Valor y vector característico ( propio ) de una matriz nxn 

( eigenvalores , eigenvectores )

Sea A(Mnxn con elementos reales. El número λ(ℂ recibe el nombre de valor característico de A , si existe algún v≠0(ℂn tal que :  Av=λv
El vector v≠0(ℂ es un vector característico de A correspondiente al valor característico λ .

Valores y vectores característicos de un OPERADOR lineal 

Sea  T:V(V un operador lineal , se dice que λ es un valor  y v un vector característico de T si y sólo si se cumple T(v)= λv

Teorema

Sea A(Mnxn .Entonces λ es un valor característico de A si y sólo p(λ)=det(A-λI)=0.

Teorema

Toda matriz  A (Mnxn tiene n valores característicos.
Teorema

Sea A (Mnxn y λ1,λ2,…,λ n los valores característicos de A, entonces se cumple que detA= λ1λ2…λ n .
Teorema

 Sea A(Mnxn ,entonces el cero no es un valor característico de si y solo si A es inversible .

Polinomio característico
 Sea A(Mnxn , se define como polinomio característico de A a p(λ)=det(A-λI) .
Ecuación característica
 Sea A(Mnxn , se define como ecuación característica de A a:  det(A-λI)=0 

Multiplicidad algebraica 

Sea A(Mnxn y p(λ)=(λ-λ1)r1(λ-λ2)r2…(λ-λi)ri el polinomio característico de A. Se define como multiplicidad algebraica del valor característico λi a : 

m.a.(λi)=ri 

Espacio característico

Sea A(Mnxn y λ un valor característico de A , se define como espacio característico de A correspondiente al valor característico λ a:

 Eλ={v(Cn /Av=λv}

Multiplicidad geométrica 

Sea A(Mnxn y λ un valor característico de A. Se define como multiplicidad geométrica de λ a la dimensión del Espacio característico correspondiente : m.g. ( λ ) = dim Eλ

Teorema

Sea A(Mnxn y λ  un valor característico de A entonces se cumple que  1 ( m.g.(λ) ( m.a.(λ)
Matrices similares ( semejantes )

Se dice que las matrices A y B de nxn son similares si existe una matriz C de nxn tal que :

B=C-1AC

Teorema 

Si A y B son matrices similares de nxn , entonces A y B tienen la misma ecuación característica ( y por tanto tienen los mismos valores característicos )

Matriz diagonalizable

Una matriz A de nxn es diagonalizable si existe una matriz diagonal D, tal que A sea similar a D. 

Teorema

Una matriz A de nxn es diagonalizable si y solo si tiene n vectores característicos linealmente independiente. Si ese es el caso, la matriz diagonal D que es similar a A está dada por :  
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Donde λ1,λ2,…,λ n son los valores característicos de A. Si C  es una matriz  cuyas columnas son vectores característicos de A linealmente independientes , entonces : D=C-1AC

Teorema

Sea A(Mnxn, entonces A tiene n vectores característicos linealmente independientes si y solo si la multiplicidad geométrica de cada λ es igual a su multiplicidad algebraica.

Teorema

Sea A(Mnxn y sean λ1,λ2,λ3,…,λ m diferentes valores característicos de A con los vectores característicos correspondientes v1,v2,v3,…,vm , entonces v1,v2,v3,…,vm son linealmente independientes. ( Los vectores característicos correspondientes a valores característicos diferentes son linealmente independientes )

Corolario
Si la matriz A de nxn tiene n valores característicos  distintos, entonces A es diagonalizable.

Teorema 

Sea  T:V(V una transformación lineal , donde V es un espacio vectorial de dimensión finita con las bases (1={ v1 , v2 , v3 , … , vn  } y (2={ w1 , w2 , … , wn } . Si AT es la representación matricial de T con respecto a la base (1 y si CT es la representación matricial de T con respecto a la base (2 , entonces AT y CT son similares:

AT=M-1 CT M


Matriz Ortogonal

Q de nxn es ortogonal si y sólo sí Q es invertible y Q-1=Qt
Teorema

Si Q es una matriz ortogonal entonces detQ=1 ⋁ detQ=−1 

Teorema

La matriz Q de nxn es ortogonal si y solo si sus columnas forman una base ortonormal de (n
Matriz diagonalizable ortogonalmente 

La matriz A de nxn es diagonalizable ortogonalmente si y sólo sí existe una matriz ortogonal Q tal que :

D=QtAQ

Matriz Simétrica 

A de nxn es simétrica si y sólo sí A=At
Teorema

Si A es una matriz simétrica real de nxn, entonces los vectores característicos de A son reales. 

Teorema

Sea A una matriz simétrica real de nxn. Si λ1 y λ2 son valores característicos distintos , a los que corresponden los vectores característicos reales v1 y v2 , entonces v1 y v2 son ortogonales .

Teorema

Si A es una matriz simétrica real de nxn, entonces A tiene n vectores característicos ortonormales y reales

Teorema

Sea A una matriz real de nxn . A es diagonalizable ortogonalmente si y sólo si A es simétrica 


Ecuación cuadrática

Una ecuación cuadrática con dos variables sin términos lineales es una ecuación de la forma :

ax2+bxy+cy2=d  donde │a│+│b│+│c│≠0 (Es decir, por lo menos uno de los números a,b o c es diferente de cero) .

Forma cuadrática con dos variables 

Es una expresión de la forma F(x,y)=ax2+bxy+cy2 donde │a│+│b│+│c│≠0 .
Teorema de los ejes principales en (2

Sea ax2+bxy+cy2=d una ecuación cuadrática en las variables x i y. Entonces existe un solo número θ en [0,2π) tal que la ecuación ax2+bxy+cy2=d se puede escribir en la forma : a’x’2+c’y’2=d donde x’,y’ son los ejes que se obtienen al rotar los ejes x i y un ángulo θ en sentido antihorario .Por otra parte, los números a’ y c’ son los valores característicos de la matriz 
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Los ejes x’ i y’ reciben el nombre de ejes principales de la gráfica de la ecuación cuadrática ax2+bxy+cy2=d .

Teorema 

Si 
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entonces la ecuación cuadrática ax2+bxy+cy2=d con d≠0 es la ecuación de :

· Una hipérbola si detA<0

· Una elipse , circunferencia o sección cónica degenerada se detA>0

· Un par de líneas rectas o sección cónica degenerada si detA=0

· Si d=0, entonces la ecuación ax2+bxy+cy2=d es la de dos líneas rectas si detA≠0, y es la ecuación de una sola recta si detA=0. 
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