TEMA 1-1
Encuentre la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(0,-1,4) y B(-1,2,2) y
es perpendicular al plano 2z + 5x + 4y

nl: 5x +4y—2z=0

nl: (5,4,-2)

AB:(-1,3,-2)

n2: vector normal del plano que estamos buscando
n2 = nlx 4B = (-2,12,19)

Ecuacion del plano

A(x-x0)+B(y-yo)+C(z-z0)=0, Po(-1,2,2)

2(x+1) + 12(y-2) + 19(z-2) = 0

-2x + 12y + 192 = 64

TEMA 1-2
Encuentre la ecuacion del plano que pasa por el punto A(1,5,1) y es
perpendicular a los planos

nl:2x+y—2z=2, n2:x+3z=4

nl: (2,1,-2), vector normal del plano 1
n2: (1,0,3), vector normal del plano 2
n3: vector normal del plano que estamos buscando
Hy n2 no son paralelos por tanto los planos no son paralelos
n3 = nlxn2 = (3,-8,-1)
Ecuacion del plano
A(x-xo0) + B(y-yo) + C(z-zo)=0, Po(1,5,1)
3(x-1) - 8(y-5) - (z-1) =0
3x-8y-z = -38

TEMA 1-3
Encuentre la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(-1,2,5) y B(2,1,4) y
es perpendicular al plano 8x-2y+6z=1

nl: 8x—2y+6z=1

nl: (8,-2,6)

AB:(3,—-1,-1)

n2: vector normal del plano que estamos buscando
n2 = nlx AB = (4,13,-1)

Ecuacion del plano

A(x-x0) + B(y-yo) + C(z-z0)=0, Po(2,1,4)

4(x-2) + 13(y-1)-1(z-4)=0

4x + 13y -z =17
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TEMA 241

Dibuje un mapa de contorno de la funcién f(x,y) = {/y? — x2, mostrando las
curvas de nivel para valores de k=0, 1,2y 3

Curvas de nivel

yz — x2 = |2

Las curvas de nivel son familia de elipses
Mapa de contorno

TEMA 2-2
Determine y grafique el dominio de la funciéon
1
fxy) =

Vi—x2— J1-y2
Dominio de la funcién = {(x,y),-1< x<1,-1< y <1}
Grafica del dominio de la funcién. (No se consideran los puntos de la

frontera del cuadrado). LAS LINEAS DEL GRAFICO DEBEN SER
PUNTEADAS

TEMA 2-3
Determine y grafique el dominio de la funcion

fx,y,2) = Vx+ . Jy+Vz+In (4 —x? - y* — 2?)



Dominio de la funcion {(x,y,z),x? + y> + z2 < 4,x = 0,y = 0,z = 0}

El dominio representa los puntos interiores de una esfera de radio 2,

centro en el origen, en el primer octante.
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TEMA 3-1
sen(x?)y?

Sea f(x,y)={ x*+y? ’ (x,¥) # (0,0)
0 , (%) =(0,0)

a) Verificar que f es continua en el punto (0,0)
b) Calcular las derivadas parciales de la funcién f con respecto a las variables x y
y tanto en el origen como fuera de el.

Entonces tenemos que verificar si la funcion dada es continua en el punto
(xy,,) =(0,0). Usando la definicion de continuidad:

Debemos probar que:

sen(x?)y?
i (SEDYTN 00 = 0
xy)~(00) \ x?% + y?
y sen(x?)y?\ _ _ sen(r?cos®8)r?sen’6
(x,y)lf(lo,o) x2+y2 | 50 1r2c0s20 +12cos?@

sen(r? cos? 0)[r]*sen?6

im
0 [r2](cos? @ + cos? 6)

sen(r? cos? 6)sen?0

= lim
r—0 1
= sen?0 - lirrolsen(r2 cos? )
r—
= sen?d - sen(lirr(}r2 cos? 0) = sen?0sen(0) =0
Vs

Por lo tanto, es continua en (0,0)

£(h,0) — £(0,0) sen(h)-0_, 0
1 ) - 4 I hZ + 02 — JE—
00 = im0 2 < iy B — <t
_ sen(x®)y? -
flx,y) = iy si(x,y) # (0,0), por lo tanto, derivamos
directamente, obtenemos:
y2(2x cos(x?) (x? + y?) — 2x sin(x?))
fx(x,y) = Y
(x?+y?)
Por lo tanto:
y2(2x cos(x?) (x? + y?) — 2x sin(x?))
%(x ) = (x2 + y2)2 , (x,y) # (0.0
Ox Yy X y
0 , (x,y) # (0.0)
rom - oo e o
ey ,n)—yQ0.0) 0% + h? — i o
00) = i 222 < i EEE— <t =
Flx,y) =325 gy ) # (0,0), por lo tanto, derivamos

x2%+y?
directamente, obtenemos:



fy(6y) =

Por lo tanto:

2y (sen(x?) (x% + y?) — y? sin(x?))

(xZ + y2)2

2y (sen(x?) (x% + y?) — y? sin(x?))

0
%(x,y) = (x% + y2)? , (x,y) # (0.0)
0 , (x,¥) # (0.0)
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TEMA 3-2
(xnyn+1)

Sea la funcion: f(x,y) = {&™+y™)?

a) Analice la continuidad de la funcion en (x,y) = (1,0).

si (x,y) # (0,0),

0 si (x,y) = (0,0).

b) Determine si existen las derivadas parciales Z—f} (0,0),g—£ (0,0)

c) ¢ Es diferenciable f(x,y) en (0,0)? Justifique su respuesta.

a) La funcion definida para el punto (x,y)=(1,0). es f(x,y) =

(xnyn+1)

(xn+yn)2 |a

cual es cociente de polinomios continuos con denominador distinto de

cero en

(x,y) = (1,0). por lo tanto, es continua alli.

a .
b) % (0,0) = lim

f(0,h)—£(0,0) — lim (02+h2)2_0 _

h

onhn+1

h—0




nnn+1
h™0 0

af o f(RO)=f00) . (RZ+0H)* "  0-0
9 (O0) =l e = i = =0
c) Para probar diferenciabilidad usamos la definicion
hnkn+1 hnkn+1
ez~ f00) - (k) (0.0)| N CEY DL
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 h—0 /h2 + k2
hnkn+1
= lim =usar k =mh
h-0 (hn + kn)Z,/hZ + k2
hnmn+1 hn+1 mn+1
h—-0 (hn + mnhn)z\/hz + m2h2 h2n+1 (1 + mn)z,/l + m?2
mn+1
T A+m)I+m?

No existe, entonces f(x,y) no es diferenciable en el origen.

1
sim=1,L :§,sim =0,L =0,el limite no existe.

otra forma:usando coordenadas polares
hn kn+1

r?"*l cos™ g x sen™t19

lim = lim
h-0 (A" 4+ k")2/h2 + k2 m>0712n(cos™ @ + sen™B)2rvcos? 6 + sen?6
cos™ 0 x sen™t10

[r27](cos™ 6 + sen™0)2[F W1

I
depende de el angulo 6,si 0 = 7 ,L+0
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TEMA 3-3

Dada la funcion:

oy % si () # (0,0),
T,yY) =
0 si(z,y)=(0,0)

a) Determine si la funcién dada es continua en el punto (0,0)

b) Calcule las derivadas parciales de la funcion dada con respecto a las
variables ' y Y tanto en el origen como fuera de él.

c) Determine si la funcion f es diferenciable en (0,0)

Fuera del origen la funcién f estd definida y es derivable. Las derivadas
parciales se calculan con un poco de paciencia:

of 3cos(z®y?)z?y?  4sin(z3y?)zx

o (2% +y?)° (22 +32)°
of _ 2cos(z’y*)z’y  4sin(z’y®)y
Oy @) (@)
En el origen debemos calcular la derivada parcial respecto de z mediante
el limite b o 0.0
h—0 h

pero este cociente es nulo si A # 0, y en consecuencia el limite anterior
también. Asi
of

5-(0,0)=0.

Lo mismo sucede con la derivada parcial respecto a y.

Pasamos a aplicar la definicién de diferenciabilidad:

sen(h3k?) _ sen(h3k?)
P (R o A 00| _ Ry
(h.k)—(0,0) Vh? + k2 h->0 ~/hZ + k2

sen(h3k?)

hm sz el limite no existe, por lo tanto f(x,y) no es diferenciable en (0,0)
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TEMA 4-1

Sea f(x,y,2) = z(x —y)° + xy?z3

a) Calcular la derivada direccional de fen el punto P, = (2,1, —1) en la direccion
del normal unitario u exterior a la esfera x2 + y? + z2 = 6

b) Determine el valor maximo de la derivada direccional de f(x,y,z) en Py(2,1,—1)

Como f(x,y,z) es una funcion polinomial, entonces es diferenciable en R3, se
puede calcular la derivada direccional, que en el punto dado es:

D;f(21,-1)=Vf(2,1,-1) -1
Donde Ues el vector normal unitario. Sea G(x,y,z) = x*> + y? + z2 — 6 = 0.El
vector U se calcula de la siguiente manera:

48

G’

(66 aG ac)_ 9% v, 27) = 2
axray;az _( xl y; Z)_ (x,y;z)

VG| = 24/x?% + y2 + 22

i =

Entonces

A~ 2xyz) o~ _ (xy2)

= alatiyTis =>1 = N evaluado en el punto
(2,1,-1) queda: @ = &2V

NG
El gradiente es Vf(x,y,2) = (5z(x — y)* + y?z3,=5z(x — y)* + 2xyz3, (x —
¥)® + 3xy?z?)
Evaluando en el punto
7f2,1,-1) = (=6,1,7)

1
Daf(21,-1) = ﬁ(_6'1’7) -(21,-1) => Df(2,1,—1) = —3V6

b) Para que la derivada direccional tenga un valor maximo, el vector unitario U
tiene que estar en la misma direccion de la gradiente Vf(2,1,—1) , es decir
vf(2,1,-1) (—=6,1,7) _ (-6,1,7)

_ N i

= u
IVf(2,1,-1)|| 36+ 1+ 49 V86

i =
El maximo valor es

1
Daf(2,1,-1) = NG (—-6,1,7) - (=6,1,7) =>Dyf(2,1,—1) =86
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TEMA 4-2
Dada la funcion g(x,y) = In(x? + y% + 1) + e?*¥. Determine:
a) La derivada direccional de la funcién en el punto (x,,y,) en direccion del

vector U = Xol — YoJ-
b) ¢cual es el valor de tal derivada en los puntos: (4, —4),(6,— 6), (0, 1).
?

c) Si la derivada puede llegar a superar el valor 2.

2x

— 2xy
. . . 9x x2+y2+1 +2ye
Primeramente, determinamos: 2y X
= Xy
9y yiil + 2xe

Claramente el vector unitario en direccion de U es

1 . .
W (X0l = Yoj)
Luego se obtiene Vg(xy,v,) = (gx(xo,yo),gy(xo,yo)). También resulta que,

2(x0%-y0?)
x02+y02+1'

a) Dyf(x0,¥0) = Vg(x0,¥0) 'ﬁ(’fo»_)’o) =

Por tanto;
b) Dyf(4,—4) = Dyf(6,—6) =0, Dyf(0,1) = —1.

Note que:

2(x0%-0%) < 2x3
X02+y02+1 T xZ+yZ+1 T x2

2x(2,

c) Dyf(xo,y0) = 2. Asi la derivada no supera el valor

2.
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TEMA 4-3

Determine los puntos sobre la superficie x? + y% + z2 = 2, de tal forma que el

plano tangente en tales puntos sea paralelo al plano con ecuacion

8x + 6y + 10z =09.

Determinamos el vector normal al plano el cual es el gradiente evaluado en los

puntos a determinar los que suponemos de la forma (x,, yo, 2,), asi:

paralelos nos proponemos a solucionar:

Vf(xo, Yo, 20) = (2x0, 2Y0,22)
Claramente el vector normal al plano dado es (4,3,5), ya que los planos son

Vf(xo,yo,ZO) == )\(8, 6,10)
Esto ultimo implica que (2x,, 2y,, 2z,) = A(8,6,10), es decir




(%0, Y0, 20) = A(4,3,5).
Pero los puntos (x,, y,, Zz,) pertenecen a la superficie, por lo que
xo2 + yo? + 2,2 = 2,y en este caso, (A4)? + (A3)? + (A5)? = 2, de donde

despejando se obtiene que A2 = 1/25 o lo mismo que || = % asi A= % , 0

también A = —% , €s de esta forma que se obtienen dos puntos uno para cada

valor de A. Concluimos que los puntos pedidos son:
(xO' Yo, ZO) = _1/5(4' 3'5)
(xo,yo,ZO) - 1/5(4’, 3,5).
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Tema 4-4
La superficie de una colina es descrita por la ecuacion

2 2
z = f(x,y) =100 — = 27" donde x, y, Z estan dados en metros.

100 100
El eje positivo x sefiala hacia el norte y el eje positivo y hacia el este. Un alpinista

esta parado en el punto (10,-10,83)
a) Sielalpinista camina hacia el noroeste. j Esta ascendiendo o descendiendo? A
qué razon de cambio?
b) Si el alpinista camina hacia el suroeste. ;Esta ascendiendo o
descendiendo? ;A qué razén va cambio?
c) Si el alpinista quiere ascender siguiendo la maxima pendiente. ;Qué
direccién debe tomar? ;Cual es la razén de esta direccion?



Primeramente, obtenemos el gradiente de la funcion trayectoria.

a)

. 1 6
f(x’y)_< 10" 25y)
Asi7f(10,—-10) = (—1,%). Entonces:

Si el alpinista camina hacia el noroeste va en la direccion del vector i + j, cuya

direccion unitaria es 7(1,1), en este caso la derivada direccional es:

V2 12\ V2 V27
7F(10,-10).2 (11 = (-1, 2) 211 = 22

Ya que esta magnitud es positiva el alpinista esta en ascenso a razén de
V27

>3 metros verticales sobre cada metro horizontal.
Si el alpinista camina hacia el sureste va en la direccion del vector i — j, cuya

direccion unitaria es > (1,—1), en este caso la derivada direccional es:

V2 - 12\ V2 217
7F(10,-10).2(1,-1) = (-1,2) 21, -1) = -2,
Ya que esta magnitud es negativa el alpinista esta en descenso a razon

217 . .
de g?, metros verticales sobre cada metro horizontal.
La magnitud del gradiente es la pendiente maxima y esta es 1—53 asi la direccion
pedida es:

13

1/ (—1,%) = 1/13(=5,12).
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TEMA 5-1
Use la regla de la cadena para determinar las derivadas parciales

indicadas cuando x =1,y = 2,t = 0.
U b) U ) au
as ot

Donde: U(r,s) =Vr?2 +s?2, r =y +xcos(t), s = x + ysen(t).

Z_Lr’ - \in—sz- Perosix =1,y = 2,t = 0, entonces, r = 3 también
s = 1. Luego 2—3(3,2) = 3/v10.
b) ?Tls] = \/_r25+_52- Perosix =1,y =2,t =0, entonces, r = 3

también s = 1. Luego 5-(3,2) = 1/V10.

8y _au s  9u or

at  ds at  or ot

También % = ycos(t), % = —xsen(t). Asi g (1,2,0) = 2,

c )Tenemos que

%(1,2,0) = 0. Porlo tanto

21,20 = 223,2) Z1,20) + 23,2 L(1,2,0) =
at ds ot or ot
2/4/10.
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evalua bajo los
valores. De manera
similar procede con
el literal b).
Determina la funcion
derivada

literal b). funcion correspondiente al

derivada literal c), finalmente

correspondiente | obtiene los valores

al literal c). de sus factores
para asi calcular
au
m (1,2,0).

30% 60% 90% 100%




TEMA 5-2
Supongamos que todas las funciones dadas son derivables.
Si z=f(x,y),donde x =rcosf, y=rsin6.

0z 0z
a) Encuentre > ' 25

b) Demuestre que

(az/ax)z n (GZ/ay) 2 _ (az/ar) 2 4 rlz(az/ag) 2

Procedemos analizar calculo directo.

9z _ of 9ox ,0f 9y _9f of
) or  9x or 9y or ax(059)+ay(sen0)

0z _ 0f ax , or dy _of

. of
30— axan T ayas  ax 7 Sin(8)) + 5° (rcos(6)).

b) (%)2 = (Z—,fc cos(6) + Z—; sin(@))2 -

(g—i cos(9))2+ af df sm( 0) cos(8) + (— sin( 9))

Por otra parte,
072 of . ) 2
(ﬁ) = (a (—rsin(0) + é(rcos(e)) luego
1 (8z\% _ ([ oFf . 2 of df . of 2
= (%) = (—a sin( 9)) +2 %y sin( 0) cos(0) + (5 cos(@))
Por lo tanto,

(o 23

or r2 \06

(Z—i)z(cos2 (8) + sin? (9)) + (Z—Dz(sin2 (8) + cos? (9)) = (g—£)2+
%)

Por lo tanto, (ai) (Z—Dz

=) 5 G



Rubrica:

El Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
estudiante | El estudiante El estudiante El estudiante El estudiante
debe ser | determina las determina las determina las determina las
capaz de | derivadas derivadas derivadas derivadas
emplear correspondientes | correspondientes | correspondientes | correspondientes
la regla al literal a). al literal a). Para | al literal a). Para | al literal a). Para
de la el literal b) el literal b) el literal b)
cadena plantea el plantea el plantea el
para cuadrado de las | cuadrado de las | cuadrado de las
obtener derivadas los derivadas los derivadas los
derivadas que resuelve. que resuelve y que resuelve y
de expresa una expresa una
funciones suma, la que suma, la que
de varias opera. operay como
variables. consecuencia
hace notar que
la igualdad
planteada es
valida.
1-6 7-12 13-18 19-20
TEMA 5-3

Suponga que todas las funciones dadas son derivables.
Si z=f(x,y),donde x = s+t, y=s — t.

a) Encuentre

0z

or ’ot’

0z

b ) Demuestre que

. 0z 0z
c) Determine Py

0z
(ax

;

si f(x,y) = x%+y2.

_ 0z 0z

97\>
(ay) © dsot’

Determinamos de manera directa las derivadas solicitadas.

b

as d0x 0s

Bz_6f6x+

of 0y _ 0 L Of

Eg_ax oy’

0z _9f ox [ Of 9y _9f _ 3f

at dx ot dy dt 0x dy
w_z=(a_f+a_f)(a_f_a_f)=(6_f)2_(a_f)2
ds ot ox ay ox dy ox ay/




c)Si f(x,y) = x? + y? entonces

of
ax

= 2x, también

Z_]; = 2y. De esta manera resulta que % % =4(x? — y?).
Rubrica:
El Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
estudiante | El estudiante El estudiante El estudiante El estudiante
debe ser | determina las determina las determina las determina las
capaz de | derivadas derivadas derivadas derivadas
emplear correspondientes | correspondientes | correspondientes | correspondientes
la regla al literal a). al literal a). Para | al literal a). Para | al literal a). Para
de la el literal b) el literal b) el literal b)
cadena plantea el plantea el plantea el
para producto de las | producto de las | producto de las
obtener derivadas del derivadas de derivadas de
derivadas literal a) los que | literal a) el que literal a) el que
de resuelve. resuelve y resuelve y
funciones expresa una expresa una
de varias suma, la que suma, la que
variables. operay como opera y como
consecuencia consecuencia
hace notar que | hace notar que
la igualdad la igualdad
planteada es planteada es
valida. valida.
Finalmente
resuelve el
literal c).
1-6 4-12 13-18 19-20




TEMA 6-1

Determine una funcién escalar y un punto especifico de modo que
utilizando la diferencial pueda estimar el valor de:

V(7.9)2 + (15.2)?

Nota: al final del ejercicio debe dejar expresada su respuesta simplificada
a su minima expresion (ya que es prohibido utilizar calculadora)

La funcién es F(x,y) =+/x2 + y2 y el punto es P(8,15) los incrementos
sonDx=0,1,Dy=- 0,25

F(xo + 4x,y, + Ay) = F(xy,¥0,2o) + FAx + E, Ay

V(7.9)2 + (15.2)2

~ J@T F (A5 + ——D . (0,1)
2/(@®2%+ (15)2
2(15
(15) (-02)
2,/(8)% + (15)?
) (15)
~17+-—=-(0,1) + —-(-0,2
+17 0,1) + 17 (-0,2)
@ 1 (@15 1
U+ 0717 CF
~17 + (8) 3 (30) _ 170% — 22
170 170 170
Rubrica:
Capacidades S B
deseadas esempeno
Inicial En Desarrollado Excelente
Desarrollo
El estudiante No sabe | El estudiante | El estudiante El estudiante
debe ser coémo plantea la plantea la calcula
capaz de plantear | expresién de | expresiéon de correctamente
a Ficar el el aproximacion | aproximacion, y llega al
cgnce to de problema | pero tiene escoge el punto | resultado
diferer?cial problemas y obtener los correcto o
ara con escoger | incrementos comete algun
z roximar el punto y pero tiene error no
fupnciones obtener los problemas al significativo
escalares incrementos | hallar las
derivadas
0 1-4 5-12 13-15




TEMA 6-2

Calcule el diferencial dz en la ecuacion: xyz=x+y+z

Consideramos la funcién: #(x, y, z)=xz—x—y—z

Hallamos las derivadas parciales

Fo=yz—1 F,=xz—1 F=xy-1

Con lo cual
0z l1—yz 0z l-2xz
dx x—1 8y x-—1
Con lo que resulta:
0z 0z 1- dx+l1—xz)d
=—dx+—dy=( yz)dx+{1-xz)dy
ox J x—1
Capacidades ~
deseadas Desempefio
Inicial En Desarrollado Excelente
Desarrollo
No sabe | El estudiante | El estudiante El estudiante
El estudiante como reconoce la | reconoce la calcula
debe ser plantear | funcion funcion implicita, | correctamente
capaz de el implicita, obtiene las derivadas
c alrz:ular ol problema | pero tiene correctamente parciales y
diferencial de problemas al | todas las llega al
una funcion obtener sus | derivadas resultado
imolicita de derivadas parciales, pero correcto del
vafias parciales no sabe como deiferencial o
variables obtener el comete algun
diferencial error no
solicitada significativo
0 1-6 7-12 13-15




TEMA 6-3

Calcular las derivadas parciales:

= . iz
dz’ dy

A partir de: 3x2 —x2y2 +2z3+3yz—5=0

Tenemos: F(zx, y, z)=3xgz—x2y2+223+3y z=5

hallamos las derivadas parciales:

F=6xz—2xy"; F,=

—2x2y+3z ; F,=3x2+622+3y

Por lo tanto:
3z _—F, —6xz+2n’ 9z —F, x®-3
dx F, 3x2+622+3y dy F, 3x2+622+3y
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
Inicial En Desarrollado Excelente
Desarrollo
No sabe | El estudiante | El estudiante El estudiante
El estudiante | como reconoce la | reconoce la calcula
debe ser plantear | funcién funcién implicita, | correctamente
capaz de el implicta pero | obtiene lo solicitado y
obtener problema | tiene correctamente llega al
derivadas problemas al | todas las resultado
parciales a obtener sus | derivadas correcto de
partir de una derivadas parciales, pero ambas
funcién parciales tiene problemas | derivadas
implicita de al obtener las parciales o
varias derivadas comete algun
variables parciales error no
solicitadas significativo
0 1-6 7-12 13-15




