CAPITULO 6

“Nuestras almas, cuyas facultades pueden
compuender la maravillosa arguitectura del
munde, y mediv el curse de cada planeta
vagabunde, ain escalan twas el conccimiento
inlinite”

Christopher Mardowe.

INTEGRALES MULTIPLES

6.1. Integrales dobles.

6.2. Calculo de una integral doble en regiones generales.

6.3. Cambio de orden de integracion.

6.4. Cambio de variable en una integral doble.

6.5. Aplicaciones de la integral doble al calculo de areas y
volumenes.

6.6. Integrales triples.

6.7. Integrales triples en regiones generales.

6.8. Cambio de variable en una integral triple.

6.9. Aplicaciones de la integral triple al calculo de volumenes.



6.1 INTEGRALES DOBLES.

Dada una funcion z= f(x,y) en D R? tal que z>0, V(x,y)e D;

queremos encontrar el volumen del s6lido limitado por “f” arriba de D, donde D es una
region rectangular definida por el producto cartesiano de 2 intervalos de R:

D =la,blx[c,d]/ x€ [a,b] A yelc,d].

z=fxy)

Sy
/ /
/ /J /i
///// /
777 A
Ay
Figura 6-1

Dividimos al intervalo [a,b] y [C,d ] en “n” particiones. Queda D dividida en
“n” celdas y cada celda tiene un area (Ax Ay). Sea AV el volumen arriba de una
celda cualquiera si Ax y Ay son incrementos infinitesimales, entonces AV puede
considerarse como un paralelepipedo y su volumen sera:
AV = f(x, y)AyAx
Si consideramos ¥ como la suma de los volimenes de arriba de cada celda:

V:ZAV=iZn:ﬁj(x’y)Ax"ij

j=1 i=1

€699

Cuando se toma un niimero de particiones “n” muy grande entonces tendremos:

V=limy > f,(x.y)AxAy,

j=1 i=1

f(x, y)oxdy

U

Q C— >

V =

o



Observaciones
i) Laintegral doble es un limite
a) Puede existir o no
b) Si existe es un numero real.
ii) Sirve para calcular el volumen limitado por una funcién arriba de una regioén D.
D se llama Region de Integracion y para el caso de la integral doble es un
subconjunto de R? (regién plana cualquiera).
a, by c,dson los limites y van de acuerdo a la ubicacion del diferencial

_T 7(x, y)oxay = jj 7(x, y)oyox

a a c
T interna T interna

externa externa

v_.c-

a

La integral se evalia en dos procesos de la integral definida independientes
considerando la constante la variable que no se integra; siempre se evalta primero la
integral interna, luego la externa.

Ejemplo 6-1 Calcular ” (3xy +2x7 -y’ )axay ; donde O = [1,3]>< [— 2,4]
0

Solucion: Resolvemos con el orden de integracion indicado
HE t 3x2y 2 ?
I I(3xy+2x2 —y3)8x )y = I 4T —yx | dy
=201 -2 2 3 1
h 56
= I(l2y+—2y3j8y
% 3
4
= [6y2 +56y—2y4}
3 -

=72+112-120
= 64



Ahora resolvemos cambiando el orden de integracion indicado

b 4( 2 3)8 h 3xy2 2, y4 )
! __[3xy+2x -y’ gy xz! T+§x Y _zax
3
= [(18x+12x* 60
1
= [0x? + 4x° — 60x]
=72+112-120

= 64

Propiedades
Sean £, g dos campos escalares integrables en D C R*, sea € R:

1. ”Ui@%z”f%i”g%.

2. ”afaA:a“faA.
3. Si f2g, V(x,y)e D; entonces J-Jf aAZJ.Jg 04.
4. \[[.f o4 <[flflo4

5. Sea =D, uD,UD;U...uUD,; entonces:
[[roa=[[roa+|[foa+[[fod+ +[[f o4
9] D, D, D; D,
[[ro4=3[[fo4
0 =,
6.2 CALCULO DE UNA INTEGRAL DOBLE EN REGIONES GENERALES.
Adoptaremos tres tipos de regiones planas:

Tipo 1
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Figura 6-2

D:{(x,y)e Rz/anSb/\fl(x)Sysz(x)}

Tipo 2
Ay ) &)
d )
D
T\ X
'

Figura 6-3

D:{x.y)e R /g (v)sx<g,(y)ac< y<d}

Tipo 3
Este tipo de regiones pueden ser tipo 1 o tipo 2 indistintamente. Las regiones
tipo 3 son en realidad las regiones generales
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Figura 6-4

Sea D, region de integracion, una region plana tipo 3; evaluar:

[ 7(x, y) oway

Figura 6-5

Suponemos a D de tipo 1, totalmente incluida en una region R rectangular y
definimos f (x, y) de la siguiente manera:

Fley)= {f (v,y) (xy)eD

0; (x,y)eD



z=fxy)

y
\<V

x Sitx) Jolx)
Figura 6-6

Suponemos a D de tipo 1, totalmente incluida en una region R rectangular y
definimos f (x, y) de la siguiente manera:

fley) (x,y)eD
J?(xoy):{ 0; (x,y)eED

Resolviendo la integral:

[] G y)ayax = [[ P, y) apox

b[d filx) fa(x)
=I[If ay} ox = I{ J.O ay+ jfx y)oy + Iay
alec a Silx) f2(x)

b f2(x)

=[ [/(xy)ay ox

a fi(x)

Entonces tenemos:
b f2(x)

J.J‘f X, y)0yox = I J.f x,y)dy ox & D es una region tipo 1
a fi(x)

De idéntica manera:
d g(x)

”f x,y)0xdy = I If X,7)0x dy & D esunaregion tipo 2

¢ g(x)



Ejemplo 6-2 Calcular ”xz yzaA ; donde D es la region sombreada de la figura
D

Figura 6-7



Solucion: ~ Resolvemos tomando diferenciales horizontales entonces tenemos:
”xzyzaA = _[02 on_z x*y*oxdy + E I:ﬂ x> y*0xdy
D
=[]y + [ Ben] oy
= [ -2Pa+[ 12 (r+2)dy
Ly 07 =6y +12y -8y
+§ij2(y3 +6y> +12y+8)dy
=1 [ (- 6p* +12y° -8y oy
+§Jj(yS +6y* +12° +8)° Py
=1l -3t -1f
sl e ey eayteny]

— __16 4 40976
- 45+ 45

— 8192
9

6.3 CAMBIO DE ORDEN DE INTEGRACION.

Como se vio en capitulos anteriores para regiones rectangulares al cambiar el
orden de integracion, los limites de las integrales por ser constantes se mantienen
iguales. Sin embargo cuando tenemos regiones tipo 3, éstas no siempre se pueden
resolver facilmente con cualquier orden de integracion. Es decir que cuando la region
es tipo 3 en algunos casos existe un orden de integraciéon mas conveniente que otros y
es importante identificarlo para facilitar el calculo de la integral orden.

Al hacer el cambio de orden de integracion se debe tener en cuenta que los
limites variables so6lo pueden estar presentes en la integral interna y éstos deben estar
en funcién del diferencial externo; los limites de la integral externa seran valores
constantes.

J' yax Los limites externos son constantes, pero los limites
internos NO son funcion del diferencial externo

Los limites internos son funcion del diferencial
externo, pero los limites externos NO son constantes




J- J- f (x’ Y )ay ox Los limites internos son funcién del diferencial

3 3o | externo y los limites externos son constantes

2 02 2
Ejemplo 6-3 CalcularJ.OJ. e dyox .

Solucion: Cuando intentamos resolver con el orden de integracion indicado, nos

_.2
damos cuenta que no podemos calcular directamente: J.e 7 ay . Por lo

que debemos cambiar el orden de integracion, para determinar si se
puede resolver la integral. Graficamos la region de integracion:

2

10

Figura 6-8

20




Al cambiar el orden de integracion tenemos:

[Fe aane[] e a0
= joz [xe’y2 ]jay
o

=[]

-4
e

1
2
6.4 CAMBIO DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL DOBLE.

Para funciones de variable real la integral:

jj(x)ax

Pueden ser expresadas en términos de una nueva variable ¢, por medio de la
funcion x = g(t ), siempre que g(l‘ ) sea una funcion uno a uno (inyectiva). Entonces
teniendo en cuenta que: dx = g'(¢)dr, a=g(c), b=g(d); la integral en funcion
de la variable ¢ es:

[ r)ae=] r(ee) g0
En forma similar para una funcién f :U C R> > R:

d(x,y)
[ ey = [ 0l 52

Si ®(u,v)=(x(,v), y(,v)) es una funcién uno a uno y R*> —> R?,
geométricamente P transforma la region de integracién D en otra region de
integracion 7.

dx,y)

Au,v)

absoluto del determinante de la matriz diferencial de P .
Se puede demostrar que el jacobiano es un numero regulador de la expansion o
compresion del area de la region de integracion D.

oudv

\J@nﬂ=

se llama jacobiano de la transformacion y es el valor

Cb(u,v): (x(u,v),y(u,v)) es una funcién R> — R”; que lo tinico que hace
es transformar la region de integracion original en otra region de de acuerdo al cambio
de variable escogido.



Ejemplo 6-4 Calcular la integral ”(x+ y) e ?0xdy, donde D es la region

Solucion:

D

acotadapor x+y =1, x+y=4,x—y=1lyx—y=-1.

Primero definimos las relaciones

x_u+v

u=x+ -
Sea{ y:> u2v
vV=Xx-—y _u-
YT

De acuerdo al cambio de variable transformamos la region de
integracion.

®(u,v) Ts

N\

D :x-y=
D:l% x+y=4

Dy:x—y=-1

D,:x+y=

T,
7'[ Tl
Ty
7 Figura 6-10
T :v=1
T,:u=4
T, :v=-1

T,:u=1



Definimos la funcion P :

Cb(u,v)Z(u +V’u_vj

2 2
Determinamos el jacobiano de la transformacion:
1 1
@ ,v)] = o, ) —abs® 2 |=l-il=1
A(u,v) 7 -1 20 2

Resolvemos la integral aplicando el cambio de variable:

[t peanan= guzev@au v

Cambio de variables usuales: Polares
La funcién @ que define el cambio de variable para coordenadas polares es:

®(r,0)=(rcosb,rsenB)=(x, )
Entonces el jacobiano de la transformacion es:
0 0
\J(F,HX = I(x.) = abs co8 >
a(r,0)

Por lo tanto el cambio de variable para una transformacién polar queda:

Hf(x,y)axay = ”f(r cos @, rsenO)r 0roé

=‘r00520+rsin29 =r
—rsend rcosf@



Ejemplo 6-5 Evaluar la integral de: J.J. 1n(x2 + y2 })xay, donde D es la region en

Solucion:

D
el 1% cuadrante, limitada entre los arcos de circunferencia:

X’ +y’=a’Ax*+y*=b’;a>h.

El cambio de coordenadas mas conveniente el polar.
De acuerdo al cambio de variable transformamos la regién de
integracion.

v

Figura 6-11 Figura 6-12

Como es un cambio de variable conocido reemplazamos directamente
en la integral:

Hln(xz +y° ))xay = Hln(rz )(r)ar80

D T

6.5 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DOBLE AL CALCULO DE AREAS
Y VOLUMENES.

Calculo del darea de figuras planas:



Dada una funcién z = f (x, y) =1. Al integrar esta funcion, sobre una region

D, obtendremos el volumen del cilindro de base D y altura 1. El volumen del cilindro
es igual al 4rea de su base (4rea de D) por su altura que es 1, entonces numéricamente
el valor es igual al 4rea de la region de integracion D.

J]/x.y)oxdy = [[axdy = 4[]
D D
Ejemplo 6-6 Encontrar el area de la region limitada por la pardbola y = x* y la
recta y=x+1.

Solucion: Graficamos la region de integracion:

rrrrrrrrrrrrrrr CIITTEEE- /% EE

Figura 6-13



De acuerdo al grafico se observa que el orden de integracion mas
conveniente es tomando diferenciales verticales. Para esto necesitamos
conocer los puntos de interseccion de las curvas:

x*=x+1
x>=x-1=0

S x5

X =—

Entonces resolvemos la integral:

%(1+*/g)x+l
A[D]=[[o4= [opox
D %(l—«/g) x?
1(1+5) 1(1+3)
= I[y]izﬂax = I(x+l—x2)8x
30-45) 30-45)
= [% x>+ x —%x3 igiﬁg
_3
6

Calculo de volumenes:

Como se demostrd anteriormente si la funcion z = f (x, y) es continua en

D < R? tal que z >0, entonces la integral ” f (x, y)axay, representa el volumen

D

debajo de la superficie f (x, y) sobre la region D.
Ejemplo 6-7 Encontrar el volumen de una esfera de radio R, limitado por los planos

coordenados, utilizando integrables dobles



Solucion: Graficamos la region de integracion:
T

z=-|R*—x" -y

Figura 6-14
Como la esfera es simétrica, s6lo tomaremos en cuenta s6lo el primer
octante, proyectamos el volumen al plano “xy”:

CI>(r,€) T

Figufa 6-15 . N
Figura 6-16



Como la region de integracion es circular entonces utilizaremos una
cambio de variable polar, como es un cambio de variable conocido
reemplazamos directamente en la integral:

V[Q]=8J-J.«/R2—x2—y28x8y=8”\/R2—rz(r)arBQ
8j|gj-rw/R2—r 060r =8 ( Ifr\/Rz—rz r
:475[—;(12242)”}

R

0

6.6 INTEGRALES TRIPLES.

Dada una funciéon f (x, y,z) en QC R3; donde Q es un paralelepipedo
rectangular definida por el producto cartesiano de 3 intervalos de R:

Q=la,blx[c,d]|x[e, ]/ xe [a,b] A ye[c,d]|rze e, 1].

Dividimos al intervalo [a,b], [¢,d] v [e, ] en “n” particiones. Queda ©

cL 2

dividida en “n” paralelepipedos y cada uno tiene un volumen (Ax Ay AZ) Definimos

el producto:
Al = f(x,y,z)AzAyAx
Si consideramos 7 como la suma de todos los A[ :

1:ZN:iiiﬁjk(xayaz)AxiijAzk

k=1 j=1 i=1
Cuando se toma un nimero de particiones “n

—hmZZnyk X, ),Z AxAy]Az

k=1 j=1 i=1

b
jf X, v, 2 )ox0y0z

cc 2

muy grande entonces tendremos:

N
“'—u\\
0 C—



Ejemplo 6-8 Resolver integral triple j” (x2 +2y+ Z)d Vv, donde
Q =[1,2]x[2,3]x[3.1]

Solucion: Resolvemos la integral:

j-j-j(xz +2y+z)azax8y =

213

[xzz +2yz+ z]az 0x dy

——

—— N Sy W0

3

.[ [x +2y+ jaxay
2

e 7 ’

=||=+2xp+—x|9
ﬂ?’+ xy+2x1y

3
I(7+2y+ jay
-3

=[7y+y2+7y}3

3 27 ],

:El+9+21_lﬂ_9_lﬂ
3 2 3 2
35
6

6.7 INTEGRALES TRIPLES EN REGIONES GENERALES.
Adoptaremos cuatro tipos de regiones elementales:

Tipo 1: Superficies variables arriba y abajo



De este tipo podemos encontrar en dos formas:

a) A
filey)<z< fi(x,p) :
Q:1(x,y.2)e R/ g(x)<y<g,(x)
a<x<bh
b g (x) f2(x,»)
Iﬂf(x,y,z)deI I Ifxy, )0z dy ox
Q aglx xy
b)
filey)<z< £(x,p)
Q:(x,y.z)e R*/ h(y)<x<h(y)
c<y<d
dhzyfzxy
I”fxy, av = .!.hjy)f;[f:xy’ azaxay Figura 6-17

Tipo 2: Superficies variables a los costados
De este tipo podemos encontrar en dos formas:

c)
filez)<y<f(x2)
Q:y(x,p,2)e R/ g(x)<z<g,(x)
a<x<b
bgzxfzxz
Iﬂfxy, dv = II Ifxy, )9y 9z ox
d) a g (x) £ (x.2)
Hx.z)<y< flx.2)
Q:(x,y.2)e R/ h(z)<x<h(z)
e<z<f
fhzzfzxz
.U;If(x’y’ z)dV = '!;f[;'[i;xy, )Byaxaz Figura 6-18

Tipo 3: Superficies variables delante y atras



De este tipo podemos encontrar en dos formas:
€) A
S 2)<x< f,(0,2) ’
Q: (xayaz)e R3/ gl(Z)Syng(Z)
e<z<f
fgz z) f(y.z)

I rGenzlar=] | [7tey.cayae
@ e g(2) fi(y.2)
f)

fi(r.2)<x< £, (y.2)
Q: (x,y,z)eR/ hl(y)SZShz(y)
c<y<d

d by () f2(y,2)

mf(x,y, dv = Ij I f(x,y,z)ox0zay

e h(y) £i(y2)

Figura 6-19

Tipo 4

Cuando la regién £ es tal que puede ser considerada como una region tipo 1,
tipo 2 o tipo 3 indistintamente. Es el inico caso que permite hacer cambio en el orden
de integracion y generalmente se refiere a solidos limitados por la interseccion de dos
superficies (solidos cerrados)

Ejemplo 6-9 Evaluar la integral triple de la funcién f (x, Y,z ) =2Xxyz en la region
limitada por el cilindro z =1—%x2 y los planos z=0, y=x y
y=0



Solucion: Graficamos la region de integracion:
Z

Figura 6-20
Definimos la integral tomando la regiéon de integracion como tipo 1:

V2 x 15 Jax s J2x 2\2
II I2xyzazayax = I [xyzzl H opax = J-J'xy(l_x] Jy dx
00 0 00 00 2

NG N2 T 23 22
=I L P axz_[x— -2 | ox
0 2 0 2 2

2
L 0

2 x3 x5 x7 x4 x6 x8 "
B [N S NI S S

o2 2 4 8 12 64

1 2 1 1
=4 —=—

2 3 4 12

Ahora definimos la integral tomando la region de integracion como tipo 2:



1
Il
1 z? 22 z*
=£(z—222+z3)ax={2—3 4:|0
121 1
i
T2 3 4 12
Ahora definimos la integral tomando la region de integracion como tipo 3:
215y 2(i=z) L i
.[ .[ J.2xyzaxazay .[ .[ [x vz, B ozdy
0 0
2=y
= j .[ yz(2l z)—y )E)Z
ﬁl—éyz
= j .[(2yz—2yzz —y3z)828y
0 0
B i 27 _y322 -
—! R &
2



6.8 CAMBIO DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL TRIPLE.

Al igual que par las integrales dobles, se puede usar un cambio de variable en las
integrales triples.

Para una funcién f :U C RS R:

j”f(x, y,2)oxdyoz = j”f(‘b(u, v, W)F(X’y’Z) Qudvow

A(u, v, w)

Si CID(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), Z(u, v, W)) es una funciéon uno a uno y

R’ >R’ , geométricamente P transforma la region de integracion D en otra region
de integracion T.
Ix,»,2)

—,—| : se llama jacobiano de la transformacion y es el valor
Aut, v, w)

absoluto del determinante de la matriz diferencial de P .

\J(u,v,w] =

Cambio de variables usual: Cilindricas
La funcién @ que define el cambio de variable para coordenadas polares es:

®(r,0,z)=(rcosb,rsenb,z)=(x,y,z)
Entonces el jacobiano de la transformacion es:
cos@ send 0

=abs—rsenf rcosf 0 =‘rcos2 @+rsin*@ =r

J(’,’e’Z]:a(xayaz)
0 0 1

a(r, 0,2)

Por lo tanto el cambio de variable usando coordenadas cilindricas queda:

I_”f(xa ¥,2)oxdyz = J.”f(l’ cos @, rsen 6, z)r 0ro 6oz

Ejemplo 6-10 Calcular la integral triple ”J azayax, donde W es la
w

zZ
JxT+y?

region de la esfera x> +y° +2z> =10, donde z > 2.



Solucion:

El cambio de coordenadas mas conveniente es el esférico.

De acuerdo al cambio de variable transformamos la region de
integracion.
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Figura 6-22
Figura 6-21

Como es un cambio de variable conocido reemplazamos directamente
en la integral:

jﬂﬁ@z@y@xzjﬂir@z@r@@

272:/67/10-12

J. _zazarae
0

2

lzerE 2
=EII(10—r2—4)ar80

00

a 7
;2_[ 67/—1;)3 06

0 0

=2%2fae
0

Cambio de variables usual: Esféricas

La funcién @ que define el cambio de variable para coordenadas polares es:



q)(p:05¢): (pCOSHsen¢,psenesen¢,pcos¢)= (xayaz)

Entonces el jacobiano de la transformacion es:
cosfsengp —psenfseng pcosfcosy
J(p,6,0)= g((;’?;)) =senfseng pcosfseng pPsenfcos@P
o cos¢@ 0 — psen ¢
= cos ¢)(—p2 sen” @sen@cos@— p° cos’ Bsen Pcos ¢))
— psen ¢(p cos’ @sen’ ¢+ psen” Osen’ ¢)
=—p’seng

Por lo tanto el cambio de variable usando coordenadas esféricas queda:

mf(x,y,z)axayaz =

j”f(p cos @sen @, psen Bsen @, pcos @)’ sen ¢ drd D¢

. . (x2+y2+22)3/2 o
Ejemplo 6-11 Evaluar la integral j”e dV , donde QO es la esfera unitaria
0

Solucion: El cambio de coordenadas mas conveniente es el esférico.

De acuerdo al cambio de variable transformamos la regién de
integracion.

Q

Yo

X' Y

y4 CI)(p,H,¢)

A

Figura 6-24
Figura 6-23

Ts



Como es un cambio de variable conocido reemplazamos directamente
en la integral:

[[[el= = "ay = j [[¢" p*sengapagan
o

ﬁzj P’ sengopdgol

1

271'71'0 P’
= jjl:e sen¢g | 0906
00

0

6.9 APLICACIONES DE LA INTEGRAL TRIPLE AL CALCULO DE
VOLUMENES.

Dada una funcién continua y positiva f (x, ¥, Z) sobre una region Q C R,
Al integrar esta funcion, sobre la region Q, obtendremos el hipervolumen debajo de la
grafica f (x, ¥, Z) sobre Q. Si la funciéon f (x, Y,z ) =1, entonces numéricamente el
valor de este hipervolumen sobre Q es igual al volumen de la region de integracion Q.

J.”f(x, ,2)0x0ydz = ”_[axayaz =v[Q]

Ejemplo 6-12 Calcular el volumen del tetracdro acotado por los planos coordenados y

el plano 3x+6y+4z-12=0



Solucion: Graficamos la region de integracion:

X

Figura 6-25
Definimos y resolvemos la integral:



2 x3—% %y

j_ 0z dy dx
0

ce—, L

VkﬂzﬂﬂaV:I

4 2-%x
=] [Eb ayax
0 0
42—%x
=[ [B=3x-3y)ayax
(U]
4 3 2—%)(
= 3y—xy—y2} ox
(=327
4 2
:I 3(2—1xj—3x(2—1xj—3(2—1xj ox
) 27) a7\ 27) 4l 2
4
21(3—3x+x2j8x
0 2 6
4
:[3x—3x2+1x3}
47 167 |

I
N

Ejemplo 6-13 Se hace un agujero de 1 cm de diametro a través de una esfera de 2 cm
de radio, simétrica a un diametro de la esfera. Encontrar el volumen del
solido resultante



Graficamos la region de integracion:

Solucion:

..ﬁm%-%m-?ih ..E_
LA N T
NS T R

L ALT TR

e .‘ ...\-..

Figura 6-26

Definimos las superficies que limitan la region:

Esfera: X +y° +2z> =4

5

2
Como es un cambio de variable conocido reemplazamos directamente

15
4
15
en la integral:

+z° =4

2

Debido a la naturaleza de la region resulta conveniente efectuar un
=t

cambio a variables cilindricas:

Esfera: r’
Entonces determinamos los limites constantes de la region:

Cilindro: x° + y2 :%

Cilindro:

1
4
Z
Z



Ejemplo 6-14 Hallar el volumen de un sé6lido limitado por la hoja superior del cono

z> =x>+y? yporlaesfera: x> +y° +z> =9



Solucion:

Graficamos la region de integracion:
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Figura 6-27
Debido a la naturaleza de la region resulta conveniente efectuar un
cambio a variables esféricas:

Esfera: p=3

T
Cono superior: ¢ = 2

L 3z
Cono inferior: ¢ =—

Como es un cambio de variable conocido reemplazamos directamente
en la integral:
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