CAPITULO 8

“Nuestras almas, cuyas facultades pueden
compuender la maravillosa arguitectura del
munde, y medin el cuwse de cada planeta
vagabunde, ain escalan twas el conccimiento

infinite”

Christopher Mardowe.
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8.1 PARAMETRIZACION DE UNA SUPERFICIE EN R’.

Al igual que una curva en R’ puede ser parametrizada por una funcién o,
definida en R y cuya imagen es la representacion de la curva en el espacio
tridimensional. Asi mismo una superficie en R’ puede ser expresada como la imagen de
una funcién @ definida en R?.

D(u,v) ,

A%
A
( U
u=u u
Fioura 8-1
Definicion:

Una superficie parametrizada es una funcion ® :U c R> — R’ de la forma
CID(M ) v) = (x(u ) v), y(u, v), z (u , v)) , tal que su imagen representa una superficie
“S” en R’. Donde x(u, v), y(u,v), Z(u, v) son sus componentes. La funcion © es

de tipo C' (diferenciable, hasta sus derivadas continuas) en su dominio U si cada
una de sus componentes son también de tipo C' en U.

Si se fija u en uy y v en vy se obtienen las rectas U =1, y V=7V, que en R’
representan las trayectorias ®(u,,v) y ®(u,V,) respectivamente, el punto (u,,V,)
se proyecta como P(u,,V,).

D, vy )= (xl, vy ), ylet, vy ). 2, ,)

Duy,v) = (xlutg, v), ¥y, v), 21, v)

En el punto (uo,vo) o en cualquier otro punto, se pueden trazar los vectores

tangentes a cada trayectoria:



ox dy dz
* \Ou’ ou’ u i
Vectores Tangentes Elementales

7 ox dy oz A
— =
"\ dv dv dv
T,y T, se llaman vectores tangentes elementales y pueden evaluarse en cualquier
punto de (ID(u,v),

Si hacemos el producto cruz entre los vectores tangentes elementales obtenemos:

ik

— x99

7-;4 XT:/ T |ou ou ou
o dz

v av av

El vector T, x T, se denomina vector producto elemental y representa un vector
normal a la superficie en cualquier punto de CI)(M, V).

Definicion:

Se dice que una superficie es suave cuando no tiene picos ni pliegues; esto se
reconoce matematicamente cuando el vector producto elemental es diferente de
cero; entonces el punto o los puntos donde el vector producto elementa es cero la
superficie es no suave.

Ejemplo 8-1 Dado el cono z° = x>+ y2 parametrizado en forma cilindrica:

®(r,0)=(rcos@,rsenf,r). Demostrar que ésta es una
parametrizacion no suave del cono en el origen.

Solucion: Los vectores tangentes elementales:
T = (cos 0,sen 0,1)
T, =(~rsen®,rcosh,0)

Entonces el vector producto elemental:



Ejemplo 8-2

Solucion:

i J k
I xT,=| cos@ sen@ 1

—rsend rcos@ O

=(~rcos@,~rsen@,rcos> @+ rsen’ 0)
= (— rcos@,—rsenb, r)
Si evaluamos en punto (0,0,0), es decir cuando 7 =0
T.xT, =(0,0,0)

.. La parametrizacion no es suave en el origen Y

Probar que la parametrizacion usual de cualquier funciéon escalar

. p2 , . 3 .
f:R” — R , cuya gréfica es una superficie en R’, es siempre

suave.

Parametrizamos la superficie de forma usual:

®(x,y)=(x,y, f(x,))

Los vectores tangentes elementales:

of
T, =[1,0,2-
' L’&j

of
T,=[01,~
()

Entonces el vector producto elemental:

i j ok 3% 3
gxgzl()%:-eﬂ—iJim@m
o ox  dy
01 35
.. La parametrizacion usual es siempre suave Y

8.2 AREA DE UNA SUPERFICIE EN R°.

Dada

una

superficie “S” en R’ parametrizada por

®:Dc R — R® delaforma ®(u,v)= (x(u,v), y(u,v), z(u,v)).

la

funcion



D(u,v) 7 (V)

v

>
u; U] u X

Fioura R-2

Por simplicidad asumimos que D es un rectangulo, entonces dividimos a D en

€99

n” celdas. Sea R; el ij-ésimo rectangulo en la particion con vértices: (ui,vj),
(ui+1’vj)’ (ui’vj-H) y (ui+19vj+1)’ O0<is<n-1,0<j<n-1.
Si se fija u en u; y v en v; se obtienen las rectas ¥ =u; y V=1V, que en R

representan las trayectorias:
o(v)=®®u,,v); o: [v_/,vj+1]—> R’

) 3
p(u)= q)(u7vj); p: [”taui+1]_> R
Para un segmento de curva muy pequefio su longitud es aproximadamente la
magnitud del vector velocidad por lo cual tendremos para cada trayectoria:

Al =o' (v) (v, = v)=[o" (v) Av

i+l

— ' — '
Alu _Hp (”M(um _”5)_Hp (MX‘A”
Tomando las expresiones anteriores en forma vectorial y considerando las
definiciones de los vectores tangentes elementales:

AL =o' (vj )Av =T, Av
ALu = p'(u[ )Au = T;”.Au

Sea AS el 4rea de la porcion de la superficie “S” que es la imagen de la region

Ry, si Au y Av son incrementos infinitesimales, entonces AS puede considerarse
como un paralelogramo; si recordamos que el area del paralelogramo generado por dos
vectores es la norma de su producto cruz, aplicando la anterior obtenemos:

AS =|AL, X AL,| =T, AuxT, Av| =|T,, xT, |AuAv




Si consideramos A[S ] como la suma del 4rea de todas las particiones AS

n—=1 n-1
AS]=YA5=>"%"
j=0 i=0
Cuando se toma un niimero de particiones “n” muy grande entonces tendremos:
n—=1 n-1
A|S|=lim Aulv
[s]=tim} >

j=0 i=0

Als]= [[Ir, xT oudv
D

AulAv

T,%T,

T,%T,

Definicion:

Dada una superficie parametrizada por la funcion ®:Dc R* > R’ de la

forma ®(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)), suave en D, tal que su imagen
representa una superficie “S” en R’. Entonces el area de “S” esta dada por la

integral:
dsl=]]

Ejemplo 8-3 Encontrar el area de la superficie de la esfera x*+ y2 +z°=R".

oudv

T,xT,

Solucion: Parametrizamos la superficie usando coordenadas esféricas:
0<u<2rz
®(u,v)=(Rcosusenv, Rsenusenv, Rcosv);
0sv<rm

Los vectores tangentes elementales:
Z{:(—Rsenusenv,RcosusalmO)

ﬂ):(RcosucosvyRsenucosv;ﬁRsenv)
Entonces el vector producto elemental:

i i k
T XT, =—Rsenusenv Rcosusenv 0

Rcosucosvy Rsenucosv —Rsenv

= (- R> cosusen? v,—R” senusen’ v,—R”senvcosv)
El area de la superficie de la esfera es:




oudv

Als]=[fir,xT,

= H\/R4 cos’usen’ v+ R*sen’usen’ v+ R* sen’ vcos® v dudv
D

=R2”senv ovou
D

2rm

=R’ “senv ovou
00

= RZT[— cosv]l du
0

= 2R22fau
0

AlS]= 4R v

8.3 DEFINICION Y CALCULO DE UNA INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA
UNA FUNCION ESCALAR.
En el capitulo anterior se estudiaron las integrales de trayectoria: se tenia una

funcién escalar continua f:UCR’ =R y G(t)Z (x(t),y(t),z(t)) la
parametrizacion de una trayectoria en R, O (l‘ ): [a,b]C R — R’ . Entonces la
integral de trayectoria de f'sobre o es:

[ ras=[(re0)o o

Asi mismo se encontrard una expresion que permita evaluar la integral de una
funcion escalar cuya region de integracion sera una superficie en R

Dada una funcion f(x, y,Z): UcC R’ — R diferenciable y acotada en U,
qD(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)) la parametrizacion suave de una superficie “S”
enk, ®:DCR*>UCR.

[T 1) [73% 1)

Dividimos a D en “n” celdas. Es decir que la superficie “S” dividida en “n
porciones. Si tomamos la ij-ésima porcion de superficie cuya area esta definida por

ASij . Definimos el producto:
AH, = flx;,3,.2, )AS

i



Al considerar la parametrizacion tendremos que los puntos de la superficie se
definen de la siguiente manera:

(x,-jayijazij): cb(ui’vj)
Para una porcion de superficie muy pequefia su area es aproximadamente:

AS; =T, XT, ;JAulAv

Si consideramos H como la suma de todos los AH

H :ZAH=HZ_I:HZ_1:]F(¢(”:"V/‘)}

j=0 i=0

| AuAv

]Zu'XT:u

Cuando se toma un niimero de particiones “n” muy grande entonces tendremos:
n—=1 n-1

H=lim> > f(@l,.v,)

=0 =0
oudv = I I fds
S

T, XT, |AuAv

T, xT,

u

n=[jir-o}

Definicion:

Sea f (x,y,Z ) una funcién escalar definida en U < R® — R, diferenciable y
acotada en U, CD(M,V) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) de una superficie “S” en R’,
®:Dc R* > U C R’. Se llama integral de superficie de fen S a la integral:

[[ £ ds=][(f @)1, xT, oudv

Ejemplo 8-4  Evaluar la  integral ” fds del  campo  escalar
s

f(x, y,Z) = |x*+ y2 +1; y S la superficie del helicoide
o(r,0)=(rcos8,rsenb,0); donde re [O,l] y B¢ [0,271'].
Solucion: Determinamos los vectores tangentes elementales:
T = (cos@,sen 6,0)
T,= (—rsen®,rcos@.1)

Entonces el vector producto elemental:



i J k
I xT,=| cos@ senf O

—rsenfd rcosf 1

(sen 8,—cos 8, rcos> O+ rsen® 8)

=(sen8,—cos 6, r)

Resolvemos la integral de acuerdo a la definicion:
v

2zl
”de = j Jr? cos® £+ sen’ t+1|(sent,—cost,r)oroe
0

N 0

2

g

27l

[ 10 +10r00 = [ [+ 1pro6
0 00

También se puede expresar la integral de linea de un campo escalar utilizando la

parametrizacion usual para la superficie de la siguiente forma:

o

N

Donde 8 es el angulo entre el vector normal N y el eje “z”.Esta forma se usa

cuando la superficie es plana, porque el término cos & es constante.
Demostracion:

Sea la superficie S parametrizada de forma 7z
usual:

®(x,y)=(x, v, f(x,y))

Entonces el vector normal sera:

Ja 9
Nznxgz-“i;lj

ox dy
El producto punto entre el vector normal N
y el vector :

Fioura 8-3



N ek =|N||k|cos®

o o
_— —71 [ ) 1 =
( 8 ay,j (0.0,1) = |N|cos6
leNHcose
1
M=

Reemplazando en la definicion de integral de superficie para campos escalares:

[[ras=|]fxyzx)

];xTyHBxBy =” S,

yaz(xay))axay
cosd

Ejemplo 8-5 Evaluar la integral de superficie J-J.x dS , donde S es el tridngulo de
s

vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).

Solucion:
VA

P

Determinamos el vector normal:

3(0,0,1)

Py(1,0,0)
X
Fioura 8-4
i j ok
N=V,xV,=-1 1 0/=(L1)

-1 0

1




N ek =Nk cos6
_Nek_ 1
V3

Resolvemos la integral:

”dez” al ayaxzﬁijayax
S D 00

cos@

:ﬁj [xp]; " ox =ﬁj‘ (x—xz)ax

8.4 DEFINICION Y CALCULO DE UNA INTEGRAL DE SUPERFICIE PARA
UNA FUNCION VECTORIAL.

Definicion:

Sea F(x, ¥, Z) = (E (x, ¥, Z), F, (x, ¥, Z), F, (x, v, Z)) una funcion vectorial
definidla en U cCR’—R’, diferenciable y acotada en U;
®(u,v) = (x(w,v), y(,v),z(u,v)) de wuna superficie “S” en R,

®:Dc R* >UCR’. Se llama integral de superficic de F en S a la
integral:

”FOdS=”(Focl>)0(Tu><Tv)auav

S

Ejemplo 8-6 Dado el campo vectorial F (x, ¥, Z) =xi+yj+zk; y S la
superficie ~de la  semiesfera  superior de radio 1
®(u,v)=(cosusenv,senusenv,cosv); donde ue [0,271'] y

Ve [0,%]. Evaluar la integral J.J-F S .
s

Solucion: Determinamos los vectores tangentes elementales:



T = (— senu senv,cosu sen v,O)

u

T = (cosu cosv,senu cosv,—sen v)
Entonces el vector producto elemental:

I J k
T, XT, =|—senusenv cosusenv 0

u

COSu Cosv S€nu CoSv —Sseny

= (— cosusen’ v,—senusen’ v,—senvcos v)
Resolvemos la integral de acuerdo a la definicion:

[[Fods=[](Fow)s(rxT v

(~ cosu® sen® v—sen® usen® v—sen vcos” v v du

I
o'——.:\;’
O Ol O Cm—y 0N

2r 2r
(—senv)ovou = j[cos v]i ou=- Iau
0 0

oy

j FedS=-2r

S

8.5 INTEGRALES DE SUPERFICIE ORIENTADAS.

Definicion:

Se consideran superficies orientadas aquellas que tienen dos caras bien definidas,
cuando no es posible, la superficie es no orientada.

Una superficie orientada tiene dos vectores normales, uno externo y otro interno
(uno que entra y otro que sale). Ambos vectores normales son opuestos, es decir, tienen

direcciones contrarias.
Como ejemplo vamos a tomar un plano que es una superficie orientada ya que

tiene dos caras bien definidas.



Dos parametrizaciones del planos serian:

6, v) = (xlu,v), (o, v), 2{ut,v))
6,(s.1)=(x(s,0), y(s,), 2(s.1))

De tal manera que el vector normal a la superficie,
de acuerdo a cada parametrizacion sera:

N=T,xT,

N=T,xT,

Se observa que:

N=-N,

Entonces al evaluar la integral de superficie de una
funcion vectorial F:U < R® = R’:

Figura 8-5 J;J-F e _J;jF "

Cambiar de orientacion significa cambiar el sentido del vector normal. Una
cierta parametrizacion puede provocar este efecto, entonces se debe tomar en cuenta
que cuando se cambia la orientacion de la superficie se estd cambiando su signo.

Una superfiice en el espacio puede ser abierta o cerrada. Si una superficie limita
un solido entonces se la denomina superficie cerrada; caso contrario, entonces se la
denomina superficie abierta.

Una superficie suave cerrada puede estar formada por la union de varias
superficies abiertas suaves, por ejemplo el cubo unitario estd formado por 6 superficies
abiertas suaves (planos):

z

X Fioura 8-6

La integral de superficie en superficies como éstas es la suma de las integrales
de superficie de cada una de las superficies individuales que la conforman.



Sea “S” el cubo unitario, entonces:
S=5us,uS,us,uUS,uUS
Entonces la integral de superficie de F en S es:

.[SJ-F‘dS=.£]J-F°dS+J;;[F0dS+.g-F0dS+J;;[F0dS+J;;[FodS+.gFodS

Ejemplo 8-7 Dado el campo vectorial F' (x, Y,z ) = (x, Y,z ); y S la superficie de la
semiesfera superior de radio 1. Calcular la integral de superficie

ijF-dS;

a.- Utilizando la parametrizacion esférica.
b.- Utilizando la parametrizacion usual.

Solucion: a.- CID(u, v) = (cos usenv,senusenv,cos v)
Entonces el vector producto elemental:

T xT, =(-cosusen® v,—senusen’ v,—senvcosv)
Resolvemos la integral:

ij-ds:ﬁ‘(Foqn-(z;xTv)avau

(~ cosu® sen® v—sen® usen® v —sen vcos” v v u

I
o'——.:\;’
O N O '—.N‘N

(—senv)ovou = J‘[cosv]0 du ——Iau

°‘—=S’

j FedS=-21
S

b ®(x,v)=x, 7, 1= =7 )

Entonces el vector producto elemental:

LA
Jl X - 2’\/l—xz—yz

Resolvemos la integral:

T><T




1—x2

[JFeds= I I 1= =)o

; \/lx—y \/lx—y

1 12 271

ST e
=£[—ﬁ]‘080:£ae

j FedS=21 v

1 |dyox

La parametrizacion esférica cambia la orientacion de la superficie y la usual no.

8.6 TEOREMA DE STOKES.

Sea F un campo vectorial de R’ = R*; continuo e integrable en S. Si S es una
superficie parametrizada por la funcion ®:D c R> — R’ definida de la forma
qD(u,v) = (x(u,v),y(u,v), Z(u,v)), donde D una regién plana tipo 3, donde “dS ”
es el contorno de S orientado positivamente, entonces:

j;FOBr=”rotF°aS
as

El teorema de Strokes relaciona un integral de superficie con una integral de
linea en el contorno de la superficie. Cumple la misma funcion que el teorema de Green
sobre una superficie en R°.

7z La orientacion positiva del contorno se
asume en el sentido que caminaria un
N observador de pie con direccion ala
normal exterior de la superficie de tal
forma que la superficie quede a su
izquierda

Figura 8-7
El teorema de Strokes permite evaluar una integral de superficie en funcion de
una integral de linea, o viceversa; una integral de linea como una de superficie,
dependiendo de lo que sea mas facil de resolver.



Ejemplo 8-8

Solucion:

Verificar el teorema de Stokes para la superficie del paraboloide
semiesfera unitaria superior utilizando la funcion vectorial

F(x,y,z)z (y,z,x).

Como podemos observar en la figura 8-8 el problema nos pide
resolver dos integrales una integral de linea cuya region de
integracion es la curva que limita la semiesfera y una integral de linea
cuya region de integracion es la superficie de la semiesfera.

Por tratarse de resolver una integral de linea es conveniente calcular
su rotor para determinar si el campo vectorial es un campo
conservativo

i
rotF =3 &5
y z

.
*

Figura 8-8
Parametrizamos la curva que limita la superficie:

9S : o(t)=(cost,sent,0); te [0,27]

Resolvemos la integral de linea acuerdo a la definicion:



2

2
jFOBr = j(sent,O, cost)e(—sent,cost,0)0f = .[—senz tot
as 0 0

2r 2r
_ _I(l—cos2tjat :_[19_ sen2t}
0 2 2 4

0
IFoarz—ﬂ' N4
ds

Ahora resolvemos aplicando el teorema de Stokes, para lo cual tenemos

que resolver un integral de superficie, entonces parametrizamos la
superficie:

q)(x,y)Z(x,y,l—xz—yz)

Entonces el vector producto elemental:

T.xT,=(2x,2y.1)
jF-arzﬂrotF-aS
aS N

= [[(=1-1,-1)%(2x,2y,1)ay dx = [[(~2x—2y—1)dyox

0
N

hl—lloﬂ—.~

(—2rcos@—2rsend—1)rordd

[
Sy =/F ==y

P 1
r3(cos6’+sen6’)—rz} 00

0

Wi WIiN

cos@—zsenﬁ—ljae
3 2

2

—_—

—4x7 +16x—16)80=[—2sen49+2c059—10}
3 3 27,
=—zY

S—
~
°
Q)
X
|

8.7 TEOREMA DE GAUSS.

Sea F un campo vectorial de R’ = R*; continuo e integrable en Q. Sea Q) es

una region tipo 4 en R’, “d€” es su contorno, una superficie orientada cerrada que
limita a Q, entonces:



ﬁFoé)S:” divF oV
a0 Q

El teorema de Gauss relaciona un integral triple con una integral de superficie en
el contorno de la region. Como los teoremas anteriores relaciona las integrales en un
todo y en su contorno.

Ejemplo 8-9 Verificar el teorema de Gauss para evaluar _”F *nas , donde S
s

es la superficie cerrada determinada por x+ y2 =4,z=0y

z = 2. Utilizando el campo vectorial F(x, y,z)= (4x,—2y2,22).

Solucion: Como podemos observar en la figura 8-9 el problema nos pide resolver
una integral de superficie en una superficie cerrada. Por lo que
podemos resolver el primera como una integral de superficie o aplicado
Gauss y resolviendo una integral triple.

Dado que el problema nos pide que lo resolvamos de ambas maneras,
primero resolvemos como una integral de superficie:

Figura 8-9
Para resolver la integral en toda superficie debemos dividirla en tres
porciones de superficie, parametrizar cada superficie y orientar sus
vectores normales al exterior, como se indica en la figuara 8-9.
Entonces la integral de superficie en la superfcie total S sera:



£J€F-as=£jFoaS+£jF-aS+gF-aS

Resolvemos para la superficie Sy, parametrizamos la superficie y
hallamos el vector producto cruz elemental:

S, : @(x,y)=(x,»,0;, x*+y°<4
T.xT, =(0,0,1)

El vector producto cruz elemental esta en direccion contraria del
normal exterior:

N, =—(0,0,1)
Calculamos la integral:

[[Fe0s = [[(4x.~2y.0)e(0.0.-1)xdy = 0

Ahora resolvemos para la superficie S;, parametrizamos la superficie y
hallamos el vector producto cruz elemental:

S, :<I>(49,z)= (2cos€,2sen49,z); 0<0<L27,0<2zL2
T,xT, =(2cos#,2sen 6,0)

El vector producto cruz elemental coincide con el normal exterior:
N, = (2cos8,2sen6,0)

Calculamos la integral:

”FOBS ”( (2cos8),-2(2send)’, z )0(20050,2sen0,0)86’82

l

(16cos> 8—16sen’ 8)00 0z

Il
O ey
o'——,g’

Il
—_
N

(14 cos26
[
[1
2
2
167]0z
0

=327

—sen@+cos’ Hsené?jaé’az

2

0+ —sen28+cosf—cos 0} 0z

0

Il
—_
=)

S R e L



Finalmente resolvemos para la superficie S,, parametrizamos la
superficie y hallamos el vector producto cruz elemental:

S, :®(x,y)=(x,y,2); x¥*+y*<4
T.xT, =(0,0,1)

El vector producto cruz elemental coincide con el normal exterior:
N, =(0,0,1)

Calculamos la integral:

[[ 705 = [[l4x.25%(2)*)o (0,0.)oxdy

=4 j j oxdy = 44D, ]=4(47)

=l6x

Por lo tanto la integral de superficie en la superfcie total S sera:
ffreos=[[Feas+|[Feas+[[Feas
S So ) S,

=0+32x+167
ﬁF-aS=487z v
S

Ahora resolvemos aplicando el teorema de Gauss, para lo cual tenemos

que calcular el divergente del campo vectorial y resolver una integral
triple:



ﬁF08S=” divFaV=m(4—4y+2z)aV

2
J(4 —4rsen @+ 2z)r0z0r0 0
0

l4rz —4r2zsen 6+ 22 [ 9ra0

(127 — 8% sen 8)0ra 8

e e T it

2
61 —2}’3 sen 6’} 00

0
I8
8J.3——sen6?86?
AGE

2r

= 8{39 — icos 9}

0

ﬁFoaS=48zv
S

8.8 APLICACIONES.



