CAPITULO 7

“Nuestras almas, cuyas facultades pueden
compuender la maravillosa arguitectura del
munde, y mediv el curse de cada planeta
vagabunde, ain escalan twas el conccimiento
inlinite”

Christopher Mardowe.

INTEGRALES DE LINEA Y TEOREMA DE
GREEN

7.1. Definicion, calculo y aplicaciones de la integral de trayectoria.

7.2. Definicién y céalculo de la integral de linea, como una integral
vectorial.

7.3. Orientacion en una integral de linea.

7.4. Aplicacion de la integral de linea al calculo de trabajo.

7.5. Integrales de linea en campos conservativos.

7.6. Teorema de Green, aplicaciones

7.7. Formas vectoriales del teorema de Green.



7.1 DEFINICION, CALCULO Y APLICACIONES DE LA INTEGRAL DE
TRAYECTORIA.

Dada una funcién f (x, V,z ) :U c R’ — R diferenciable y acotada en & (l‘ ) ,
o (t ) = (x(t ), y(t ), Z(l‘ )) la parametrizacion de wuna trayectoria en R’
olt):[a,b]c R - R®.
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Dividimos a la trayectoria en “n” particiones. Queda la curva dividida en “n”
segmentos de curva y cada uno tiene una longitud de curva As,. Definimos el
producto:

AS, :f(xiayiazi)ASi

Al considerar la parametrizacion tendremos que los puntos de la curva se
definen de la siguiente manera:

(xi’yi’zi)zo-(ti)
Para un segmento de curva muy pequefio su longitud es aproximadamente la
magnitud del vector velocidad por lo cual tendremos:

As, =|o'(t,) A,
Si consideramos S como la suma de todos los AS o

szzmhiquﬂl Zf L))o () A,
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Cuando se toma un niimero de partlclones

Sﬁgi(mmgjm

S= if °0)|o (¢ \az—jfds

muy grande entonces tendremos:




Definicion:

Sea f (x,y,Z ) una funcién escalar definida en U < R® — R, diferenciable y
acotada en U, O (l‘ ) = (x(t ),y(t ),Z (t )) la parametrizacion de una trayectoria en

R, o (l‘ ): [a,b] C R — R’ . Se llama integral de trayectoria de f sobre ¢ ala
integral:

[ ras=[(re0)o o

Observaciones:

e Laintegral de trayectoria es una version escalar de la integral de linea que es
la version vectorial.

e Cuando se habla de la integral de trayectoria no es necesario asociar una
orientacion a G.

e Laintegral de trayectoria se puede evaluar como una integral definida

Ejemplo 7-1 Evaluar la integral del campo escalar f(x, y,Z) =x>+ y2 + Zz;
sobre la trayectoria de una hélice O (l‘ ) = (COS t,sent,t ) de

[0,27].
Solucion: Resolvemos la integral de acuerdo a la definicion:
2
.[fas = .[(cosz t+sen’ t+t2)‘(— sent,cost,1) ot
o 0

= [(1+¢* )} cos? t+sen ¢ +10¢



jfas=«5(27£+§7r3j N4

Aplicaciones de la integral de trayectoria
lera. Aplicacion:

Dada una funcién f (x, Y,z ) =1. Al integrar esta funcion, sobre una region o,

obtendremos la suma de las longitudes de los segmentos de curva. Es decir tendremos
la longitud total de la curva o.

[ ras=Jas= Ta'(zjat = L[o]

Ejemplo 7-2 Calcule la longitud de curva  de una  hélice
o(t)=(acost,asent,bt), donde t € [0,271'].

Solucion: Resolvemos la integral de acuerdo a la definicion:
Llo]= J- ds
o
2z

= .[H(— asent,acost,b) ot
0

2r
= J'Jazsenzt+azcos2t+b2 ot
0

27
=-/a’>+b* jat
0
Llo)=27a* +b* v

2da. Aplicacion:
Sirve para encontrar el valor promedio del campo escalar f a través de la curva

[ ras

7 I[o]

3ra. Aplicacion:



Dada una funcién f(x, y):U < R*> — R, continua e integrable en D C R?
tal que f(x,y)>0, V(x,y)e D; o(t)=(x(¢), (¢)) 1a parametrizacién de una
trayectoria en R°, o(t):[a,b]c R — D c R®. Entonces la integral Jf ds

o
representa el area de la valla levantada desde la curva plana o, hasta la funcion f.

, z
Area de la valla = j f s A

o ftx,v)

>y

\\/
- ()
* Fioura 7-2
Ejemplo 7-3 Encontrar el area de la valla sobre la recta x4+ y =1 y limitada por

el paraboloide f (x, y) =x’+ y2 en el primer cuadrante del plano

99

Xy

Solucion: Como podemos observar en la figura 7-3 el problema nos pide
determinar el area de la valla que se levanta desde la recta en el plano
“xy” hasta el paraboloide

T

Figura 7-3



Primero parametrizamos la curva plana y determinamos su vector
velocidad:

olt)=(s,1-1)
o'(t)=(1.-1)

Resolvemos la integral de acuerdo a la definicion

AlValla]= J-fas

(P + (=) 20
=ﬁj-(2t2—2t+1)8t
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7.2 DEFINICION Y CALCULO DE LA INTEGRAL DE LINEA, COMO UNA
INTEGRAL VECTORIAL.

Definicion:

Sea F(x, ¥, Z) = (E (x, V, Z), F, (x, ¥, Z), F, (x, V, Z)) una funcion vectorial
definidla en U cCR’—R’, diferenciable y acotada en U;
(o3 (t ) = (x(t ), y(t ), z (t )) la parametrizacion de una trayectoria en R’

olr): [a,b] C R — R’ . Se llama integral de linea de F sobre ¢ a la integral:
b

[Feds=[(Foc)s(o()or

a

Existe otra forma mas usual de expresar la integral de linea si tenemos en cuenta
que el vector diferencial de curva se puede expresar de la siguiente manera:

ds = (dx, 9y, 0z)

Entonces al resolver el producto punto obtendremos otra expresion equivalente:



[F 005 = [(F(x. .20 Fy (5,9 2) F (3, 7, 2))o (0x.90,02)

JF.BS =JE(x,y,z)ax+IF2(x,y,z)8y+IF3(x,y,z)az

Ejemplo 7-4 Evaluar la  integral de linea del campo  vectorial
F (x, Y,z ) =xi+yj+zk sobre la trayectoria de una hélice
o(t)=(sent,cost,t) de [0,27[]

Solucion: Resolvemos la integral de acuerdo a la definicion
2z

IF ®ds = I(sen t,cost,t)® (cost,—sent,1)ot
o 0

2z
= I(sentcost —sentcost+1)ot
0

2 2 2r 2
_ Itatz t :47[
) 2 2

jF-aszzrﬂv

7.3 ORIENTACION EN UNA INTEGRAL DE LiNEA.
Una curva en el espacio puede ser abierta o cerrada. Sea O (t) la
parametrizacién de una curva y O (a), o (b); si O (a)= (o3 (b) entonces se la

denomina curva cerrada 'y si O (a) *0 (b) entonces se la denomina curva abierta.

Ademas de abierta o cerrada, una trayectoria en el espacio puede ser simple o no
simple. Una curva simple es una curva que no se cruza a si misma y una curva no
simple es aquella que se cruza a si misma.
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Cuando la curva es abierta, vamos a asumir orientacion positiva hacia arriba y
hacia la derecha; hacia abajo y hacia la izquierda sera orientacion negativa.
Cuando la curva es cerrada vamos a asumir orientacion positiva cuando es en

sentido contrario a la rotacion de las manecillas del reloj; cuando es a favor se tratara
de orientacion negativa
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Una trayectoria puede ser puede ser reparametrizada de tal manera que pueden
conservar su orientacion original o cambiar la orientacion original.

Ejemplo 7-5 Dado el campo vectorial F' (x, Y, Z) = (x, Y,z ) Calcule la integral de
linea en el segmento de la recta que une a los puntos (0,1,0) y

(1,2,2), parametrizandola positivamente y luego reparametrizandola
de tal manera que cambie su orientacion.

Solucion: Una parametrizacion positiva del segmento de recta es:
ol(t)=(s,7+1,2¢); donde 0<7 <1

Evaluando la integral con dicha parametrizacion:
1 1

[Feas=[(r+120)0(11.2)ar = [ (6r+1)ar =37 +4];

IF085=4 4

Ahora reparametrizdndola de tal manera que cambie su orientacion:
p(t)= (l—t,2—t,2—2t); donde 0<¢ <1

Evaluando la integral con dicha parametrizacion:
1 1

jF-as = J'(l—t,z—t,2—2t)o (-1,-1,-2)0¢ = J'(6t—7)at =32 -7)

0 0

jFoas=—4v
P



Teorema 7-1

Sea F:U c R® — R’ seccionalmente continua, 6 la parametrizacion de una
curva suave, simple y orientada, y sea p la reparametrizacion de la curva, entonces:

IF ®ds = IF ®ds si p no cambia de orientacion de la curva
c p

IF ®ds = —IF e ds si p cambia de orientacion de la curva
o p

Teorema 7-2

3 3 . . . .y
Sea F:U c R — R’ seccionalmente continua, ¢ la parametrizacion de una
curva suave, no simple y orientada, y sea p la reparametrizacion de la curva,
entonces:
.[ fds= J- fds seaque pcambie o no cambie la orientacion de la curva
c p

7.4 APLICACION DE LA INTEGRAL DE LINEA AL CALCULO DE
TRABAJO.

El trabajo en la fisica elemental se define como “trabajo es igual a fuerza por
distancia”, es decir que el trabajo que se efectiia sobre el cuerpo se da por: W = Fd ,
donde F es una fuerza constante que actia sobre el cuerpo y que es paralela al
desplazamiento y d es la magnitud del desplazamiento.

1‘ de la siguiente manera:
e W=Fd
0

N F Donde F, es la componente de la
d fuerza F paralela al desplazamiento:

F,=Fcos@

A
v

d expresado por:
Figura 7-6 W =Fdcos@

Asumiendo que F:U c R’ — R’ representa un campo de fuerza en R’ ;
o (t ) la parametrizacién de una trayectoria en R°, & (t ): [a, b] cCR-R.

Para la figura 7-6 el trabajo se define

Tenemos entonces el  trabajo



El trabajo realizado por F' en un punto
de la trayectoria es:

oW =F dscos@

Como F 'y Os son vectores podemos

o(a)

expresar la expresion anterior como un
producto punto:

OW =F e0s

Calculamos entonces el trabajo del
campo de fuerzas para transportar una
particula a lo largo de la curva o, es:

W:jF-as

Figura 7-7

Ejemplo 7-6 Dado el campo de fuerzas F(x, v, Z) = <2x + 2y,2x,322> )

Encontrar el trabajo que realizard F' al mover una particula a través de

los puntos: (0,0,0) — (1,2,0) — (1,2,5).

Solucion: El problema nos pide determinar el trabajo de un campo de fuerzas para
mover una particula a través de una curva, asi que se trata de una
integral de linea. Como podemos observar en la figura 7-8, la curva C
es seccionalmente continua asi que debemos dividirla en dos curvas:

Z
ry

(1,2,5)

A G,

C, \
_‘.’Y

(1,2.0)

Figura 7-8
Donde cada curva la parametrizamos:



x=t x=1

C:{y=2t C, :qy=2
Z:0 z=1
0<¢<l 0<tr<5

Resolvemos la integral de linea acuerdo a la definicion:

IFOBs: _[Foas+ jF’aS
c N "

5
F(£,2¢,0)#(1,2,0)0 + j F(1,2,¢)¢(0,0,1)0t
0

Ct— — ot——

5
10¢ at+j3t28t

0

=[se2 ] +[°]
=5+125
jFoas:130v
C

7.5 INTEGRALES DE LINEA EN CAMPOS CONSERVATIVOS.

En el capitulo 5 se estudiaron un tipo particular de campos vectoriales, los
campos vectoriales gradientes (también conocidos como campos vectoriales
conservativos).

Sea F(x, ¥, Z) = (Fi (x, ¥, Z), F, (x, v, Z), F, (x, ¥, Z)) un campo vectorial
gradiente definida en U C R’ —R’, diferenciable y acotada en U:
o (t) = (x(t ), y(t ), Z(t )) la  parametrizacion de wuna trayectoria en R’

o (t): [a, b] C R — R, entonces la integral de linea se puede definir como:
b
[Feas=[(Feoo)e (o)
o a

Como F (x,y,Z)Z(Fl,FZ,F;) es un campo vectorial gradiente, entonces

existe una funcion escalar f(x, v, Z) definidaen R’ — R, tal que:
F=Vf

_(o of o
(F“FZ’E)_(ax’ay’azJ



Entonces la integral de linea queda de la siguiente manera:
b

[Feds=[(v/o0)s(c" ()

of of of dx dy Oz
(0 (ol 2 ol o 5.2 %

()2 + Y (60) 2 + Y (o0 )"’Zjat

0)=-+—-(ole)

ox oy o oz ot
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[Feas = f(o(b))- f(o(a))
o
Ejemplo 7-7 Sea F(x,y,z)=(2xyz+sen x)i+x’zj+ x*yk , determinar:
a.- Si F es un campo gradiente y si lo es encontrar su funcion
potencial.

b.- J-F -dr donde C es el segmento de recta que une los puntos
c

(0,0,0) y (1,2,3).

c.- .[F ® Jr donde C es el segmento de recta que une los puntos
C

(0,0,0), (1,0,0), (1,2,0) y (1,2,3).
d.- .[F ®Jdrdonde C es la intersecciéon del plano y=xyla
C

esfera X+ +z> =1.

Solucion: a.- Para determinar si F’ es un campo gradiente calculamos su rotor:



i
9 9
ox dy

2xyz+senx x’z
rot F = (0,0,0)

F' es un campo gradiente porque su rotor es igual a cero

rotF = = (x2 —x*2xy—2x,2x2 — 2xz)

I¥los

Entonces determinamos la funcion potencial de F:

=2xyz+senx  f(x,y,z)= J.(2xyz+senx)&x =*yz—cosx+k(y, z)

Il

=
o

N

flxy,z)= J; X2y =x"yz+k(x,z)
flor2)= [ =z k)

X, y,z)=x’z—cosx+k ¥

i8]

= %l\l@a’%\@&i%\%’
3

b.- Como F es un campo gradiente podemos calcular la integral de
linea evaluando su funcidén potencial en el punto final, menos su
valor en el punto inicial:

j Fedr=£(1,2,3)- £(0,0,0)= 6—cos(1)-1

jFOE)rzS—cos(l) N4
C

c.- Calculamos la integral de igual manera que en el literal anterior:

j Fedr=£(1,2,3)- £(0,0,0)= 6—cos(1)-1

jFOE)rzS—cos(l) N4
C

d.- Como la curva es cerrada y el campo es conservativo la integral
de linea es cero:

i#;F'ar:O N4
C

7.6 TEOREMA DE GREEN, APLICACIONES
Sean P(x, )y O(x, y) funciones definidasen D < R* — R ; de tal forma

que F(x,y)=(P(x,y),0(x, y)). D una region plana tipo 3, “ 0D su contorno
orientado positivamente: entonces:



00 OoP
JP8x+Q8y -U.(x —yJaxay

Demostracmn.

jpax+Qay H(aQ—aPJa dy

jpax+any jjaQa y— ”—Bxay

P
Primero se demostrara que: IP ox = _“‘7 0x dy
oD b 9y

Para esto consideramos a D como una region tipo 1:

by D:{(”)e B )<y <o)

C; P2(x) Definimos la curva 0D como:
— /
T DY) =CrUC, UC, UC,
Gy D ) G Donde cada curva la parametrizamos:
X = =
/\/¢1() c’ :{x : C,’" :{x “
y=a) y=t

a 0 X C x=t C x=bh
Figura 7-9 > y=(p2(t) o y=t

Entonces la integral de linea queda:

jPax— IP8x+ jP8x+ jP8x+ jPax

2 3

as<x<bh }

= jP(z, o,(t))ot —IP(I, o, (1))ot

La integral doble queda:



P(x, ¢, (x)))ox

P(x, ¢,(x)))ox

Haciendo un cambio de variable de x = ¢, tenemos que:

[Pax- fp(t,%(t))at_fp(t,% 0 [ 2x2r

Ahora se demostrara que: IQ dy = ” 0 oxdy

Para esto consideramos a D como una region tipo 2:

A

y

ui(y) ux(y)

Entonces la integral de linea queda:

IQW IQ@+IQ®+IQ®+IQ®

| S
Cy D c,
NCE
X
Figura 7-10

l 2

(x)<x< m(?

D :<(x, R*/
{(xy)e c<y<d

Definimos la curva dD como:
oD =cruc, uc, ue,”

Donde cada curva la parametrizamos:

Cl+:{x=t C;:{x:t

y=c y=,(t)

C3_:{x:t C4_:{x:t
y=d y=ut)

] Pl 001 [ Pl 1)

La integral doble queda:



- [0l 5).y)-0in ) )y

Haciendo un cambio de variable de X = ), tenemos que:

iQay = IP(z,uz(t))at—IP(z, w1, (t))or = jD [ aafaxay

Ejemplo 7-8

Solucion:

Verificar el teorema de Green en la  integral

iﬁ 2()62 + y2 )ax + (x + y)2 dy, siendo C el contorno del triangulo
c
con vértices en los puntos (1,1), (2,2) v (1,3).

Como podemos observar en la figura 7-11 el problema nos pide
determinar la integral de linea a lo largo de una curva cerrada que
limita una region plana.

3

2 C3 Y

] ] 10
Figura 7-11
Donde cada curva la parametrizamos:



+ x:t _ x:t _ x:l
C C, : C
y=t y=4—t y=t

1<¢t<2 1<¢<£2 1<¢<3
Resolvemos la integral de linea acuerdo a la definicion:

IF‘aS— IF°8s+ _[Foas+ jF‘aS

oy G G
2 3

F(t,t) (100t = [ F(e,4=1)s (1L,-1)02 = [ F (1) (0,1)or

1 1

8120t — j(4t2 —16t+16)8t—_3[(t2 +2t+1)ot

1 1

8 [4r s ’
=|— | =| = =8 +16t| —| —+1*+t¢
3 1 3 1 3 1

_30 28 o4 16-20 g7
303 3

£F08s=—jv

Abhora resolvemos aplicando el teorema de Green:
2 4—x

jF.aS :”(2(x+y)—4y)ayax=j j(2x—2y)ay8x

[ny y]i ox = I(2x(4—2x)—(4—x)2+x2)8x

1

._J—,N »—-'—,I\)

= [(~4x® +16x - 16)8x—[—:x3+8x 16}
1

__28 o416
3

£F08s=—jv



El teorema de Green puede ser aplicado al calculo de areas de regiones planas.
Consideremos la region plana D en R’. Sea O'(t) = (x(t ), y(t )), O(t) : [a,b] CR—FR,
la parametrizacion de la frontera de D orientada positivamente. Sea el campo vectorial
F(x,y)=(P(x,y),0(x,y)), F(x,y): R* = R?, continua ¢ integrable en D.

Entonces el area de la region D esta definida por:
A[D]= j J. dy dx
D

Aplicando el teorema de Green al calcular la integral de linea de F sobre o:

IF‘&S‘ :IP8x+Qay:”(aag—g§jjBy8x

Entonces para el valor de la integral de linea sea numéricamente igual al valor
del area de la region D, el campo vectorial F debe cumplir la siguiente condicion:

90 _oP_,
ox dy
Por ejemplo tomando el campo F (x, y) = (— V.3 x) , al aplicar el teorema de
Green:
_[F ®Js = J.—%yax+%xay= J.J.(§+%)ayax = Jjayax = A[D]
o o D D

Ejemplo 7-9 Calcular el area encerrada por el hipocicloide x4+ y2/3 =a’".

Solucion: Como podemos observar en la figura 7-12 el problema nos pide
determinar el area de la region plana limitada por una curva cerrada.



B AR
Figura 7-12

La parametrizacion del hipocicloide orientado positivamente es:

o(8)= (a cos’ B,asen’ 6’}, 0<@<2r

Aplicando el teorema de Green para el calculo de areas tenemos:



AD]= [ [ayar= [~} yarc+} xay

= [~ asert 6(-3acos Bsenddd)+1 acos 83asert HeosHIb)

0
227

:362Z J‘(sen4 fcos O+cos Bsert 0)849
0

:332 Jirsen2 Bcos fsert+cod 0o

2 27, 2

_3d (sen26’j 29
2 0 2
221 _

3 (1 cos40jag
8 0 2

3 g_Scnd0 M
16 4 |

2
A[D]:3a 7Z'v

7.7 FORMAS VECTORIALES DEL TEOREMA DE GREEN.
Sea el campo vectorial F(x, y)=(P(x, y),0(x,y)), F(x,y): R* = R?,

continua e integrable en D. D una regién plana tipo 3, “dD ” su contorno orientado
positivamente entonces de acuerdo al teorema de Green:

a_[)F'BS =aJI;P8x+Q8y=g(%§—g§jaxay

Abhora si calculamos el rotor de F*

bR 00 oP
rotF=2 2 & =(0,0,ag —@}j
P OO0

Definimos el producto punto:

(rotF)-k=(o,o,%f —gypj-(o,o,l)%f —?;



Entonces el teorema de Green pude ser expresado de la siguiente manera:

IF ®0s = ”((rotF)Ok)axay



