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RESUMEN

La fermentacién es uno de los principales procesos dentro de la industria cervecera y es
necesario llevar un control sobre ciertas variables, para optimizar las variables involu-
cradas en el proceso. Esto se conoce como un problema de control éptimo. Para ello, es
necesario implementar un método de optimizacion a fin de obtener mejores resultados en
la fermentacion para la fabricacion de la cerveza. Se propone aproximar la soluciéon de
un problema de control 6ptimo para la temperatura, en el proceso de fermentacion de
cerveza de una industria ecuatoriana, mediante un método numérico apropiado. En este
trabajo se usé un modelo de fermentacion y se implemento el método del gradiente en
Python, para aproximar la solucién del problema. Los experimentos numéricos muestran
que se produjo un incremento en la produccién de etanol, que es la principal componen-
te de la cerveza y se mantuvo en un margen adecuado aquellos compuestos indeseados.
Finalmente, el trabajo propuesto puede servir a los productores de cerveza, como una
herramienta para optimizar los procesos industriales, sin necesidad de incurrir en gastos

innecesarios de operacion.

Palabras Clave: Fermentacion, Optimizacion, control éptimo, método del gradiente.



ABSTRACT

Fermentation is one of the main processes within the brewing industry and it is neces-
sary to control certain variables to optimize the process. This is known as an optimal
control problem. Thus, it is necessary to implement an optimization method to obtain bet-
ter results when brewing. We propose to approzximate the solution of an optimal control
problem for the temperature in the beer fermentation process of an Ecuadorian industry,
using an appropriate numerical method. For this work, a fermentation model is used and
the gradient method is implemented in Python to approximate the solution of the pro-
blem. Numerical experiments show the increment in the production of ethanol, which is
the main component of beer, and the off-flavors are kept within proper values. Finally, this
work can serve beer producers as a tool to optimize industrial processes without needing

to incur unnecessary operating costs.

Keywords: Fermentation, Optimization, optimal control, gradient method
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CAPITULO 1

1. Introduccion

En este trabajo se resuelve un problema de control éptimo aplicado a un modelo
matematico que simula el proceso de fermentacion. El problema de control éptimo, que
es un problema de optimizacién, se resuelve utilizando un método numérico apropiado.
En este capitulo, primero se plantea el problema que surge en el proceso fermentacion y
su importancia historica en el Ecuador. Se describe el modelo matematico que se propone
aproximar, la teoria de optimizaciéon dinamica y se presentan los métodos que se usaron

para la resolucion del problema.

2. Planteamiento del problema

En la actualidad, la industria cervecera del Ecuador constituye uno de los principales
mercados de consumo interno de bebidas dentro del pais. En esta industria uno de los
procesos involucrados en la produccion es el de fermentacion de la cerveza. Por lo que
gran parte de los productores dedican esfuerzos en su control y manejo para ofrecer un
producto bajo un estandar de calidad que sea beneficioso para los consumidores.

El proceso de fermentacién de la cerveza posee caracteristicas dinamicas, por lo que
mantener un control sobre las variables involucradas se vuelve una necesidad para los
productores. Como expone Navarrete (2007), dentro del Ecuador existen dos puntos de
vista respecto a los productores de cerveza del pais. Por un lado, los productores indus-
triales producen lotes de cerveza en enormes cantidades; por lo que la pérdida de un lote
debido a un manejo inapropiado del proceso involucra numerosas pérdidas econdémicas.
Por otro lado, para los productores artesanales su mayor reto es mantener una produccion
consistente entre el sabor y la cantidad entre lotes de produccion, por lo que estandarizar
el proceso de fermentacion es un aspecto importante para ellos.

A raiz de estas dificultades se genera la necesidad de establecer métodos numéricos que
permitan establecer un control optimo sobre estos proceso. De ahi que, surgen modelos
de control éptimo, como el presentado por de Andrés-Toro, Girén-Sierra, Lopez-Orozco,

Fernandez-Conde,Peinado y Garcia-Ochoa (1998), los cuales buscan optimizar el proce-



so, manipulando ciertas variables y detectar fallas o desviaciones dentro del mismo. No
obstante, este tipo de modelos involucra a menudo dindmicas no lineales que son compli-
cadas de manejar de forma analitica. Por esta razon, se han propuestos miltiples métodos
numéricos para la aproximacién de la solucién de estos modelos. En Banga, Balsa-Canto,
Moles y Alonso (2005), se realiza un estudio de la robustez y eficiencia de algunos métodos
propuestos, analizando sus ventajas y desventajas a la hora de resolver un problema.
En este proyecto, se pretende solucionar un problema de optimizaciéon dindmica que
surge del control 6ptimo de la temperatura en el proceso de fermentacién de la cerveza,
mediante un método numérico apropiado. A través del control 6ptimo, es posible obtener
procesos estandarizados y reducir la posibilidad de perder produccién por fallas de control

de calidad.

3. Justificacion del problema

Histéricamente, la cerveza dentro del Ecuador forma parte importante de los aspectos
socioculturales de la region, al ser este uno de los principales productos de consumo,
tanto en reuniones sociales como fiestas tradicionales (Navarrete Décimavilla, 2016). El
proceso de elaboracién de la cerveza involucra multiples procesos. Sin embargo, uno
de los principales procesos que determinan la calidad y sabor es la fermentaciéon de las
levaduras. Dicho proceso puede ser acelerado manipulando la temperatura del bioproceso.
No obstante, esto involucra el riesgo de contaminar la bebida con productos indeseados
como el diacetilo o el acetato de etilo (Carrillo-Ureta, Roberts y Becerra, 2003).

Los resultados de este trabajo consistiran en proponer una herramienta que permita
optimizar la temperatura en el proceso de fermentacion de cerveza, teniendo en cuenta
la concentracién de productos deseados y no deseados, mediante un problema de control

o6ptimo, restringido a un modelo matematico de la dinamica del proceso.

4. Objetivos

4.1. Objetivo general

Aproximar la solucién de un problema de control 6ptimo para la temperatura en el

proceso de fermentacién de cerveza de una industria ecuatoriana mediante un método



numérico apropiado.

4.2. Objetivos especificos

1. Establecer el modelo matemaético de control 6ptimo de la temperatura en el proceso

de fermentacion de cerveza mediante una revision del estado del arte.

2. Implementar un método numérico robusto para resolver el problema de control
optimo de la temperatura en el proceso de fermentacion de cerveza mediante un

c6digo en Python.

3. Evaluar la solucion aproximada del problema de control éptimo de la temperatura
mediante la simulacion del proceso de fermentacién de cerveza de una industria

ecuatoriana.

5. Marco teorico

En la fermentacion se usan microorganismos, como la levadura, para transformar
materia organica como extractos de frutas o cereales. La levadura es un conjunto diverso
de hongos que se reproducen mediante la maduracién. La manera tradicional de fermentar
la cerveza es anadir levadura y esperar un cierto intervalo de tiempo, dejando que consuma
sustrato (azicares) y produzca etanol. Sin embargo, la fermentacién puede acelerarse
con un aumento de temperatura, lo cual puede incurrir en riesgos de contaminaciéon
por bacterias y la aparicion de subproductos indeseables tales como diacetilo o acetato
de etilo. El sabor de la cerveza depende significativamente de la cepa de levadura y la
temperatura a la que se fermenta. Por lo que, el control de temperatura es esencial para
la produccién de cerveza (Carrillo-Ureta,Roberts, y Becera, 2003).

La produccion industrial convencional de cerveza se basa en una fermentacién discon-
tinua en un sistema cerrado (llamado también fermentacién batch). Se aplica un nivel
de temperatura a lo largo del tiempo de fermentacion para obtener el etanol requerido
con las propiedades deseadas. Se ha determinado experimentalmente que todo el proce-
so de fermentaciéon de biomasa se puede dividir en dos fases consecutivas: una fase de
latencia y una fase de fermentacién y crecimiento. En la fase de latencia, las células muer-

tas se van asentando en el fondo y las demas células latentes se van activando. Cuando



aproximadamente el 80 % de las células latentes se han transformado en células activas,
se da la fase de fermentacién y crecimiento (Andrés-Toro, Girén-Sierra, Lopez-Orozco,
Fernandez-Conde,Peinado y Garcia-Ochoa, 1998).

La mayoria de los procesos de la vida real no pueden ser representados exactamente
por un modelo determinista debido a su naturaleza dinamica, la falta de informacién y
otras incertidumbres asociadas con los datos disponibles del proceso en estudio. En la
préactica, los sistemas suelen ser no lineales y, por lo tanto, pueden presentar formas de
comportamiento que no se desprenden del estudio de las versiones linealizadas del modelo.
Por este motivo, no se espera que el modelo sea una reconstruccién exacta del proceso,
mas bien estd destinado a que al ingresar ciertos datos empiricos de condiciones iniciales,
el resultado sea el esperado (Carrillo-Ureta et al., 2003).

Se han desarrollado diferentes modelos para la fermentacion de cerveza. El modelo
matematico elegido en este trabajo, como parte de la simulacion y optimizacion es el mo-
delo cinético propuesto por Andrés-Toro, Girén-Sierra, Lopez-Orozco, Fernandez-Conde,
Peinado y Garcia-Ochoa(1998), debido a que se han logrado buenos resultado con muchos

estudios experimentales a escala de laboratorio

5.1. Historia de la cerveza en Ecuador

La cerveza se la puede catalogar como una bebida de antano, lo que dificulta concretar
la fecha de origen de esta bebida. Algunas personas la vinculan con el pan, alimento
principal de las antiguas civilizaciones mesopotamica (SECA, 2016).

Por lo contrario, el norte de Europa se destaca por ser una region histéricamente
relacionada con la cerveza, debido a la abundancia de lipulo y cebada que son elementos
esenciales para el proceso de fermentacion y fabricacion de la cerveza. La investigacion
realizada por la Sociedad Ecuatoriana de Cerveceros Artesanales (2016) concluyé que la

cerveza se la cataloga como la bebida mas antigua de la historia:
1. Se considera que surgié en Mesopotamia y Sumeria en el ano 10.000 a.C..

2. Se descubrié en 1981 una tablilla hecha de piedra donde se describe un tipo de

cerveza elaborada en Babilonia en el ano 6.000 a.C.

3. En civilizaciones precolombinas se elaboraba esta bebida a partir del uso de trigo

y tubérculos, también en la antigua Britania, dicha bebida era elaborada de malta

4



de trigo hasta que el imperio romano incorporo la cebada.

Esta ultima se convirtié en la materia prima principal en la fabricaciéon de la cerveza,
ademds, se tiene conocimiento que el cultivo de este cereal se data desde 3.000 a.C. Segun
la Sociedad Ecuatoriana de Cerveceros Artesanales(2016), como la cebada se cultiva mejor
en climas frios en comparaciéon con la uva, los paises nérdicos priorizaron la produccion
de cerveza frente al vino, para de esta forma, ser los principales productores.

En 1566, Fray Jodoco Rique, fundé la primera cerveceria en el Ecuador, denominada
“San Francisco” en el convento del mismo nombre ubicado en la ciudad de Quito, mar-
cando un precedente en la regién. El Padre Verdesoto, director del Museo Francisco Fray
Pedro Social, sostiene “El religioso llegé desde Flandes, actual Bélgica, y brindé en este
lugar su amor y su pasién”, al visitar las viejas instalaciones de la Iglesia. Posteriormente,
se cred una pequena industria dado que el sacerdocio estaba formado por una mayoria
de espanoles que consumian vino, mientras él era oriundo de una region que resaltaba la
cerveza.

En 1887, se fundé en manos de ecuatorianos la Cerveceria Nacional, pero en 1889
se instala en Colombia una empresa cervecera que se convierte en duena de la ecua-
toriana durante 1921 y 1922, denominada Bavaria (Chapi Acosta, 2017). De acuerdo
con Avilés(2016) a finales de 1921 se conforma la Compafia de Cerveza Nacional, y al
transcurso de los siguientes dos anos se hace con la totalidad de las acciones de Ecuador
Breweries Company. En los siguiente anos, hubo un crecimiento sostenible de la Com-
pania de Cervezas Nacionales, acompanado de unas fuertes inversiones, una ampliacion

de las instalaciones y nueva maquinaria.

5.2. Ingredientes de la cerveza

Para el proceso de preparacion de la cerveza se emplean diferentes tipos de ingredien-
tes. Entre los cuales se destaca: agua; la cebada malteada, como una fuente de almidon
que a través del proceso de fermentacion se convierte en alcohol; la levadura de cerve-
za, utilizada para la fermentacion; y el lupulo que cumple una funciéon de saborizante.
Ademas, se puede incorporar maiz, arroz o azicar como sustitutos de la cebada malteada,
ya que son fuentes secundarias de almidén de menor costo.

El 90 % de la cerveza estd compuesta por agua. Durante anos, el compuesto mineral

del agua contribuia en mayor proporcién en el factor de sabor de la cerveza. Por lo tanto,



era una caracteristica especifica de la zona de la tierra de donde provenia (Warnasooriya,
2011).

Actualmente, este ingrediente se puede modificar quimicamente para elaborar un estilo
de cerveza en concreto, a pesar de que las fuentes de agua con altos niveles de pureza
siguen siendo preferenciales. La cebada proviene de la familia de los cereales basicos y
es particularmente empleado en la elaboracién de cerveza. Existen tres tipos de cebada.
Cada uno se diferencia por el nimero de semillas que poseen en la parte superior del
tallo, ya que las semillas crecen a lo largo del tallo central y pueden surgir en dos, cuatro
y seis filas.

En Europa, la cebada de dos hileras es la preferencial para los consumidores, dado
que posee una malta de mejor calidad, y una relacién de almidon-cascara que es mayor en
comparacion a la cebada de cuatro o seis hileras. En EE.UU. se decantan por la cebada
de seis hileras, debido a que su proceso de cultivo es de menor costo y a que contiene
mayores niveles de concentracion de enzimas para transformar el almidén del grano en
azucar y otros productos fermentables (Warnasooriya, 2011).

Por otra parte, para utilizar la cebada en el proceso de elaboracién de la cerveza
antes debe maltearse, para lo cual se requiere llevar a cabo un proceso de conversion
natural. El primer paso es la germinacion de la cebada. En este proceso, se remoja la
cebada en agua por varios dias, para posteriormente escurrirla y mantenerla a unos 150
grados centigrados durante cinco dias. Como resultado, se obtendra el rompimiento de la
cascara y el brote de la cebada, denominando este punto como la malta verde. Como es
caracteristico en todas las semillas, la cebada posee nutrientes que permiten sostener la
semilla en el proceso de crecimiento, hasta que pueda elaborar sus propios nutrientes a
través de la fotosintesis.

En el proceso de germinacion, la planta expulsa enzimas que posteriormente se con-
vierten en azicares que alimentaran a la planta en su proceso de crecimiento. El punto
central del proceso de malteado se basa en interrumpir la germinacion de la cebada en
la fase donde las enzimas productoras de azicar se proliferan, mientras que la mayor
parte del componente de almidéon no se ha procesado. Eventualmente, dichas enzimas
elaboraran azucares que serviran para nutrir a la levadura con la finalidad de producir el
alcohol en la cerveza. Una vez liberadas las enzimas, se inicia el secado de la malta verde

a partir de un aumento gradual de la temperatura.



El proceso de secado sera fundamental para determinar la intensidad del sabor y color
de la malta, dado que estara supeditado al nivel de la temperatura. Como tultimo paso
se lleva a cabo la eliminacién de las pequenas raices que se desarrollan en la germinacion
y de esta manera la cebada malteada esta prepara para iniciar el proceso de elaboracion.
Una gran parte de las cervecerias adquieren cebadas que han pasado por el proceso de
malteado bajo una serie de especificaciones de sus demandantes (Rabin y Forget, 2014).

El Iipulo, terminolégicamente conocido como humulus lupulus, es una enredadera en
flor que se emplea como conservante y por sus aceites esenciales que incorporan el sabor,
aroma y un equilibrio de dulzura en la malta; son conocidos como lipulos amargos y lupulo
aromaticos, respectivamente. Por lo general, antes de su uso se seca y se extrae el sabor
amargo del lipulo durante el hervor. Los lipulos aromaticos se encargaran de aportar
el aroma mediante sus aceites esenciales. El perfil de sabor y aroma distintivo estara
determinado por la variedad de ldpulo. El lipulo se caracteriza por ser un ingrediente
nuevo en el proceso de produccion de la cerveza, ya que se ha utilizado con regularidad
durante los tltimos dos siglos.

Las levaduras se definen como hongos unicelulares y tienen un papel destacado en el
proceso de fabricacion de la cerveza. Gran parte de las levaduras que se utilizan en la
cerveza pertenecen al género Saccharomyces. La funcién principal de las levaduras son
transformar los aztcares del mosto en alcohol.El sabor que brinda la levadura se denomina
“sabor limpio”.

El sabor de la cerveza también se ve afectado por los tres subproductos metabdlicos
que genera la levadura que son: fenoles (sabor medicinal o sabor picante o similar al
clavo), ésteres (sabor afrutado) y diacetilos (sabor a caramelo o amaderado) (Boulton, y
Quain, 2008). La presencia de estos sabores se determinard por el tipo de cerveza que se

produzca.

5.3. Proceso de fermentacion

En la elaboracion de la cerveza ocurre un proceso de fermentacion, en el cual la
levadura transforma los aziicares provenientes del liquido de la cebada (mosto) en etanol
y dioxido de carbono. Adicionalmente, los fabricantes cerveceros utilizan compuestos
de sabor para maximizar éste en las cervezas y darle uno especifico. En el proceso de

fermentacion se pueden definir dos fases:



Fase de latencia: La primera fase y de mayor riesgo considerando que es cuando el
mosto puede contaminarse debido a las bacterias que pueden alterar su finalidad, por ello
lo mejor es hacer que esta fase sea lo mas corta posible y que no supere las 24 horas. Al
final de esta etapa se formara una espuma que protegera al mosto.

Fase de fermentacion: La segunda fase de fermentacion y crecimiento dura unos cuan-
tos dias, la levadura empieza a fermentar el mosto y comienza a expulsar el diéxido de
carbono. Se produce un acondicionamiento debido a que la levadura empieza a eliminar
las sustancias que pueden danar a la cerveza.

La fase de latencia es el periodo que ocurre entre el lanzamiento de levadura al mosto
y el inicio de la fermentacién. En su llegada al mosto, la levadura necesita cierto tiempo
para aclimatarse en su nuevo ambiente y pasar del proceso de adaptabilidad al de accion
metabdlica. Durante la etapa de latencia, la levadura activa sus mecanismos metabdlicos,
mediante el cual absorbe los azticares necesarios para la extraccién nutrientes. Esta etapa
puede durar de 3 a 15 horas, dependiendo de diversos factores fisiolgicos del mosto como
su tipo y densidad relativa, asi como de la temperatura del ambiente e incluso depende
de los factores que conciernen a la levadura como su salud o cepa. También, durante esta
etapa las células de la levadura se encargan de absorber todo el oxigeno disponible, el cual
es necesario para que la levadura realice su accién y produzca importantes factores como
los esteroles, que son necesarios en la porosidad de la capa protectora de la levadura.

La temperatura a un nivel alto conlleva a una etapa de fermentacién mas corta. Sin
embargo, los productores cerveceros usualmente trabajan en temperaturas bajas, debido
a que las temperaturas altas desarrollan sustancias como el alfa acetolactato, que es un
iniciador de diacetilo el cual es peligroso al ser inhalado (Rabin, y Forget, 2014). La
concentracion incial de las levaduras puede influir en la duracion y efectividad de la
fase de latencia. Una mayor concentracion de las levaduras puede hacer que la fase de
latencia disminuya, pero ya que cada célula produce la misma cantidad de células nuevas,
el resultado al final de la fermentacion puede ser mayor ntimero de células viejas, lo que
puede llevar a sabores no tan agradables de la cerveza y poca viabilidad en el uso de la
levadura.

Es importante, ademads, que la etapa de latencia no se extienda demasiado, aunque
la mayoria de los mostos permanecen estables durante por lo menos 24 hora, es mejor

tener una fermentacion activa dentro de las 15 horas. Esto, debido a que el mosto fresco



es un ambiente recurrente para bacterias y levaduras silvestres, por lo que es sustancial
que empiece la fermentacion rapido con la levadura en la forma deseada, antes de que
otro organismo pueda hacer de ella su habitat.

La fase de fermentacién y crecimiendo dura de uno a cuatro dias. Ocurre de manera
exponencial porque la levadura comienza a consumir los azicares a medida que se sale de
la fase de latencia, siguiendo un patron determinado, primero usa glucosa, luego fructosa
y al final sacarosa. La concentracién de glucosa en el mosto es aproximadamente el 14 %
de los azicares totales. También, dentro de la fase de crecimiento exponencial se produce
diéxido de carbono (CO2), el cual crea una cubierta superficial de espuma mediante la
salida de aire. Durante esta fase el nimero de células aumenta estrepitosamente y se crea
etanol y otros compuestos aromatizantes.

Las divisiones de aire burbujean chispeantes durante esta etapa y el aroma que se
desprende en la mayoria de las fermentaciones de levadura neutra es de aceitunas. El
azucar central de la malta es la maltosa, de alli su nombre. Esta es una componente de
sabor importante dentro del proceso, ya que le da el sabor caracteristico a la cerveza
y constituye el 59 % de los azticares del mosto. Existen de genes de la levadura que se
activan en respuesta a la maltosa, lo que da paso a la fermentacién en la levadura de
cerveza.

Un azucar dificil de procesar para la levadura es la maltotriosa. No obstante, existen
ciertas levaduras que la procesan mejor que otras. Algunas levaduras en especifico no
procesan la maltotriosa, esto debido a que cuanto mas floculante la levadura, es decir,
cuanto mayor sea la combinacién de particulas sélidas, menos se llega a la fermentacién,
por lo que la capacidad de fermentar le da a cada cepa de levadura un rango caracteristico.
En el auge del proceso se dice que la cerveza estd en “kraeusen alto” y esto sucede
cuando la cabeza de espuma, en la parte superior de la fermentacién, se vuelve de color
amarillento marron. Los colores de la espuma se producen principalmente de componentes
apresurados de malta y los colores marrones en especifico se forman debido a resinas de
lipulo oxidadas.

Luego del crecimiento exponencial, comienza un crecimiento estacionario de tres a
diez dias. La levadura crece lentamente hasta que el proceso de crecimiento se detiene.
Se ha generado la mayoria de los compuestos de sabor y aroma, incluidos los alcoholes y

compuestos de azufre. En este punto, la cerveza se conoce como verde porque no tiene



el equilibrio 6ptimo de sabores. También, la fase donde la cerveza madura, se le conoce
como acondicionamiento (Lewis y Young, 2012).

La levadura reintegra el diacetilo que se generé durante la fermentacion y el sulfuro
de hidrégeno abandona la parte superior del fermentador en forma de gas, el kraeusen
cae y la levadura empieza a asentarse para flocular. Es esencial percatarse del grado de
atenuacion en esta parte (medir la densidad relativa) para comprobar que la levadura
ha llegado a la fermentacién. Algunas cepas de levadura empiezan a flocular antes de
cumplir todas las etapas y necesitan ser “despertadas” en solucion.

Las cervecerias profesionales mantienen el contenido del fermentador en frio partiendo
progresivamente de 35° a 40°, lo que ejerce presion sobre la levadura llevandola a flocular.
La mayoria de los cerveceros caseros no tienen las condiciones adecuadas para realizar
este proceso, por lo que deben esperar a que el fermentador se adecie, pero si la cerveza

se va a embotellar se puede permitir que el proceso se complete en las botellas.

6. Modelo matematico de fermentacion en la litera-
tura

El modelo matematico surge como una herramienta para entender el fenémeno o caso
de estudio, del proceso de fermentacién de la cerveza. Para este propdsito, en de Andrés-
Toro, Girén-Sierra, Lopez-Orozco, Fernandez-Conde,Peinado y Garcia-Ochoa(1998), se
propone un modelo cinético para la fabricacién de la cerveza. En este modelo se con-
sideran cinco componentes principales: biomasa, azucar, etanol, diacetilo y acetato de
etilo. de Andrés-Toro, Girén-Sierra, Lopez-Orozco, Fernandez-Conde,Peinado y Garcia-
Ochoa(1998) escogen este modelo con respecto a otros modelos publicados con anteriori-
dad, debido a que separa la biomasa en tres componentes: células en latencia, activas y
muertas; y ademas, se consideran las células activas como el tinico factor en el proceso

de fermentacién. La tabla 1 describe la nomenclatura usada para este modelo matemaético.

10



Parametro Description Unit

a Tasa de produccion de etanol h~!
155 Tasa de sedimentacion de levadura especifica g/1
Heas Tasa de coeficiente de acetato de etilo g/1
iag Tasa especifica de formacién latente h—!
Lhs Tasa de consumo de sustrato h~!
Iz Tasa de crecimiento de levadura especifica h1
acet Concentracion de acetato de etilo ppm
diac Concentracion de diacetilo ppm
e Concentracién de etanol g/1
f Factor inhibidor de fermentacién g/l
kae Tasa de aparicion de diacetilo
Kdam Tasa de reduccién de diacetilo
ko, Pardmetro de inhibicién del crecimiento de levadura  g/1
ks Parametro de inhibicién de azicar g/l
s Concentraciéon de aztcar g/1
So Concentracién inicial de azticar g/l
t Tiempo h
T Temperatura °C
Tactive Biomasa activa suspendida g/1
Tdead Biomasa muerta en suspension g/l
Tlag Biomasa latente en suspension g/1

Tabla 6.1: Nomenclatura usada en el modelo de de Andrés-Toro, Girén-Sierra, Lopez-

Orozco, Fernandez-Conde,Peinado y Garcia-Ochoa (1998)

A continuacién, la enunciacion del modelo correspondiente a las fases de latencia y
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fermentacién es:

dl’lag " "
= —Hlag " Lla
dt g g
dxactive . k’
dt = Wz * Tactive — Km * Lactive + Hlag * Tlag »
dxdead —
= Rm * Lactive — UD * Tdead »
dt
ds
—, = —Hs * Tactive
dt ’
de

7 = HMa ] Tactive -
dt :LL f t

Para describir la evolucién de los subproductos que tienen un impacto importante (el
acetato de etilo contribuye con un olor y sabor afrutado, y el diacetilo hace que la cerveza

sea pesada y dulce aromatizado), se establecen las siguientes ecuaciones:

d( acet )
T s s’ xac ive
dt Hea; M tive

d( diac )
dt

= Kge - S * Tactive — kam - diac - e.
Las ecuaciones paramétricas restantes se calculan como:

Ttotal = TLactive +xlag + Tdead »
- Ha0 - S
Mm_0.5-so+e’
_0.5'80‘#1)0
HD = 05-s0+e’
_MSO'S
A
_,uaO'S
ks + s

(&
=1- .
f 0.5'80

s

Ha

Dado que el proceso depende de la temperatura, el valor de todos los pardametros del mo-
delo se calcula mediante ecuaciones exponenciales del tipo Arrhenius (p =A- exp(%)),
donde A y B con constantes, R es la constante de gases y T es la temperatura.

Estas formulaciones, que fueron tomadas de Carrillo-Ureta (2003), dan un modelo bas-
tante bueno del proceso de fermentacion, en el sentido de que se ha probado ya experi-
mentalmente y se adectia bastante a la realidad. Este es uno de los muchos modelos que

describen la fermentacion de la cerveza que se pueden encontrar en articulos cientificos.
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7. Problema de control 6ptimo

Para optimizar un modelo como el descrito en la seccién 6, es necesario resolver el

siguiente problema de control 6ptimo

ril(gl J =& (x(ty)) +/0 F(u,t)dt, (7.1)

<8

sb. () = flx(t),u(t); Ve (0,t],
x(0) = xy,
u(t) e U(t); Vte|0,ty],
en donde F'(u,t) es una funcién que depende de las variables de control en el tiempo,
x es el vector de variables de estados; asi como xy es el vector de valores iniciales co-
rrespondientes a x(0); u es la variable de control; @ (x (t¢)) es una funcién que depende
de las variables de estado en el tiempo final y f(x,u) es una funcién vectorial con las

componentes que corresponden a las ecuaciones de la dinamica del proceso.

8. Principio del maximo de Pontryagin

El funcional dado en el problema de control éptimo (7.1) es de tipo Bolza.

El Hamiltoniano asociado a dicho funcional se construye como:

H(a(t), u(t), A1) = F(x(t), u(t),t) + At) - fa(t),u(t)),

en donde A(?) es un vector fila de R" denominado vector de variables adjuntas o vector de
coestados, y f es el vector lado derecho del sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(EDOQO'’s) correspondiente a la dindmica del sistema.

El siguiente teorema constituye el resultado fundamental que establece las condiciones
necesarias de optimalidad del problema de optimizacion.

Teorema (Principio del méximo de Pontryagin): Sea u*(t) la trayectoria éptima
de control, continua a trozos, y * la trayectoria de estado 6ptima asociada, definidas en
el intervalo [0, ¢;] . Entonces existe una funcién vectorial ¢ — \*(t) continua que posee
derivadas primeras continuas a trozos, tal que para cada ¢ € [0, ] verifica:

1. Paracadat=1,....,n

Dy — _OH




o de manera vectorial

X\ * * *
() = —VLH (@ (0,0 (). (1)

H (x*(t),u*(t), X\*(t)) > H (", u(t), \(t)); Vu(t) € Ut).

Esto equivale a calcular

min  H (x*(t),u(t), A(t)) .

u(t)EU(t)

Esto es una condicion de primer orden que implica encontrar u tal que

OH
ou w=0

3. :[ ara Cadél i — l, ...,77,
t (;Z T t ,/U/ t Y

o de manera vectorial

con x* (ty) = xo.

8.1. Aplicacion del modelo

Aplicando el principio del maximo de Pontryagin al problema de optimizacion se tiene
que:
- La verificacién de la primera condicién proporciona el siguientes sistema de EDO’s para
determinar el vector de co-estados:

dX*
dt

(t) = =N O Vof (@7 (1), u(t)); VEe[0,ty),

donde V., f (z*(t),u(t)) € R"*" es la matriz Jacobina de la funcién vectorial f.
- La verificacién de la segunda condicién proporciona u*(t) de manera impicita mediante

la siguiente ecuacion:

e = B0 [ @) a0

de donde también se deduce la condicion

[i{i <w*(t>,u*(t>>r S AX(t) < 0.
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- La verificacién de la tercera condicién consiste simplemente en verificar la dinamica del

sistema partiendo de la condicién inicial dada:

dx* . .
T = £ @ u0); Vi (0.1,
x*(0) = x.

9. Meétodo del gradiente de primer orden

Este método consiste en aproximar la trayectoria éptima de control u*(¢), aplicando

la correccion iterativa

Au(t) = —eHyx,

donde ¢ es una constante arbitraria proporcionada para regular la convergencia (estabi-
lidad) y H,~ viene dado por el lado izquierdo de la ecuacién (2.16). Para la seleccién de
la variable £ se tomo en consideracion los valores empleados en Carrillo-Ureta, Roberts,
y Becera (2003, September), por lo que se tomé como un rango apropiado valores entre
0 y 1, los cuales fueron ajustados tras realizar multiples ejecuciones del método para
determinar un valor final adecuado. Dado que H depende de las variables de co-estado,

u*(t) debe generarse mediante un proceso iterativo. El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 1: Método del gradiente de primer orden

Resultado: Una aproximacién numérica de u*(t)
Data: tyy ¢
Paso 0: Inicializacién: Setear el contador de iteraciones k = 1 y asumir un iterado inicial
[u*(t)], en el intervalo [0, ]
Paso 1: Calcular z*(¢) y J* a partir del Problema de valor inicial (PVI) y de la férmula
para el funcional dado, respectivamente.
Paso 2: Calcular el valor de co-estados resolviendo el problema de valor inicial hacia atras.
Paso 3: Calcular H,-.
Paso 4: Determinar la aproximacién numérica de u*(¢) mediante la formula iterativa
[w (®)]1 = [w ()] — eHur

Tomar k& = k + 1 y repetir desde el Paso 1 hasta que la convergencia se alcance.
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CAPITULO 2

1. Metodologia

En el presente capitulo se presenta la metodologia empleada para lograr cada uno de
los objetivos especificos planteados en este trabajo. En primer lugar se expone la forma
en como se analizé el problema matemético y los modelos en la optimizacién dinamica.
Posteriormente se presenta el estudio del modelo idéneo para la fermentacion de cerveza.
Finalmente, se describe la metodologia para obtener las simulaciones numéricas mediante
la implementacion de un codigo en Python.

Esta investigacion tiene un enfoque cuantitativo y es del tipo de diseno descriptivo y
no experimental, debido a que se utilizé6 un modelo matematico que se basa en las leyes

quimicas que ocurren durante la fermentacién.

1.1. Analisis de modelos en optimizacién dinamica

Para el andlisis de los modelos en optimizacion dinamica, se hizo la revision del estado
del arte acerca de los estudios realizados en el area de optimizacién dinamica y eleccion
del modelo en concreto que se tomé para el desarrollo de la propuesta. En Emilio(2001),
se describe una amplia teoria moderna acerca de la optimizaciéon dinamica, donde se
profundizan los teoremas importantes que son los pilares para el desarrollo de la teoria.
Uno de los teoremas fundamentales es el principio del maximo de Pontryagin que es

esencial para la resolucién de problemas de optimizacién dinamica.

1.2. Analisis de modelo de fermentacion de cerveza

Para el anédlisis del modelo de fermentacién de cerveza, se hizo la revisién del modelo
detallado de la fermentacién en Angulo, De Cecchis, Salas, Gonzdlez y Massay (2021),
especificamente se reviso las variables de estado y control involucradas para su implemen-
tacion en cédigo. Este modelo esta formado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

- Levadura latente
Xmat

dt

= —ML * Xlat .



- Levadura activa para un t < t,

dX act
dt

= HUr * Xlat~

- Levadura activa para un t > t,

dX act
dt

= Ug * Xact — UDT * Xact + Hr * Xlat-

- Levadura muerta para un t < i,

dX muerta

= - * Xmuer a -
dt HsD t

- Levadura muerta para un t > t,;

dX muerta

di = —usp * Xmuerta + upT * XaCt :

- Levadura suspendida para un t < tiu;

dXsusp
dt

= HUsp * Xmue'rta‘

- Levadura suspendida para un t > tj,

dXSUS
Tp = Uy * Xact — USD * Xmuerta .
- Evolucién del sustrato:
dC,
dt = —Ug * Xact-
- Produccion de etanol:
dC
d_tE :f*,ue*Xact'

Produccién de compuestos no deseados:

- Acetato de etilo:

dC
de — YEA * Mg * Xact‘
- Diacetilo:
dC
dfy = ppy * Cs * Xaet — pap * Cpy * Cpa.
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Donde las variables de estado son:

Xiat — Concentracién de levadura latente,

X... — Concentracién de levadura activa,
X uerta — Concentracion de levadura muerta,

Xusp — Concentracion de levadura suspendida o total,
C, — Concentracion de sustrato,
C. — Concentraciéon de etanol,
Cpy — Concentracion de diacetilo,
Cra — Concentracién de acetato de etilo.

Donde los parametros son:

- Velocidad especifica de crecimiento celular

Mg xCs
Hae = 0.5xCso+Ce’

- Velocidad especifica de asentamiento celular

HSDo * 0.5% Cso
HSD =

0.5%Cso+ Ce
- Velocidad de consumo de azucar
pso * Cs
Hs = st O
- Factor de inhibicién
Ce
f=1-— 05+ Coo

- Tasa especifica de crecimiento de etanol

_ Heo ¥ C's
He = ke« Cs’

Y donde las constantes son:

- Velocidad especifica de activacién celular — pp.

- Velocidad especifica de muerte celular — pupr.

- Velocidad méxima de consumo de azicar — usg, -
- Constante de afinidad del azticar — ks.

- Velocidad maxima de produccién de etanol — fie,.

- Constante de afinidad del etanol — ke.
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- Velocidad de produccion de diacetilo — ppy-.
- Velocidad de consumo de diacetilo = pap.

- Tiempo de latencia — t,; .

Finalmente, la optimizacién del modelo se realizé considerando dos tipos de funcio-

nales, el primer tipo se tomara como

con las siguientes restricciones:
Craltf) < 0.31,

Cpy (tf) < 0.31.

Y el segundo tipo de funcional es

tf
Jo = —10Cg(tf) —I—/ max(0,u(t) — 15)dt,
0

con las siguientes restricciones:

Cpa(tf) < 0.31

Cpy (tf) < 0.31

1.3. Revision del método numérico

(1.1)

(1.2)

Con respecto al método numérico, se revisé el estado del arte de la teoria de métodos

numéricos, luego se implementd un cédigo para la obtencion de resultados del problema.

En Banga (2005), se presentan diversos métodos de optimizacién dindmica, entre los que,

se escogio el método del gradiente de primer orden, el cual es un método deterministico

y directo. Para la aplicacion de este método se toman perfiles iniciales, que son las solu-

ciones aproximadas que mediante cada iteraciéon se van mejorando y acercando més a la

solucién final.
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CAPITULO 3

En el presente capitulo se presentan los resultados obtenidos en este proyecto. En pri-
mer lugar se muestra el repositorio donde se puede acceder al algoritmo implementado.

Posteriormente se da una descripcion de los graficos que se obtuvieron y su interpretacion.
1. Implementacién de los algoritmos de optimizacién

En la implementacién del algoritmo de optimizacion, se puso a prueba el método del

gradiente empleando el Ejemplo 4.12 de Emilio Cerda (2001), el cual tiene una solucién

existente y se formula de la siguiente manera:

1
1
min .J :/ §u2dt + 321(1) + 25(1),
0

sujeto a 1 = u,

Xo = T1,

con: x1(0) = 1,29(0) = 0,

cuyas solucion analitica es:

u=t—4,conzq(0) =1,

2

t
r1(t) == —4t+1, para 0 <t <1,

2
3

t
1o(t) = — —2t* +-t, para 0 <t < 1.

6

Mediante esto, se compard la precision del método calculando el error relativo en las

variables de control y de estados, presentes en el ejercicio. Se generé un benchmark cuyos

resultados se presentan en la tabla:

Valor

Norma Vector Hu

9.85267588807028e — 09

Norma Vector Error (Control)

2.479610447946448e — 08

Error Relativo Maximo (Control)

2.901494267071314e — 09

Error Relativo Minimo (Control)

1.934329437366008¢e — 09

Norma Vector Error (Variable x1)

4.392939859456945e — 07

Norma Vector Error (Variable x2)

1.846366139179809¢ — 06

Tabla 1.1: Benchmark de Prueba




Para la optimizacion computacional del modelo presentado en la secciéon anterior se
utilizé como base el algoritmo del método del gradiente de Carrillo-Ureta, Roberts y
Becera (2003). El cédigo se realizé utilizando el lenguaje Python y se cred un repositorio
en Github donde se guard¢ la informacién y su descripcion, el enlace es

https://github.com/lfiallos99/Fermentacion-Control-Optimo.git

2. Resultados numéricos del algoritmo

En esta seccién se muestran los resultados de las simulaciones numéricas obtenidas
usando el método del gradiente para el problema de optimizacién de la fermentacién.
A partir de la implementacion del método deterministico y los funcionales 1.1 y 1.2, se
obtuvo un perfil optimizado de temperatura con respecto al perfil inicial de la industria
ecuatoriana .

Para el funcional 1.1, la Figura 2.1 se observa el perfil inicial de temperatura y se puede
comparar con el perfil final que se obtiene en la optimizaciéon. Para tener un buen control
6ptimo de la fermentacion, se ha de iniciar el proceso desde 10°C e ir elevdndolo hacia
unos 11°C durante las primeras 10 horas. A partir de ahi, mantener una temperatura
estable entre 11°C y 11.5°C por lo menos unas 50 horas. Posteriormente, se debe elevar
la temperatura casi linealmente por 80 horas hasta llegar a una temperatura final de
16°C. Se puede ver que la industria sigue un patrén de temperatura parecido al éptimo,
sin embargo, estd sujeto a pequenas mejoras.

Con respecto a los productos, se observa que el etanol tuvo un incremento en la concen-
tracion final a lo largo del proceso como se observa en la Figura 2.2. Por otro lado, los
compuestos indeseados se mantuvieron en un margen adecuado. Por ejemplo, el diacetilo
(Figura 2.3) disminuy6 su concentracién y el acetato de etilo (Figura 2.4), aunque incre-
mentd su concentracion, se mantiene bajo la cota establecida en el funcional 1.1.

En sintensis, con la optimizacion del funcional 1.1, se obtiene un perfil que sugiere au-
mentar ligeramente la temperatura a lo largo del tiempo. Con este perfil habria a un
aumento en la produccion de etanol, que es el principal ingrediente en la produccion de

cerveza. Ademas, se reduciria ligeramente el diacetilo que suele dar un mal sabor a esta

bebida.
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Figura 2.1: Perfiles inicial y final de temperatura obtenidos en la implementacién del

método del gradiente para el funcional 1.1
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Figura 2.2: Perfiles inicial y final de etanol obtenidos en la implementacion del método

del gradiente para el funcional 1.1
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Figura 2.3: Perfiles inicial y final de diacetilo obtenidos en la implementacién del método

del gradiente para el funcional 1.1
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Figura 2.4: Perfiles inicial y final de acetato de etilo obtenidos en la implementacién del

método del gradiente para el funcional 1.1
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Descripcion

Valor Inicial

Valor Final

Valor del Funcional Inicial

—465.4456681148415 | —482.36978076601815

Concentracién de Etanol (g/L)

46.54456681148415 | 48.236978076601815

Concentracién de Diacetilo (ppm)

0.3018891050643581 | 0.2167966242093593

Concentracién de Acetato (ppm)

0.3054295306887878 | 0.35139969529930265

Tabla 2.2: Benchmark Funcional 1.1

Para el funcional 1.2, en la Figura 2.5, se puede observar el perfil optimizado de

temperatura con respecto al perfil inicial. Similarmente al funcional 1.1, ambos perfiles

de temperatura son parecidos, solo que, para el perfil final, las primera sesenta horas,

comienza con 1°C mayor.

Con respecto a los productos, se observa que el etanol apenas incrementé su concentracion

Figura 2.6. Asimismo, en la Figura 2.7 y Figura 2.8 se observa que las concentraciones

de diacetilo y acetato de etilo casi no cambiaron respecto a las curvas iniciales.

En sintensis, con la optimizacién del funcional 1.2, se obtiene un perfil de temperatura

muy similar al perfil inicial. Este perfil apenas conllevaria a cambios en la concentracion

del etanol o diacetil. Por lo que seria mas beneficioso la optimizacion del funcional 1.1.
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Figura 2.5: Perfiles inicial y final de temperatura obtenidos en la implementacién del

método del gradiente para el funcional 1.2
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Figura 2.6: Perfiles inicial y final de etanol obtenidos en la implementacién del método

del gradiente para el funcional 1.2
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Figura 2.7: Perfiles inicial y final de diacetilo obtenidos en la implementacién del método

del gradiente para el funcional 1.2
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Figura 2.8: Perfiles inicial y final de acetato de etilo obtenidos en la implementacién del

método del gradiente para el funcional 1.2

Descripcion Valor Inicial Valor Final

Valor del Funcional Inicial —465.4456681148415 | —472.61344618247165
Concentracién de Etanol (g/L) 46.54456681148415 | 47.261344618247165
Concentracién de Diacetilo (ppm) | 0.3018891050643581 | 0.2615903920596503
Concentracién de Acetato (ppm) | 0.3054295306887878 | 0.3273807968081616

Tabla 2.3: Benchmark Funcional 1.2
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CAPITULO 4

1. Conclusiones y recomendaciones

En esta seccién se presentan las conclusiones y recomendaciones obtenidas de los
resultados de este trabajo, donde se utilizo el método del gradiente para la optimizacion

de un modelo matemético de fermentacion de cerveza.

1.1. Conclusiones

Las mejoras en el proceso de fermentacién son algo deseable para la industria cer-
vecera, puesto que conlleva a una mejora o cambio en los resultados de las reacciones
que se producen durante este proceso. Aunque la fermentacion de cerveza aparente ser
un proceso sencillo, en realidad estan involucrados muchos factores y reacciones. En este
proyecto se utilizé el modelo de Angulo, De Cecchis, Salas, Gonzalez y Massay (2021), el
cual se ha comprobado que da buenos resultados para predecir la evolucién del proceso
de fermentacién.

A través de la implementacion del método de gradiente, empleando diferentes funcionales,
se aproximo la solucién de un problema de control 6ptimo estableciendo una temperatura
optima para que el proceso de fermentacion vaya acorde a los estdndares de la industria
ecuatoriana. Se observé que los perfiles de temperatura no variaban demasiado respecto
al perfil de la industria, sin embargo, se pueden realizar pequenas mejoras.

Tras la revision de las ventajas y desventajas de los diferentes métodos para la resolu-
cién de problemas de control éptimo, se seleccioné el modelo asi como los funcionales
y métodos numéricos adecuados para la implementacion efectiva en codigo. El método
numérico seleccionado fue el método del gradiente, debido a su facilidad de implementar
y de poderse aplicar bajo cualquier funcional.

Mediante la implementacién de un caso de la industria ecuatoriana, se comprobd que el
método del gradiente permite optimizar los valores de diferentes variables mediante la
manipulacién de una variable de control. En este trabajo, la variable de control fue la
temperatura y se optimizaron las concentraciones de los productos al final del proceso de
fermentacion, como el etanol, ademas de mantener al margen los compuestos no deseados

en el proceso de fermentacion como el diacetilo y acetato de etilo.



1.2. Recomendaciones

A lo largo de la literatura se observé que un método hibrido llevé a mejores resultados.
Por tanto se podria complementar el método del gradiente, que es deterministico, con un
método estocastico como los presentados en Banga, Balsa-Canto, Moles y Alonso (2005).
En este proyecto se trabajé con un modelo que describe el proceso de fermentacion de la
cerveza. Sin embargo, es posible conseguir algin otro modelo mejor, en el sentido de que
describa con mayor detalle cada etapa del proceso. Por esto, la eleccién de otro mode-

lo , aplicando el método del gradiente para su optimizacién, podria mejorar los resultados.
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