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mis compañeros de aula por volver más

participativo y ameno el estudio de ca-

da tema y por su demostración perma-

nente de compañerismo
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RESUMEN

El presente trabajo consiste en la implementación de dos filtros nolineales co-

mo son el filtro extendido de Kalman y el filtro de Kalman de ensamble de

partı́culas. EL objetivo del trabajo es el de evaluar el desempeño de ambos fil-

tros en el problema de estimación nolineal del estado de carga de una baterı́a

de Lithium-ion.

En el primer capı́tulo del presente trabajo se expone el problema a resolver, su

justificación y todos los objetivos que se persiguen en el presente trabajo.

En el segundo capı́tulo se presenta el fundamento teórico en el cual se en-

cuentran basados tanto el filtro EKF como el filtro EnKF. Se desarrollan cada

una de las ecuaciones de los filtros bajo un esquema propabilı́stico fundamen-

tandose en el filtro teórico de Bayes.

El tercer capı́tulo presenta el modelado y la simulación llevada a cabo del sis-

tema dinámico que representa la carga y descarga de la baterı́a en función de

la corriente elctrica de carga.

En el capı́tulo cuarto se presentan los resultados gráficos y numericos del

desempeño de ambos filtros en el problema de estimación del estado de car-

ga de la baterı́a. Los resultados muestran un desempeño apropiado de ambos
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filtros en la reconstrucción de los estados verdaderos el sistema. Sin embargo,

tanto gráficamente como numericamente, es el filtro EnKF el que muestra un

mejor desempeño.
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Figura 4.2 Gráfica del estado estimado Voltaje 2 . . . . . . . . . . 46
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Figura 4.7 Gráfica del estado estimado por el filtro EnKF del Voltaje 2 51
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INTRODUCCIÓN

Actualmente los vehı́culos electricos se utilizan con mayor penentración en el

contexto global como una alternativa a los vehı́culos con motores de combus-

tión. En este sentido, sistemas basados en bancos de baterı́as, sistema con

un costo elevado, son el centro de profundas investigaciones. Las baterı́as de

Lithium-ion juegan un rol importante hoy en dı́a por su eficiencia, tamaño y

costo. A pesar de todos los últimos desarrollos tecnológicos en lo que respecta

a sistemas eficientes de almacenamiento de energı́a, existen riesgos debidos

al costo, volumen y seguridad de las baterı́as fabricadas con Lithium-ion.

El desempeño de las baterı́as puede verse afectado por factores como: tem-

peratura de operación y vida útil del sistema. El estado de carga de la baterı́a

(SoC, de sus siglas en ingles) es reconocido como un parámetro vital de la

baterı́a. La estimación precisa del parámetro SoC posee un gran potencial pa-

ra extender la vida útil, aumentar el desempeño de la baterı́a y mejorar las

condiciones de confiabilidad y seguridad en la operación del sistema electri-

co del vehiculo. Sin embargo no es posible estimar directamenta el parámetro

SoC directamente por tanto se convierte en un problema de estimación nolinal.

En el presente trabajo se presenta el desempeño de dos filtros como metodo-

logı́as de estimación nolineal del parámetro SoC. Parámetro que es incluido

dentro del vector de estados en el proceso de modalmiento del sistema de
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carga y descarga de la baterı́a. Un análisis compartivo llevado a cabo en este

trabajo permite discutir acerca de las caracterı́sticas de cada uno de los filtros.



Capı́tulo 1

1. Antecedentes

1.1. Descripción del problema

Con mayor frecuencia empezamos a ser testigos del cambio del par-

que automotor donde actualmente predominan las ventas de los vehı́cu-

los del tipo eléctricos (EV). Esto debido a sus caracterı́sticas como

cero emisiones de CO2, menor desgaste mecánico entre las más

importantes [4]. Sin embargo un componente principal del EV es un

banco de baterı́as de peso considerable, precio elevado y de cuyo

funcionamiento depende el correcto flujo de energı́a eléctrica a todo

el vehı́culo. Por lo tanto, un sistema de supervisión y de estimación

del estado de carga (SoC) del banco de baterı́as es de vital impor-

tancia para evitar daños en el banco de baterı́as.
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1.2. Justificación

Es de conocimiento que no es posible estimar directamente la varia-

ble SoC de la baterı́a debido a la caracterı́stica no lineal presente en

el funcionamiento de la baterı́a. Este problema de estimación deman-

da de la aplicación de técnicas de estimación apropiadas [18]. En el

presente trabajo se aplicarán técnicas no lineales de estimación co-

mo son el Extended Kalman Filter (EKF) y el Ensemble Kalman Filter

(EnKF).

1.3. Objetivos

Analizar el desempeño de técnicas de estimación no lineal en la es-

timación del estado de carga de la baterı́a de un vehı́culo eléctrico.

Implementar un modelo matemático del sistema de baterı́as de un

EV.

Implementar el filtro extendido de Kalman.

Implementar el filtro de Kalman de ensamble.

Realizar un análisis comparativo del desempeño de los filtros EKF

y ENKF mediante simulación.

1.4. Metodologı́a

En el presente trabajo se emplearán dos técnicas no lineales una de

ellas Gaussiana y la otra No-Gaussiana en la estimación de estados.
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1.4.1. El Filtro de Kalman Extendido (EKF).

Este filtro emplea las mismas ecuaciones del filtro de Kalman lineal

que se implementan en los dos pasos del filtro: predicción y correc-

ción. La diferencia radica en la linealización aproximada del sistema

no lineal para obtener las matrices necesarias para determinar la

ganancia de Kalman.

1.4.2. El filtro de Kalman de Ensamble de partı́culas (EnKF).

Es un método no lineal no-Gaussiana aproximado en cual la estima-

ción del mejor valor esperado de los estados es obtenida mediante

la implementación del filtro de Bayes utilizando métodos secuencia-

les de Monte Carlo.



Capı́tulo 2

2. Metodologı́as

Estimación Recursiva Bayesiana define un marco referencial probabilı́stico el

cual permite resolver de manera recursiva el problema de la estimación de es-

tados. Se emplean las funciones de probabilidad condicionales involucradas

en la estimación.// Inferencia de Estados también es conocida como Estima-

ción de Estados [16]. La estimación de estados consiste en la estimación del

valor del estado de forma instantánea considerando las mediciones obtenidas

hasta el instante actual.

En el contexto de inferencia bayesiana, la inferencia de x1:t dado y1:t depende

de la probabilidad a-posteriori de acuerdo a:

p(x1:t|y1:t) =
p(y1:t|x1:t)p(x1:t)

p(y1:t)
(2.1)

donde,

p(y1:t) =

∫
p(y1:t|x1:t)p(x1:t)dx1:t (2.2)
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La expresión recursiva de la ecuación (2.1) es la siguiente:

p(x1:t|y1:t) = p(x1:t−1|y1:t−1)
p(xt|xt−1)p(yt|xt)

p(yt|y1:t−1)
(2.3)

donde,

p(yt|y1:t−1) =

∫
p(x1:t−1|y1:t−1)p(xt|xt−1)p(yt|xt)dxt−1:t (2.4)

El problema de resolver la ecuación (2.3) es referido en la literatura como el

problema de filtrado óptimo. La distribución de probabilidad a-posteriori p(x1:t|y1:t)

es también conocida como la distribución suavizada. La ecuación (2.3) puede

ser descompuesta en dos partes o pasos: La fase de actualización con respec-

to al tiempo de los estados del sistema (predicción) y la fase de actualización

basa en las mediciones (corrección).

La actualización de los estados corresponde a la estimación de la distribución

de probabilidad de los primeros t estados dado únicamente las t − 1 medicio-

nes.

p(x1:t|y1:t−1) = p(x1:t−1|y1:t−1)p(xt|xt−1) (2.5)

La actualización de los estados dadas las mediciones está relacionada con la

corrección de distribución de probabilidad de predicción basada en la informa-

ción de las mediciones actuales.

p(x1:t|y1:t) =
p(x1:t|y1:t−1)p(yt|xt)∫
p(x1:t|y1:t−1)p(yt|xt)dx1:t

(2.6)

Generalmente las distribuciones de probabilidad de suavizado y de predicción

son también de interés. En el suavizado, el objetivo es estimar la distribución

de algunos estados condicionados en el conocimiento de mediciones. Formal-

mente, suavizado es la estimación de p(xl:k|y0:t) cuando l ≤ k ≤ t y esta

distribución es obtenida por medio del principio de suavizado, de acuerdo al
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siguiente procedimiento:

p(xl:k|y1:t) =

∫
p(x1:t|y1:t)dx1:l−1dxk+1:t (2.7)

En el problema de predicción, la distribución probabilı́stica de algún grupo de

estados futuros es estimada condicionalmente al conocimiento de las observa-

ciones hasta el tiempo actual. La predicción puede ser vista como la estimación

de p(xl:k|y1:t) cuando t ≤ k y l ≤ k y l = 1, la distribución de probabilidad es

calculada de la siguiente manera:

p(x1:k|y1:t) = p(x1:t|y1:t)
k∏

j=t+1

pj(xj|xj−1) (2.8)

La distribución a-posteriori de interés en el presente trabajo es la distribución

marginal la cual es conocida como la distribución de filtrado. Esta distribución

se la obtiene mediante la integración x1:t−1 de 2.5 y considerando la propiedad

Marcoviana. El resultado de esta integración es el famoso filtro de Bayes el

cual es presentado en el algoritmo 1.

Algorithm 1 Bayes’ filter

For t = 1 to the number of time steps
1. Forecast step:

predictive︷ ︸︸ ︷
p(xt|y1:t−1) =

∫ transition︷ ︸︸ ︷
p(xt|xt−1) p(xt−1|y1:t−1)dxt−1

2. Analysis step:

filtering︷ ︸︸ ︷
p(xt|y1:t) =

likelihood︷ ︸︸ ︷
p(yt|xt) p(xt|y1:t−1)∫
p(yt|xt)p(xt|y1:t−1)dxt

El algoritmo 1 presenta un conjunto de distribuciones de probabilidad condicio-

nales (pdfs) las cuales definen la solución conceptual del problema de estima-



7

ción. En el paso de actualización basado en modelo, la distribución de predic-

ción es obtenida por medio de una combinación de nuestro mejor conocimiento

del estado del sistema. Esto se lo logra a través del modelo (probabilidad de

transición) y el conocimiento del estado del estado un instante de tiempo antes

del sistema. Conocimiento plasmado en la distribución a-posteriori en un delta

t t − 1. Luego, la pdf de filtrado es actualizada basada en la información de

las nuevas mediciones de las salidas al tiempo t. Esto ocurre durante el paso

de corrección. La distribución predictiva actualizada es mencionada como la

probabilidad pdf de filtrado y es la pdf a-posteriori de interes en el presente

trabajo.

Los métodos de estimación recursiva Bayesiana son implementaciones numéri-

cas del filtro teórico de Bayes. Estos métodos puede ser clasificados dentro

de dos grupos: métodos óptimos y métodos subóptimos o aproximados. Los

filtros óptimos son aquellos que resuelven el filtro teórico siguiendo un meca-

nismo analı́tico. Dentro los filtros óptimos, el filtro más representativo es el filtro

de Kalman [13]. La solución óptima existe en los casos que los sistemas de

estudio sean del tipo lineal y comportamiento de la incertidumbre Gaussiana

donde tanto la pdf predictiva como la pdf de filtrado son representadas median-

te distribuciones Gaussianas para cada instante de tiempo. En estos casos, el

únicamente contar con los valores medios del vector de estados y la matriz

de covarianzas entre los estados ya podemos representar completamente las

distribuciones de probabilidad de nuestro interés.

Cuando un sistema deja de ser lineal y su comportamiento es no lineal enton-

ces tenemos que aplicar al problema de estimación las técnicas aproximadas

para poder implementar el filtro de Bayes en estos casos. Vale la pena resaltar

que problemas de estimación no lineal generalmente no presentan soluciones

analı́ticas. Uno de los métodos aproximados no lineal empleado en el campo



8

de la ingenierı́a es el filtro de Kalman extendido [16, ch. 13] el cual aproxima

el filtro de Bayes mediante una linealización local del sistema no lineal real.

Para sistemas con una cantidad considerable en el número de estados, en

los cuales la demanda o carga computacional es grande, existen métodos de

estimación en los cuales no es necesario evaluar complejas matrices que re-

presentan a la derivada parcial del sistema. Estas técnicas han permitido llevar

adelante estimaciones de estados en sistemas complejos, técnicas como el

Unscented Kalman Filter [10] entre otros [9, 14].

Otro conjunto de algoritmos de estimación no lineal emplea la aproximación de

las integrales involucradas en el filtro de Bayes. Ejemplos de este tipo de filtros

corresponden al Ensemble Kalman Filter (EnKF) [6] y al filtro de partı́culas [7].

En el EnKF, la matriz de covarianzas es aproximada por la covarianza de un

conjunto de muestras que son el resultado de realizaciones aleatorias del mo-

delo matemático del sistema. Mientras que el filtro de partı́culas emplea técni-

cas secuenciales de Monte Carlo.

2.1. El Filtro de Kalman

2.1.1. Introducción

En el presente trabajo, filtro de Kalman original para procesos Gausianos se lo

obtiene mediante un desarrollo probabilı́stico a partir de la teorı́a recursiva Ba-

yesiana. Este marco de trabajo hace visible o expone de mejor manera al lector

el fundamento probabilı́stico de este filtro ampliamente utilizado y muchas ve-

ces poco entendido. En términos técnicos, el sistema que se considera para el

desarrollo del filtro de Kalman lineal es un sistema estocástico lineal donde lo

estocástico del sistema está dado por la representación de la incertidumbre del
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modelo y de las mediciones a través de distribuciones de probabilidad Gausia-

nas. Adicionalmente, las incertidumbres son representadas matemáticamente

por ruido blanco. Entonces estos ruidos tienen como valor de su media cero y

no están correlacionados en ningún instante de tiempo t, siendo t el ı́ndice de

tiempo discreto.

El modelo en espacio de estados es presentado a continuación:

xt = Ft,t−1xt−1 + Bt−1ut−1 + wt (2.9)

yt = Htxt + vt (2.10)

donde los ruidos del proceso y de las mediciones corresponden a ruidos Gau-

sianos:

wt ∼ N (wt : 0,Qt) (2.11)

vt ∼ N (vt : 0,Rt) (2.12)

donde la notación N (xt : µ,Σ) es utilizado para representar distribuciones

Gausianas con x el vector aleatorio con media µ y matriz de covarianza Σ. Las

propiedades estadı́sticas de los vectores aleatorios son las siguientes:

E[wt] = 0 , E[vt] = 0, (2.13)

E[wtw
T
t+k] = 0 , E[wtw

T
t ] = Qt, (2.14)

E[vtv
T
t+k] = 0 , E[vtv

T
t ] = Rt, (2.15)

E[wtv
T
t+k] = 0 , E[wtv

T
t ] = 0 (2.16)

donde Q y R son matrices de covarianzas positivas para el proceso y ruidos
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de instrumentación, respectivamente y k es un entero positivo.

2.1.2. Fundamento probabilı́stico del filtro de Kalman lineal

El algoritmo recursivo se lo obtiene a partir de la información disponible en los

pasos de tiempo previos. La siguiente expresión es válida considerando las

propiedades Gausianas del sistema estocástico bajo estudio.

p(xt−1|y1:t−1) = N (xt−1 : xa
t−1,P

a
t−1) (2.17)

donde xt−1 corresponde al vector de estados verdadero, xa
t−1 y Pa

t−1 son el

vector de estados y la matriz de covarianza, obtenidas ambos del paso de

análisis en el paso de tiempo t − 1. Aunque la fase de análisis no se la ha

definido formalmente aún, hasta este momento consideramos que xa
t−1 and

Pa
t−1 son conocidos.

Fase de Pronóstico

Guardando concordancia con el filtro de Bayes presentado en el algoritmo 1,

el primer paso en la obtención del filtro óptimo de Kalman es el cálculo de la

pdf a priori en el paso de tiempo t:

p(xt|y1:t−1) =

∫
p(xt|xt−1)p(xt−1|y1:t−1)dxt−1 (2.18)

En la ecuación 2.18, la pdf a priori está determinada por la pdf de transición

y la pdf de filtrado (aposteriori). En otras palabras, la pdf a priori es calculada

basada en toda la información disponible y conocida de antemano. Esto es, la

información obtenida del modelo y la predicción estimada un paso de tiempo

hacia atrás, es decir a t − 1. La pdf de filtrado en el paso de tiempo t − 1 fue
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presentada en la ecuación 2.17 y la probabilidad de transición se calcula de

t− 1 de la siguiente manera:

p(xt|xt−1) = N (xt−1 : Ft,t−1x̄t−1,Qt) (2.19)

donde x̄t−1 es el valor esperado del estado E[xt−1]. El termino correspondien-

te a las entradas en la ecuación E[xt−1] no es considerada en el desarrollo

del filtro. Adicionalmente, la ausencia de este término no afecta a la formu-

lación razón por la cual es removida y no se la considera en los siguientes

capı́tulos. Se puede mostrar que la pdf predictiva (ecuación 2.18) está distri-

buida de acuerdo a una función de probabilidad Gausiana. Lo que se acaba de

mencionar es demostrable cuando las distribuciones Gausianas presentadas

en las ecuaciones 2.17 y 2.19 son sustituidas por la función exponencial que

caracteriza a la campana de Gauss. También es necesario una manipulación

algebraica matricial. Las propiedades estadı́sticas de las probabilidades son

mostradas a continuación:

xf
t = Ft,t−1x

a
t−1, (2.20)

Pf
t = Ft,t−1P

a
t−1F

T
t,t−1 + Qt (2.21)

con xf
t el vector de estados de pronóstico y Pf

t la covarianza del error de

pronóstico. matriz Pf
t = E[xf

t − x̄t][x
f
t − x̄t]

T .

Fase de Análisis

En la fase de análisis, la pdf a priori es actualizada con la última medición la

cual es obtenida en el paso de tiempo t. En plena concordancia con el algo-

ritmo 1, las distribuciones actualizadas y a priori están determinadas por la
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ecuación 2.22.

p(xt|y1:t) =
p(yt|xt)p(xt|y1:t−1)∫
p(yt|xt)p(xt|y1:t−1)dxt

(2.22)

La distribución a priori es actualizada basada en la información de la proba-

bilidad de coincidencia. En nuestro caso la probabilidad de coincidencia es

Gausiana, tal que:

p(yt|xt) = N (yt : Htx̄t,Rt) (2.23)

Substituyendo la ecuación 2.23 en 2.22, la siguiente expresión es obtenido de:

p(xt|y1:t) =
N (yt : Htx̄t,Rt)N (xt : xf

t ,P
f
t )∫

N (yt : Htx̄t,Rt)N (xt : xf
t ,P

f
t )dxt

(2.24)

Puede ser mostrado que la integración del denominador en la ecuación 2.24

es distribuido acorde a una distribución Gausiano, tal que:

∫
N (yt : Htx̄t,Rt)N (xt : xf

t ,P
f
t )dxt = N (yt; Htx

f
t ,HtP

f
t H

T
t + Rt) (2.25)

Aquı́, luego de algunas operaciones algebraicas, ecuación 2.24 pueden ser

reducido a:

p(xt|y1:t) = N (xt : xa
t ,P

a
t ) (2.26)

donde

xa
t = xf

t + Kt(yt −Htx
f
t ), (2.27)

Pa
t = Pf

t −KtHtP
f
t , (2.28)
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con

Kt = Pf
t H

T
t [HtP

f
t H

T
t + Rt]

−1 (2.29)

Resumen del filtro de Kalman lineal

Los pasos recursivos del filtro de Kalman para sistemas lineales/Gausianos

están resumidos como sigue.

Algorithm 2 Discrete Kalman Filter

For t = 1 to the number of time steps
1. Forecast step:

xf
t = Ft,t−1x

a
t−1

Pf
t = Ft,t−1P

a
t−1F

T
t,t−1 + Qt

2. Analysis step:
Kt = Pf

t H
T
t [HtP

f
t H

T
t + Rt]

−1

xa
t = xf

t + Kt(yt −Htx
f
t )

Pa
t = Pf

t −KtHtP
f
t

El algoritmo 2 es la solución óptima a la estimación de estados para los pro-

cesos Gausianos del tipo descritos en ecuaciones (2.9 - 2.16). La solución

analı́tica del filtro de Bayes es posible debido a que las distribuciones involu-

cradas pueden ser tratadas analı́ticamente mediante el uso de sus medias y

covarianzas. El vector de estados actualizado xa
t esta dado mediante la suma

del paso de pronóstico xf
t y los residuos ponderados (yt−Htx

f
t ). Los residuos

están ponderados de acuerdo a la ganancia de Kalman Kt. Para poder realizar

el cálculo de la ganancia de Kalman es necesario que las matrices de la cova-

rianza del error (Pa
t , Pf

t ) sean simétricas y positivas. Sin embargo, en sistemas

con un número de estados grande, estas propiedades pueden no ser preser-

vadas debido a la precisión computacional finita. Por tanto, el desempeño del

filtro puede ser robustecido mediante la adopción del Square Root Kalman fil-

ter [16, ch. 6]. Método que utiliza las matrices cuadradas de las matrices de
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covarianza del error y el filtro de Kalman con memoria [16, ch. 7] el cual utiliza

el principio de inflación de la matriz de covarianza.

2.2. El Filtro de Kalman Extendido

2.2.1. Introducción

La observación y la estimación a posteriori de los estados en sistemas de

nuestra naturaleza es una tarea compleja ya que muchos o todos los fenóme-

nos fı́sicos que nos rodean son de naturaleza no lineal. Sin embargo, si con-

sideramos no linealidades suaves, entonces es posible aplicar métodos de la

teorı́a de estimación lineal. Para poder aplicar métodos lineales deberemos

primera aproximar linealmente al sistema no lineal, para lo cual deberemos

definir puntos de operación del sistema en estudio. En algunos casos, la tra-

yectoria nominal que seguirán los estados es conocida de antemano. Para este

tipo de sistemas, el problema de estimación comúnmente puede ser abordado

mediante una linealización efectiva alrededor de la trayectoria nominal y las ga-

nancias de Kalman pueden ser precalculadas en aras de reducir la demanda

computacional. Por otro lado, cuando la trayectoria nominal es desconocida en-

tonces esta puede ser redefinida en cada paso de tiempo como el mejor valor

estimado de la trayectoria actual. La mayor desventaja será entonces la mayor

demanda computacional de realizar la linealización en cada paso de tiempo.

Estas técnicas son referidas como el Filtro Extendido de Kalman (EKF).

El siguiente sistema no lineal es considerado en el desarrollo del EKF em-
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pleando RBE:

xt = ft,t−1(xt−1) + wt (2.30)

yt = ht(xt) + vt (2.31)

Las distribuciones y estadı́sticas de los ruidos tanto del proceso como de las

mediciones son presentadas como sigue:

wt ∼ N (wt : 0,Qt) (2.32)

vt ∼ N (vt : 0,Rt) (2.33)

E[wt] = 0 , E[vt] = 0, (2.34)

E[wtw
T
t+k] = 0 , E[wtw

T
t ] = Qt, (2.35)

E[vtv
T
t+k] = 0 , E[vtv

T
t ] = Rt, (2.36)

E[wtv
T
t+k] = 0 , E[wtv

T
t ] = 0 (2.37)

los ruidos considerados son de tipo ruido blanco, con media cero y sin correla-

ción ∀t con k ≥ 0.

2.2.2. Fundamentos probabilı́sticos del filtro extendido de

Kalman

Considerando que el sistema no lineal en estudio ha sido linealizado antes de

la fase de análisis, la pdf a posteriori en el paso de tiempo t − 1 puede ser

aproximada mediante una distribución Gausiana:

p(xt−1|y1:t−1) = N (xt−1 : xa
t−1,P

a
t−1) (2.38)

La principal diferencia entre la ecuación 2.17 y la ecuación 2.38 es el mismo
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estado. En la ecuación 2.17, xt representa todas los posibles trayectorias de

los estados, mientras que en la ecuación 2.38, el vector de estados representa

solo la trayectoria particular en la cual el sistema es linealizado. Adicionalmen-

te, la pdf a posteriori es aproximada como si fuese una distribución Gausiana.

El proceso de linealización es abordado en la siguiente sección.

Fase de Pronóstico

La fase de pronóstico está dada por el cálculo de la pdf predictiva:

p(xt|y1:t−1) =

∫
p(xt|xt−1)p(xt−1|y1:t−1)dxt−1 (2.39)

La pdf a posteriori en el paso de tiempo t − 1 está dada por la ecuación 2.38.

La pdf de transición del lado de la ecuación 2.39 puede ser obtenida de la

ecuación 2.30 y con la consideración de que esta pdf es Gausiana:

p(xt|xt−1) = N (xt−1 : E[ft,t−1(xt−1)],Qt), (2.40)

por tanto, la pdf predictiva está definida como:

p(xt|y1:t−1) =

∫
N (xt−1 : xa

t−1,P
a
t−1)N (xt−1 : E[ft,t−1(xt−1)],Qt)dxt−1 (2.41)

La integral en la ecuación 2.41 es compleja de resolver debido a la presencia

de la función no lineal ft,t−1(.). La formulación del problema es modificada para

que se pueda obtener una solución analı́tica como por ejemplo el desarrollo de

las ecuaciones del filtro de Kalman lineal (ecuaciones 2.20 y 2.21). La metodo-

logı́a adoptada en el desarrollo del filtro entendido de Kalman es la linealización

a partir de expansiones de series de Taylor. Adicionalmente, la trayectoria del

vector de estados debe ser definida alrededor de la cual es linealizada. Hasta
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el momento, el mejor valor esperado del vector de estados está dado por xa
t−1.

Expansiones en Series de Taylor de ft,t−1(xt−1) en los alrededores de xa
t−1 =

E[xt−1|y1:t−1] es considerado en la linealización del sistema. Únicamente los

dos primeros términos de la expansión son considerados:

ft,t−1(xt−1) ' ft,t−1(x
a
t−1) + Ft,t−1[xt−1 − xa

t−1] (2.42)

donde

Ft,t−1 =


∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xmx

... . . . ...
∂fmx

∂x1
. . . ∂fmx

∂xmx

 |(xa
t−1) (2.43)

es una matriz de Jacobianos con dimensión (mx ×mx). El lado derecho de la

ecuación 2.42 es desarrollado de la siguiente manera:

Ft,t−1xt−1 + ft,t−1(x
a
t−1) + Ft,t−1x

a
t−1 (2.44)

donde el primer término es lineal con respecto a xt−1 y los siguientes dos

términos corresponden a valores conocidos. La substitución de la ecuación

2.42 en 2.41,

p(xt|y1:t−1) =

∫
N (xt−1 : xa

t−1,P
a
t−1) . . .

N (xt−1 : ft,t−1(x
a
t−1) + Ft,t−1[xt−1 − xa

t−1],Qt)dxt−1(2.45)

permite resolver la integral de manera analı́tica. Como resultado de la opera-

ción, la pdf a priori puede ser obtenida en forma Gausiana como:

p(xt|y1:t−1) = N (xt : xf
t ,P

f
t ) (2.46)
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Aunque la pdf a priori está representada por una distribución Gausiana, es

importante resaltar el hecho de que esta representación es únicamente una

aproximación local alrededor de una trayectoria nominal, por tanto, es solo una

aproximación de la pdf verdadera, la cual no se la conoce de forma explı́cita. El

vector de estado resultado de la fase de pronóstico xf
t y su matriz de covarian-

za del error Pf
t son mayormente similares que en el caso del filtro de Kalman

lineal y están dadas por:

xf
t = ft,t−1(x

a
t−1) (2.47)

Pf
t = Ft,t−1P

a
t−1F

T
t,t−1 + Qt (2.48)

El vector de estados luego de la fase de pronóstico se lo obtiene de la pro-

pagación de este vector a través del modelo no lineal y para el cálculo de la

matriz de covarianza entonces la matriz Jacobiana Ft,t−1 es utilizada.

Fase de Análisis

La fase de análisis consiste en la actualización de la pdf a priori mediante:

p(xt|y1:t) =
p(yt|xt)p(xt|y1:t−1)∫
p(yt|xt)p(xt|y1:t−1)dxt

(2.49)

Para el filtro de Kalman extendido, la pdf a priori es aproximada mediante una

distribución Gausiana la cual es caracterizada por la media 2.47 y la cova-

rianza 2.48. La distribución de coincidencia es obtenida de la ecuación 2.31

asumiendo que esta distribución es también Gausiana.

p(yt|xt) = N (yt : E[ht(xt)],Rt) (2.50)

Mediante la sustitución de la ecuación 2.46 y la ecuación 2.50 en 2.49, la pdf
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de filtrado estarı́a dada por:

p(xt|y1:t) =
N (yt : E[ht(xt)],Rt)N (xt : xf

t ,P
f
t )∫

N (yt : E[ht(xt)],Rt)N (xt : xf
t ,P

f
t )dxt

(2.51)

donde el primer escollo en el cálculo de la pdf de filtrado es el de resolver la in-

tegral en el denominador de la expresión. En el afán de encontrar una solución

analı́tica, el sistema de las mediciones es linealizado alrededor de la trayec-

toria de los estados. Hasta este punto, xf
t representa el mejor valor estimado.

Por tanto el sistema de mediciones no lineal es linealizado empleando expan-

siones en series de Taylor en los alrededores de xf
t . La función no lineal se la

expande de la siguiente manera:

ht(xt) ' ht(x
f
t ) + Ht[xt − xf

t ] (2.52)

donde Ht es una matriz (my ×mx) Jacobiana determinada por:

Ht =


∂h1

∂x1
. . . ∂h1

∂xmx

... . . . ...
∂hmy

∂x1
. . .

∂hmy

∂xmx

 |(xf
t ) (2.53)

Mediante la sustitución de la ecuación 2.52 en 2.51, la expresión para la pdf a

posteriori es la siguiente:

p(xt|y1:t) =
N (yt : ht(x

f
t ) + Ht[xt − xf

t ],Rt)N (xt : xf
t ,P

f
t )∫

N (yt : ht(x
f
t ) + Ht[xt − xf

t ],Rt)N (xt : xf
t ,P

f
t )dxt

(2.54)

Ahora, la solución de la integral es manejable y la expresión resultante para la

pdf a posteriori en términos de una distribución es:

p(xt|y1:t) = N (xa
t ,P

a
t ); (2.55)
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con

xa
t = xf

t + Kt(yt − ht(x
f
t )), (2.56)

Pa
t = Pf

t −KtHtP
f
t , (2.57)

y

Kt = Pf
t H

T
t [HtP

f
t H

T
t + Rt]

−1 (2.58)

Resumen del Filtro Extendido de Kalman

El filtro extendido de Kalman es presentado en el algoritmo 3.

Algorithm 3 Extended Kalman Filter

For t = 1 to the number of time steps
1. Forecast step:

xf
t = ft,t−1(x

a
t−1)

Pf
t = Ft,t−1P

a
t−1F

T
t,t−1 + Qt

2. Analysis step:
Kt = Pf

t H
T
t [HtP

f
t H

T
t + Rt]

−1

xa
t = xf

t + Kt(yt − ht(x
f
t ))

Pa
t = Pf

t −KtHtP
f
t

En el algoritmo 3, las distribuciones de probabilidad involucradas son parame-

trizadas mediante los primeros dos momentos de las funciones de densidad:

media y covarianza. Aunque esta caracterización puede no ser suficiente para

sistemas especı́ficos, el filtro extendido de Kalman ha mostrado un desempeño

apropiado en un amplio rango de aplicaciones.

Una alternativa al filtro de Kalman extendido es del filtro de Kalman de segundo

orden [16, ch. 13]. En esta filtro, durante la linealización se consideran los

términos de segundo orden de las series de Taylor, términos que dan lugar a

la aparición de las matrices Hesianas. Aunque la precisión del valor estimado
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mejora, en cambio el poder computacional demandante hace que esta técnica

no sea ampliamente utilizada.

En las últimas dos décadas, técnicas de aproximación local al problema no

lineal han sido propuestas [10, 14]. Estos métodos de filtrado son basados en

alguna variante de aproximación de las funciones no lineales [14, 15, 9, 5] o

son basados en la transformación unscented [10, 9, 11, 12, 17].

2.3. El filtro de Kalman de Ensamble de partı́culas

El Ensemble Kalman Filter fue originalmente desarrollado por [6] como un

método de Asimilación de Datos. Inicialmente fue desarrollado enfocado en

la aplicación a problemas de estimación de variables climatológicas y geocien-

cias. Campos donde los modelos de estos sistemas son altamente no lineales,

multidimensionales con un comportamiento muchas veces caótico. El nombre

del filtro es adoptado de los fundamentos teóricos empleados en la predicción

del clima: pronósticos por conjunto de muestras y el filtro de Kalman.

2.3.1. Fundamento probabilı́stico del EnKF

En esta sección las ecuaciones del EnKF son presentadas. Consideremos el

siguiente escenario:

xt = ft,t−1(xt−1) + wt (2.59)

yt = ht(xt) + vt (2.60)
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donde las distribuciones y parametros estadı́sticos de los ruidos del proceso y

de las mediciones son:

wt ∼ N (wt : 0,Qt) (2.61)

vt ∼ N (vt : 0,Rt) (2.62)

E[wt] = 0 , E[vt] = 0, (2.63)

E[wtw
T
t+k] = 0 , E[wtw

T
t ] = Qt, (2.64)

E[vtv
T
t+k] = 0 , E[vtv

T
t ] = Rt, (2.65)

E[wtv
T
t+k] = 0 , E[wtv

T
t ] = 0 (2.66)

con ruidos del tipo blanco, distribuidos de acuerdo a probabilidades Gausianas

con media cero y no correlacionadas ∀t con k ≥ 0. Las asunciones de ruidos no

siempre son realistas en la práctica. Sin embargo, estas asunciones reducen

considerablemente la complejidad en la obtención de las ecuaciones del EnKF.

Fase de Pronóstico

El EnKF es un filtro recursivo en el cual el paso de pronóstico en el paso de

tiempo t se lleva adelante basado en la información obtenida previamente en

la fase de análisis en el instante de tiempo t − 1. La metodologı́a del EnKF se

fundamenta en la representación de las pdfs tanto predictiva como de filtrado

mediante un conjunto muestral, estas representaciones son conocidas como

el conjunto de muestras de pronóstico y el conjunto de muestras de análisis.

Consideremos la representación muestral de la pdf a posteriori en el paso de

tiempo t− 1:

p(xt−1|y1:t−1) '
1

N

N∑
i=1

δ(xt−1 − xa
t−1,i) (2.67)

con Xa
t−1 = {xa

t−1,i : i = 1, . . . N} el conjunto muestral de análisis y consideran-
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do que la pdf de transición tiene una distribución Gausiana.

p(xt|xt−1) = N (xt−1 : E[ft,t−1(xt−1)],Qt), (2.68)

entonces, la pdf predictiva es aproximada de la siguiente manera:

p(xt|y1:t−1) '
1

N

N∑
i=1

N (xt : E[ft,t−1(x
a
t−1,i)],Qt) (2.69)

el cual es una suma de un conjunto de pdfs Gausianas. El conjunto muestral es

obtenido a través de la propagación del conjunto muestral de análisis a través

del modelo no lineal:

xf
t,i = ft,t−1(x

a
t−1,i), i = 1, 2, . . . , N. (2.70)

por tanto, es posible calcular la media y la varianza de la pdf predictiva en la

ecuación 2.69 por la media y la covarianza muestral:

xf
t =

1

N

N∑
i=1

xf
t,i (2.71)

Pf
t =

1

N

N∑
i=1

(xf
t,i − xf

t )(xf
t,i − xf

t )T (2.72)

Un importante hecho con respecto a la representación muestral de la pdf pre-

dictiva es la posibilidad de explorar un rango amplio del espacio de estados

en contraposición a una exploración local como en el caso del filtro extendido

de Kalman. Otra ventaja es la disminución de la carga computacional al mo-

mento de evaluar numéricamente Jacobianos en sistemas multidimensionales

complejos.
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Fase de Análisis

En la fase de análisis, la pdf a priori es actualizada en concordancia con la pdf

a posteriori

p(xt|y1:t) =
p(yt|xt)p(xt|y1:t−1)∫
p(yt|xt)p(xt|y1:t−1)dxt

(2.73)

Utilizando ecuaciones 2.60 y 2.62, la pdf de coincidencia puede ser represen-

tada como una distribución Gausiana de la siguiente manera:

p(yt|xt) = N (yt : E[ht(xt)],Rt) (2.74)

De las ecuaciones 2.71 y 2.72, la distribución a priori es una pdf Gausiana la

cual resulta de la suma de N pdfs Gausianas (ecuación 2.69):

p(xt|y1:t−1) = N (xt : xf
t ,P

f
t ) (2.75)

Entonces, la pdf a posteriori está dada por:

p(xt|y1:t) =
N (yt : E[ht(xt)],Rt)N (xt : xf

t ,P
f
t )∫

N (yt : E[ht(xt)],Rt)N (xt : xf
t ,P

f
t )dxt

(2.76)

En la ecuación 2.76, la presencia de la función no lineal h(.) puede ser causa

para que la expresión no se pueda resolver de forma analı́tica. En el desarrollo

del filtro de Kalman extendido, la linealización de la ecuación de observacio-

nes fue adoptado y por tanto la pdf a posteriori pudo ser aproximada por una

distribución Gausiana. Básicamente, la linealización consiste en el cálculo de

la matriz Jacobiana Ht (ecuación 2.53), matriz evaluada sobre el mejor valor

esperado de la trayectoria de los estados, en este caso el mejor valor estimado

corresponde a xf
t . Siguiendo el mismo desarrollo, la pdf a posteriori se muestra

como:
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p(xt|y1:t) = N (xa
t ,P

a
t ); (2.77)

con

Kt = Pf
t H

T
t [HtP

f
t H

T
t + Rt]

−1 (2.78)

xa
t = xf

t + Kt(yt − ht(x
f
t )), (2.79)

Pa
t = Pf

t −KtHtP
f
t , (2.80)

La metodologı́a hasta ahora desarrollada es completamente válida para sis-

temas con no linealidades relativamente bajas. Sin embargo, a diferencia del

desarrollo del filtro extendido, un conjunto muestral Xa
t debe ser generado alre-

dedor del conjunto muestral de pronóstico (ecuación 2.70). Una opción posible

para generar el conjunto muestral de análisis puede ser el de lanzar muestras

a partir de la pdf A posteriori (ecuación 2.77):

xa
t,i ∼ N (xt|y1:t : xa

t ,P
a
t ); i = 1, 2, . . . N (2.81)

Una desventaja de este procedimiento podrı́a ser la incorrecta representación

del conjunto muestral de análisis debido a la inserción de errores en la obten-

ción de las muestras cuando se generan los valores aleatorios. Otra opción la

cual es ampliamente utilizada es la aproximación de la pdf mediante métodos

de Monte Carlo. A continuación, detallaremos brevemente en que consiste esta

metodologı́a. Introducimos la media muestral del sistema de observaciones:

yt =
1

N

N∑
i=1

ht(x
f
t,i), (2.82)

la covarianza cruzada entre los conjuntos muestrales tanto de pronóstico como
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del modelo de las observaciones:

Pxy
t =

1

N − 1

N∑
i=1

(xf
t,i − xf

t )(ht(x
f
t,i)− yt)

T , (2.83)

y la covarianza muestral del conjunto muestral del modelo de las observacio-

nes.

Pyy
t =

1

N − 1

N∑
i=1

(ht(x
f
t,i)− yt)(ht(x

f
t,i)− yt)

T , (2.84)

Las expresiones 2.83 y 2.84 permiten una completa obtención de la ganancia

de Kalman sin tener que involucrar matrices Jacobianas.

Kt = Pxy
t (Pyy

t + Rt)
−1 (2.85)

Pa
t = Pf

t −Kt(P
xy
t )T (2.86)

Una formulación detallada del desarrollo del EnKF es presentada en [8]. Como

se puede observar en la ecuación 2.85, el cálculo de la ganancia de Kalman no

depende en el cálculo de la matrices Jacobianas. Por tanto, esta es una carac-

terı́stica importante del EnKF a la hora de ser implementado. En la práctica ya

no es necesario evaluar las covarianzas Pf
t y Pa

t en las ecuaciones 2.72 and

2.86. Aún más, al depender únicamente de la ganancia de Kalman de la media

y covarianza muestrales entonces es posible considerar diferentes tipos de rui-

do haciendo más realista la representación de las incertidumbres del modelo,

de las entradas, etc.

El método presentado en [3] es considerado en la generación del conjunto

muestral de análisis. El método consiste en la generación de pseudo obser-

vaciones subrogadas Ys
t = ys

t,i; i = 1, . . . N donde yt,i son muestras aleatorias

generadas a partir de la distribución Gausiana con media yt y covarianza Rt,
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de la siguiente manera:

ys
t,i ∼ N (yt : yt,Rt); (2.87)

El conjunto muestral de análisis es obtenido a partir del reemplazo de las ob-

servaciones por un set de observaciones subrogadas en la ecuación 2.79:

xa
t,i = xf

t + Kt(y
s
t,i − ht(x

f
t )), i = 1. . . . , N. (2.88)

La ecuación 2.88 indica que todos los miembros del conjunto muestral corres-

pondiente a un estado particular son actualizados por la misma ganancia de

Kalman pero con un término de innovación diferente. Para que posibles errores

en el muestreo puedan ser considerados en la generación de las observacio-

nes subrogadas, entonces la matriz de covarianza de las observaciones es

reemplazada por la covarianza muestral.

Rs
t =

1

N − 1

N∑
i=1

(ys
t,i − yt)(y

s
t,i − yt)

T , (2.89)

y empleada en el cálculo de la ganancia de Kalman.

Resumen del EnKF

El algoritmo del EnKF es presentado a continuación:

El filtro EnKF es referido en la literatura como un filtro de naturaleza estocástica

ya que en la implementación de este filtro se emplean observaciones subro-

gadas. Una alternativa a esta implementación es la variante Ensemble Square

Root Kalman filter [1, 2, 19] en la cual el conjunto muestral es generado ba-

sado en el análisis de la media muestral y la matriz de raı́ces cuadradas de la

covarianza del error.



28

Algorithm 4 Ensemble Kalman Filter

For t = 1 to the number of time steps
1. Forecast step:

xf
t,i = ft,t−1(x

a
t−1,i), i = 1, 2, . . . , N,

xf
t =

1

N

N∑
i=1

xf
t,i

yt =
1

N

N∑
i=1

ht(x
f
t,i),

Pxy
t =

1

N − 1

N∑
i=1

(xf
t,i − xf

t )(ht(x
f
t,i)− yt)

T ,

Pyy
t =

1

N − 1

N∑
i=1

(ht(x
f
t,i)− yt)(ht(x

f
t,i)− yt)

T ,

2. Analysis step:
ys
t,i ∼ N (yt : yt,Rt);

Rs
t =

1

N − 1

N∑
i=1

(ys
t,i − yt)(y

s
t,i − yt)

T ,

Kt = Pxy
t (Pyy

t + Rt)
−1

xa
t,i = xf

t + Kt(y
s
t,i − ht(x

f
t )), i = 1. . . . , N.



Capı́tulo 3

3. Modelamiento y Simulación

3.1. Modelaje del sistema de baterı́as de Lithium-

ion

El modelo de baterı́a utilizado en este documento se presenta en la

3.1 y ha sido adoptado de [4]. Sus parámetros son estimados utili-

zando mediciones e implementando el método de los Mı́nimos Cua-

drados. Los valores de los parámetros se dan en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Valores de los parámetros del modelo de la baterı́a.

Parámetros Valores
R0 1,3× 10−3Ω
R1 4,2× 10−3Ω
R2 2,4× 10−3Ω
C1 17111F
C2 440,57F
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Figura 3.1: Circuito equivalente del sistema de baterı́as Lithium-ion

El estado de carga de la baterı́a (SOC de sus siglas en ingles), es

una de las variable de estado en el modelo presentado en el presente

estudio. Formalmente la variable SOC está definida como la relación

de la capacidad disponible de la baterı́a con respecto al total de su

capacidad. Esto lo expresamos en la siguiente ecuación:

s(t) = s(t0)− η
∫ t

t0

i(t)dt (3.1)

con η = 1/(3600C), donde C es la capacidad de la baterı́a y su di-

mensión es Ah. El cálculo preciso directamente de la variable SoC

no es es posible por algunas razones. El ruido presente en las medi-

ciones de la corriente se acumuları́an en las estimaciones de SOC y,

por lo tanto, proporciona estimaciones inexactas. También, otro pro-

blema es calcular los valores iniciales de SoC [4]. Como se observa,

el modelo de baterı́a es adoptado de [4] y se muestra en la figura

3.1. Consiste en una fuente de voltaje E0, llamado voltaje de circuito

abierto interno de la baterı́a, mientras que otros parámetros forman

el circuito, como R0, R1, C1, R2 y C2 tienden a modelar la dinámica de
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Tabla 3.2: Valores de los parámetros de la relación no lineal entre E0 y SoC.

Parámetros Valores
a1 8,4073
a2 −19,892
a3 11,497
a4 4,161
a5 −4,5533
a6 0,34365
a7 0,64685
a8 3,5016

la baterı́a. Voltaje en los terminales de la baterı́a se define como v0.

El parámetro SoC está en relación no lineal con el voltaje en circuito

abierto y esta relación puede ser modelada por una función polinómi-

ca, que se adopta de [4]:

E0 = a1SoC
7+a2SoC

6+a3SoC
5+a4SoC

4+a5SoC
3+a6SoC

2+a7SoC+a8 (3.2)

donde los coeficientes son obtenidos luego de emplear técnicas de

ajuste de datos. los valores de los coeficientes descritos en [4] son

presentados en la siguiente tabla.

Del circuito presentado en la figura 3.1 es posible obtener las ecua-

ciones que describen el comportamiento dinámico del circuito y las

presentamos a continuación:

dv1
dt

= − v1
R1C1

+
i

C1

(3.3)

dv2
dt

= − v2
R2C2

+
i

C2

(3.4)

v0 = E0 + v1 + v2 + iR0 (3.5)
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donde:

v1 es la caı́da de voltaje en el capacitor C1.

v2 es la caı́da de voltaje en el capacitor C2.

E0 voltaje interno de la baterı́a en circuito abierto.

SoC estado de carga de la baterı́a.

v0 voltaje de la baterı́a con carga.

3.2. Sistema de Baterı́as Lithium-ion representa-

do en espacio de estados

La ecuación general que describe el comportamiento dinámico de los

estados es la siguiente:

ẋ = Ax +Bu (3.6)

La ecuación general que relaciona a los estados con las salidas del

sistema es la siguiente:

y = Cx +Du (3.7)

En nuestro sistema, el vector de estados está dado por:

x =


v1

v2

Soc

 (3.8)
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la entrada al sistema es la corriente eléctrica de consumo i(t) enton-

ces u(t) = i(t). La ecuación de estados está dado por:

ẋ =


−1/R1C1 0 0

0 −1/R2C2 0

0 0 0

x +


1/C1

1/C2

−η

u (3.9)

la salida del sistema corresponde al voltaje a plena carga de la ba-

terı́a y(t) = v0(t). La ecuación de salida está dada por:

y = h(x, u) (3.10)

donde h(.) es una función no lineal que relaciona la salida del sistema

con los estados y con la entrada al sistema.

3.3. Discretización del modelo del sistema de ba-

terı́as Lithium-ion

En esta sección procederemos a discretizar el modelo presentado en

la sección anterior. Discretizar es el proceso de transformar el modelo

en tiempo continuo a tiempo discreto para ello emplearemos la letra

k como el ı́ndice de tiempo discreto (paso de tiempo). Empleando el

método de Euler obtenemos el modelo en tiempo discreto. Modelo

que lo presentamos a continuación:
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x1k+1
= x1k +

∆T

R1C1

x1k−1
+

∆T

C1

uk

x2k+1
= x2k +

∆T

R2C2

x2k−1
+

∆T

C2

uk

x3k+1
= x3k − η∆Tuk (3.11)

donde ∆T es el paso de tiempo el cual debe ser suficientemente pe-

queño como para que el error de simulación sea bajo. La discretiza-

ción permite implementar el modelo en un software de programación

y ası́ poder simular el comportamiento del CSTR. En nuestro caso

emplearemos el software MATLAB. La ecuación discreta de salida

está dada por:

E0k = a1x
7
1k

+ a2x
6
1k

+ a3x
5
1k

+ a4x
4
1k

+ a5x
3
1k

+ a6x
2
1k

+ a7x1k + a8

yk = E0k + x1k + x2k + ukR0

3.4. Simulación de la baterı́a Lithium-ion en MATLAB

script

En esta sección se presenta la simulación del modelo discreto de la

baterı́a (ecuación 3.11) en el software MATLAB script. A continua-

ción, presentamos el código en MATLAB tanto para la implementa-

ción de la ecuación de estados como para la implementación de la

ecuación de salida.
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% t r u t h value

for t =2: Nsteps

im= i ( t ) ;

v1s ( t )= ( − (1 / (R1∗C1) ) ∗ DeltaT +1)∗v1s ( t −1)+( DeltaT /C1)∗ im ;

v2s ( t )= ( − (1 / (R2∗C2) ) ∗ DeltaT +1)∗v2s ( t −1)+( DeltaT /C2)∗ im ;

ss ( t )= ss ( t−1)−n∗DeltaT∗ im ;

es0 ( t )=a1∗ss ( t ) ˆ7+ a2∗ss ( t ) ˆ6+ a3∗ss ( t ) ˆ5+ a4∗ss ( t ) ˆ 4 + . . .

a5∗ss ( t ) ˆ3+ a6∗ss ( t ) ˆ2+ a7∗ss ( t )+a8 ;

v 0 t r u t h ( t )= v1s ( t )+ v2s ( t )+ es0 ( t )+ im∗R0;

end

Para evaluar la simulación del modelo procedemos a diseñar el com-

portamiento dinámico de la entrada a nuestro sistema, en nuestro

caso la corriente de carga. La figura 3.2 muestra la señal de corrien-

te carga.

0 500 1000 1500 2000

Time [s]

-20

-10

0

10

20

i 
[A

]

Figura 3.2: Gráfica de la variable de entrada Corriente de Carga

a partir de la figura 3.2 podemos observar varios perfiles de corriente

de carga, al inicio apreciamos una corriente constante de carga para

tener luego un cambio repentino de corriente positiva que se mantie-
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ne por un periodo de tiempo para luego pasar a tener corrientes de

descarga en dos niveles.

El comportamiento de los estados del sistema se observa en las figu-

ras. La figura 3.3 muestra el comportamiento dinámico de la variable

de estado V1.
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Time [s]

-0.1
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v
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lt
s]

Figura 3.3: Gráfica del estado Voltaje 1

La figura 3.4 muestra el comportamiento de la variable de estado V2.

La figura 3.5 muestra el comportamiento de la variable de estado de

carga de la baterı́a SoC.

La figura 3.6 muestra el comportamiento de la variable Voltaje en

circuito abierto SoC.

La figura 3.7 muestra el comportamiento de la variable de estado

Voltaje de la baterı́a SoC.
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Figura 3.4: Gráfica del estado Voltaje 2
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Figura 3.5: Gráfica de la variable estado de carga

3.4.1. Generación de las mediciones empleadas en el estu-

dio

Los datos que emplearemos en la evaluación de los filtros son da-

tos sintéticos generados a partir de un experimento. El experimento

consiste en perturbar tantas entradas, estados, parámetros, salidas
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Figura 3.6: Gráfica del estado Voltaje en circuito abierto
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Figura 3.7: Gráfica del estado Voltaje de la baterı́a

con ruido blanco, el cual está caracterizado por tener media cero

y una varianza correspondiente a un porcentaje del valor nominal

de las variables. La tabla 3.3 presenta las varianzas de los ruidos

empleados en la generación de las mediciones.

El código en Matlab indicando la perturbación respectiva es presen-
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Tabla 3.3: Ruidos de perturbación de las variables del modelo.

Elementos del proceso porcentaje de ruido
Entrada 1,0 %
Estados 0,5 %
Salidas 0,1 %

tada a continuación:

% measurements generat ion

for t =2: Nsteps

im= i ( t )+ nsimin ∗ i ( t )∗ randn ;

v1 ( t )= ( − (1 / (R1∗C1) ) ∗ DeltaT +1)∗v1 ( t −1)+( DeltaT /C1)∗ im ;

v1 ( t )= v1 ( t )+ ns imstate ∗v1 ( t )∗ randn ;

v2 ( t )= ( − (1 / (R2∗C2) ) ∗ DeltaT +1)∗v2 ( t −1)+( DeltaT /C2)∗ im ;

v2 ( t )= v2 ( t )+ ns imstate ∗v2 ( t )∗ randn ;

s ( t )= s ( t−1)−n∗DeltaT∗ im ;

s ( t )= s ( t )+ ns imstate ∗s ( t )∗ randn ;

e0 ( t )=a1∗s ( t ) ˆ7+ a2∗s ( t ) ˆ6+ a3∗s ( t ) ˆ5+ a4∗s ( t ) ˆ 4 + . . .

a5∗s ( t ) ˆ3+ a6∗s ( t ) ˆ2+ a7∗s ( t )+a8 ;

v0 ( t )= v1 ( t )+ v2 ( t )+e0 ( t )+ im∗R0;

v0 ( t )= v0 ( t )+ nsimout∗v0 ( t )∗ randn ;

end

El comportamiento de los estados perturbados es presentado en el

siguiente conjunto de gráficos. La figura 3.8 muestra la perturbación

del estado Voltaje 1.

La figura 3.9 muestra la perturbación de la variable de estado V2.

La figura 3.10 muestra la perturbación de la variable de estado de

carga de la baterı́a SoC.

La figura 3.11 muestra la perturbación de la variable Voltaje en cir-

cuito abierto SoC.

La figura 3.12 muestra las mediciones respectivas de la variable de
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Figura 3.8: Gráfica del estado perturbado Voltaje 1
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Figura 3.9: Gráfica del estado pertrubado Voltaje 2

estado Voltaje de la baterı́a SoC.
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Figura 3.10: Gráfica de la variable perturbada de estado de carga
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Figura 3.11: Gráfica del estado perturbado Voltaje en circuito abierto
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Figura 3.12: Gráfica de la salida perturbada de Voltaje de la baterı́a



Capı́tulo 4

4. Analisis Comparativo del desempeño de
los filtros EKF y EnKF

Los filtros motivos de estudio en el presente trabajo son: EL Filtro Extendido

de Kalman (EKF, de sus siglas en ingles) y el Filtro de Kalman de Ensamble

(EnKF). La comparación consiste en determinar gráficamente y cualitativamen-

te el grado de precisión al momento de reconstruir los valores verdaderos de

los estados del sistema y de las salidas del sistema.

4.1. Implementación del Filtro Extendido de Kal-

man

El problema de estimación del estado de carga de la baterı́a es un

problema no lineal, donde podemos separar el problema ya que la

ecuación de estados del modelo ?? es una ecuación lineal y por lo
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tanto las matrices A y B son matrices estáticas porque sus valores

no cambian a lo largo de la simulación. Por otro lado, las matrices C

y B las cuales relacionan los estados y entradas con las salidas son

matrices dinámicas lo que significa que cambian en cada instante de

tiempo ∆T . La definición de las matrices empleadas en el filtro de

Kalman es presentada a continuación:

%s t a t i c mat r i x d e f i n i t i o n s

A=[ ( − (1 / (R1∗C1) ) ∗ DeltaT +1) 0 0 ;

0 ( − (1 / (R2∗C2) ) ∗ DeltaT +1) 0 ;

0 0 1 ] ;

B=[ DeltaT /C1 ;

DeltaT /C2 ;

−n∗DeltaT ] ;

%I d e n t i t y mat r i x f o r e r r o r covar iance update

Id =[1 0 0 ;

0 1 0;

0 0 1 ] ;

%process noise mat r i x Q

Q=[1 0 0;

0 1 0;

0 0 1 ] ;

R=0.01;

Pk=Q;

La implementación del filtro extendido de Kalman involucra dos fases,

la fase de pronóstico y la fase de análisis. En el siguiente código

presentamos el desarrollo del filtro de Kalman no lineal.

for t =2: Nsteps

im = i ( t ) ;

%−−−p r e d i c t i o n step−−−−−−

% obta in a p r i o r i s ta tes
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x ( : , t )=A∗x ( : , t −1)+B∗ im ;

Pk=A∗Pk∗A’+Q;

%−−−update s ta te−−−−−−−−

Ck=[1 1 (7∗a1∗x (3 , t ) ˆ6+6∗a2∗x (3 , t ) ˆ5+5∗a3∗x (3 , t ) ˆ 4 + . . .

4∗a4∗x (3 , t ) ˆ3+3∗a5∗x (3 , t ) ˆ2+2∗a6∗x (3 , t )+a7 ) ] ;

Kalman=Pk∗Ck ’ / ( Ck∗Pk∗Ck’+R) ;

em0( t )=a1∗x (3 , t ) ˆ7+ a2∗x (3 , t ) ˆ6+ a3∗x (3 , t ) ˆ5+ a4∗x (3 , t ) ˆ 4 + . . .

a5∗x (3 , t ) ˆ3+ a6∗x (3 , t ) ˆ2+ a7∗x (3 , t )+a8 ;

vm0( t )= x (1 , t )+ x (2 , t )+em0( t )+ im∗R0;

x=x+Kalman ∗ ( v0 ( t )−vm0( t ) ) ;

Pk=( Id−Kalman∗Ck)∗Pk ;

end

A continuación, se presentan los resultados gráficos de la aplicación

del filtro de Kalman en la estimación de los estados verdaderos y la

salida del sistema. La figura 4.1 muestra la estimaión de la variable

de estado V1.
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Figura 4.1: Gráfica del estado estimado Voltaje 1

La figura 4.2 muestra el comportamiento de la variable de estado V2.
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Figura 4.2: Gráfica del estado estimado Voltaje 2

La figura 4.3 muestra el comportamiento de la variable de estado de

carga de la baterı́a SoC.
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Figura 4.3: Gráfica de la variable estimada estado de carga

La figura 4.4 muestra el comportamiento de la variable Voltaje en

circuito abierto SoC.

La figura 4.5 muestra el comportamiento de la variable de estado
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Figura 4.4: Gráfica del estado estimado Voltaje en circuito abierto

Voltaje de la baterı́a SoC.
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Figura 4.5: Gráfica del estado estimado Voltaje de la baterı́a
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4.2. Implementación del filtro de Kalman de en-

samble de partı́culas

El filtro de Kalman de ensamble es un filtro particularmente diferen-

te al EKF, básicamente el filtro de Kalman de ensamble es un filtro

que trabaja con muestras, dichas muestras son obtenidas a través

de la perturbación de los estados, entradas, parámetros, salidas. En

el código siguiente podemos apreciar la generación de las muestras

luego de correr el modelo.

for t =2: Nsteps

im= i ( t ) ;

for i i =1:Nensem

% Define parameters values

a1=8.4073 + nparam∗8.4073∗ randn ;

a2=−19.892 + nparam∗−19.892∗randn ;

a3=11.497+ nparam∗11.497∗ randn ;

a4=4.161+ nparam∗4.161∗ randn ;

a5=−4.5533+ nparam∗−4.5533∗randn ;

a6=0.34365+ nparam∗0.34365∗randn ;

a7=0.64685+ nparam∗0.64685∗randn ;

a8=3.5017+ nparam∗3.5017∗ randn ;

R0=0.0013+ nparam∗0.0013∗ randn ;

R1=0.0042+ nparam∗0.0042∗ randn ;

R2=0.0024+ nparam∗0.0024∗ randn ;

C1=17111+ nparam∗17111∗randn ;

C2=440.54+ nparam∗440.54∗ randn ;

n=1/(3600∗40)+ nparam∗1/(3600∗40)∗ randn ;

% States equat ion

xens1 ( t , i i ) = ((−DeltaT / ( R1∗C1) )+1 )∗ xens1 ( t −1, i i ) + . . .

( DeltaT /C1)∗ im ;
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xens1 ( t , i i ) = xens1 ( t , i i ) + ns ta tes ∗xens1 ( t , i i )∗ randn ;

xens2 ( t , i i ) = ((−DeltaT / ( R2∗C2) )+1 )∗ xens2 ( t −1, i i ) + . . .

( DeltaT /C2)∗ im ;

xens2 ( t , i i ) = xens2 ( t , i i ) + ns ta tes ∗xens2 ( t , i i )∗ randn ;

xens3 ( t , i i ) = xens3 ( t −1, i i ) − ( n∗DeltaT )∗ im ;

xens3 ( t , i i ) = xens3 ( t , i i ) + ns ta tes ∗xens3 ( t , i i )∗ randn ;

% output equat ion

ens0 ( t , i i ) = a1∗xens3 ( t , i i ) ˆ7+ a2∗xens3 ( t , i i ) ˆ6+ a3∗xens3 ( t , i i ) ˆ 5 + . . .

a4∗xens3 ( t , i i ) ˆ4+ a5∗xens3 ( t , i i ) ˆ3+ a6∗xens3 ( t , i i ) ˆ 2 + . . .

a7∗xens3 ( t , i i )+a8 ;

yens1 ( t , i i ) = xens1 ( t , i i )+ xens2 ( t , i i )+ ens0 ( t , i i )+ im∗R0;

yens1 ( t , i i ) = yens1 ( t , i i )+nmeas∗yens1 ( t , i i )∗ randn ;

end

Las ecuaciones de Kalman en la fase de análisis son ecuaciones que

aproximan la solución real, es por esto que se emplean métodos de

Monte Carlo en la aproximación. En el siguiente código se aprecia la

implementación del filtro no lineal.

xens = [ xens1 ( t , : ) ; xens2 ( t , : ) ; xens3 ( t , : ) ] ;

yens = yens1 ( t , : ) ;

tempPP = mean( xens , 2 ) ;

tempP = tempPP∗ones (1 ,Nensem ) ;

tempP = tempP − xens ; %<= ensemble s ta te e r r o r

tempPPy = mean( yens ) ;

tempPy = yens − tempPPy ; %<= observa t ion e r r o r

P i n i = ( 1 / ( Nensem−1))∗ ( tempP∗tempP ’ ) ;

%P i n i = [ varS1 obs 0; 0 varS2 obs ] ;

P x y i n i = ( 1 / ( Nensem−1))∗ ( tempP∗tempPy ’ ) ;

P y y i n i = ( 1 / ( Nensem−1))∗ ( tempPy∗tempPy ’ ) ;

Y vec = v0 + nsubrogate .∗ randn ( Nsteps , 1 ) . ∗ v0 ;

K gain = P x y i n i / ( P y y i n i + Rens ) ;

xens = xens + K gain ∗ (mean( yens ) − Y vec ( t ) ) ;
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XENS( : , t ) = mean( xens , 2 ) ;

YENS( t ) = mean( yens ) ;

ENS0( t ) = mean( ens0 ( t , : ) ) ;

end

A continuación, se presentan los resultados gráficos de la aplicación

del filtro de Kalman en la estimación de los estados verdaderos y la

salida del sistema. La figura 4.6 muestra la estimación de la variable

de estado V1.
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Figura 4.6: Gráfica del estado estimado por el filtro EnKF del Voltaje 1

La figura 4.7 muestra el comportamiento de la variable de estado V2.

La figura 4.8 muestra el comportamiento de la variable de estado de

carga de la baterı́a SoC.

La figura 4.9 muestra el comportamiento de la variable Voltaje en

circuito abierto SoC.

La figura 4.10 muestra el comportamiento de la variable de estado

Voltaje de la baterı́a SoC.
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Figura 4.7: Gráfica del estado estimado por el filtro EnKF del Voltaje 2
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Figura 4.8: Gráfica de la variable estimada por el filtro EnKF del estado de carga

4.3. Análisis Comparativo

De los resultados mostrados en las secciones anteriores se apre-

cia gráficamente que ambos filtros convergen y tienden a estimar los

valores verdaderos. En esta sección realizamos una comparación vi-
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Figura 4.9: Gráfica del estado estimado por el filtro EnKF del Voltaje en circuito abierto
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Figura 4.10: Gráfica del estado estimado por el filtro EnKF del Voltaje de la baterı́a

sual y a través de una métrica como es el valor del Root Mean Square

Error para determinar el desempeño de los filtros chequeando este

error.

La figura 4.11 muestra la comparación gráfica de la estimación de la

variable de estado V1.

La figura 4.12 muestra la comparación gráfica de la estimación de la
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Figura 4.11: Gráfica de la estimación EKF y EnKF del Voltaje 1

variable de estado V2.
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Figura 4.12: Gráfica de la estimación EKF y EnKF del Voltaje 2

La figura 4.13 muestra la comparación gráfica de la estimación de la

variable de estado de carga de la baterı́a SoC.

La figura 4.14 muestra la comparación gráfica de la estimación de la

variable Voltaje en circuito abierto SoC.
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Figura 4.13: Gráfica de la estimación EKF y EnKF del estado de carga
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Figura 4.14: Gráfica de la estimación EKF y EnKF del Voltaje en circuito abierto

La figura 4.15 muestra el comportamiento de la variable de estado

Voltaje de la baterı́a SoC.

Como podemos apreciar gráficamente el desempeño del filtro EnKF

es mucho mejor con respecto al desempeño del filtro EKF, el error

de estimación a traves del indicador RMSE es presentado en la tabla
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Figura 4.15: Gráfica de la estimación EKF y EnKF del Voltaje de la baterı́a

Tabla 4.1: Variables del modelo.

Estado RMSE EKF RMSE EnKF
V1 9,8× 10−2 6,1× 10−2

V2 4,7× 10−2 3,7× 10−2

E0 4,0 3,9
SoC 5,6× 10−2 3,2× 10−2

V0 3,9 2,2× 10−2

4.1.



Conclusiones

CONCLUSIONES

1) Se discretizó e implementó el modelo de una baterı́a de Lithium-

ion donde el modelo está centrado en la descripción de la relación

nolineal que existe entre el voltaje en los terminales en circuito

abierto y el estado de carga de la baterı́a. Los resultados mues-

tran un comportamiento apropiado del modelo discreto empleado,

el cual está basado en el metodo de Euler. Luego, se generaron

mediciones como resultado de un experimento sintetico.

2) En el presente trabajo se encontraron las matrices Jacobianas ne-

cesarias para poder implementar el filtro extendido de Kalman. Se

implementó el filtro extendido de Kalman en tiempo discreto y los

resultados muestran que la estimación es apropiado sin embargo

contiene un error significativo.

3) Una de las ventajas de emplear filtros aproximados como el fil-

tro de Kalman de ensamble de partı́culas es la aproximación de

las matrices que se necesitan para el cálculo de la ganacia de

Kalman. Una desventaje del filtro EnKF es la dependencia de un

número determinado de muestras/partı́culas para obtener aproxi-

maciones apropiadas. En el presente trabajo el filtro EnKF mues-
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tra un mejor desempeño en comparación del desempeño del filtro

EKF.

4) La conclusión más importante del presente trabajo es reportar a

la comunidad cientı́fica el eficiencia del filtro EnKF y su precisión

con respecto al desempeño del filtro EnKF.

5) Es importante tomar en consideración la mayor carga computacio-

nal del filtro EnKF debido a su dependencia de la generación de

muestras aleatorias. En el presente trabajo, la aproximación al va-

lor óptimo es muy buena y la demanada computacional es margi-

nal con respecto a la mejor precisión. Lo último es validado tanto

de manera gráfica como a traves del análisis del error de estima-

ción.
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