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RESUMEN 

Según la información obtenida por el ministerio de salud pública del Ecuador, 
actualmente existen 215000 personas que tienen una discapacidad física de cualquier 
índole y el mayor porcentaje (46,54%) de este grupo, corresponde a edades entre 36 
y 64 años, quienes al hacer uso de una silla de ruedas requieren la ayuda de terceros 
con el fin de cumplir sus rutinas diarias.  

En este trabajo, se desarrolló una comparativa de dos controladores borrosos en una 
silla de ruedas eléctrica jazzy jet 3, con el objetivo de verificar su eficacia en la evasión 
obstáculos y escalones, brindándole autonomía a los usuarios e independencia de 
terceros. Primero, se derivaron las ecuaciones del movimiento de una silla de ruedas 
eléctrica por el enfoque lagrangiano para obtener su respuesta dinámica y estimar el 
tiempo de llegada al obstáculo que se deseó evadir. Luego, por medio de la dinámica 
de sistemas multicuerpo, se modeló el conjunto de cuerpos rígidos que conforman a 
la silla de ruedas eléctrica utilizada en este trabajo con sus juntas respectivas que 
describen su movimiento real. Los programas utilizados para realizar las simulaciones 
del análisis de su respuesta dinámica por ambos enfoques fue Matlab y Simscape, 
respectivamente. Una vez obtenido el tiempo de respuesta en las simulaciones, se 
procedió con el desarrollo de dos controladores (controlador 1 y controlador 2) por el 
método de la lógica borrosa con el sistema de inferencia Mamdani para su 
implementación en la silla de ruedas eléctrica, con el fin de optimizar recursos 
computacionales en diseño de la planeación de la silla de ruedas eléctrica.  Los 
materiales utilizados para la implementación del control borroso fueron una tarjeta 
Arduino Mega 2560, ocho sensores ultrasónicos HC-SR04, cables de conexión de 40 
cm de largo para los puertos digitales, dos servos motores MG 995, un mecanismo 

impreso en material ácido poliláctico y una fuente externa de voltaje de 7,2 Voltios. 

 El controlador borroso 1 contó con 32 reglas borrosas y el controlador borroso 2 contó 
con 161 reglas borrosas, siendo más eficiente en recursos computacionales el 
controlador borroso 1 quien requirió el 60,4% de su capacidad de memoria interna de 
la tarjeta Arduino en comparación con el controlador borroso 2 quien usó el 80,4% de 
su memoria interna, sin embargo, ambos controladores cumplieron con el objetivo 
deseado en este trabajo que fue la evasión de obstáculos en la planeación de una 
silla de ruedas eléctrica. 

Palabras clave: Lógica borrosa, control borroso, recursos computacionales, 

eficiencia. 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

ABSTRACT 

According to the public health ministry from Ecuador currently, there are 215000 
people who have a physical disability from any degree and the greatest percentage 
from this group (46,54%), belongs to ages from 36 and 64, whom using a wheelchair 
need help from a third person to accomplish their daily activities. 

In this work, a comparative between two fuzzy controllers were developed using an 
electric wheelchair Jazzy jet 3 model, giving autonomy and independency to the users 
from third people with the aim to verify its efficacy avoiding obstacles and step stairs. 
First, using the lagrangian approach, the movement equations to obtain its Dynamic 
response and determine the arrive time to the goal were developed. Then, using the 
multibody dynamics approach, all the rigid bodies which are part from the electric 
wheelchair were designed with their joints which describe its motion. The programs 
used in this work to simulate the movement Dynamic response by the two approaches 
were Matlab and Simscape, respectively. Once the time response was obtained in the 
simulations, two fuzzy logic controllers (controller 1 and controller 2) were developed 
by using the fuzzy logic and inference Mamdani method to perform the planning motion 
of the electric wheelchair avoiding obstacles and step stairs with the aim to optimize 
Computational resources. The materials used to accomplish the progress and 
implementation of the fuzzy logic control were an arduino mega 2560 board, eight 
ultrasonic sensors HC-SR04, conection cables of 40 cm lenght for digital ports, two 
servo motors MG 995, a 3D mechanism polylactic acid material print and an external 
7,2 voltage source. 

The controller 1 had 32 fuzzy rules and the controller 2 had 161 fuzzy rules, being 
more efficiency in Computational resources the controller 1 which required only its 
60,4% from the arduino board internal memory compared with the controller 2 wich 
required its 80,4% from the arduino board internal memory, neverthless, both 
controllers accomplished the goal from this work which was avoiding obstacles in the 

planning motion of the electric wheelchair. 

Keywords: Fuzzy logic, fuzzy control, Computational resources, efficiency. 
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SIMBOLOGÍA 

𝑥  Posición de la silla de ruedas eléctrica en dicha dirección. 

𝑥̇  Rapidez del centro de masa de la silla de ruedas en dicha dirección. 
𝑥̈  Aceleración del centro de masa de la silla de ruedas en dicha dirección. 

𝑦  Posición de la silla de ruedas eléctrica en dicha dirección. 
𝑦̇  Rapidez del centro de masa de la silla de ruedas en dicha dirección. 

𝑦̈  Aceleración del centro de masa de la silla de ruedas en dicha dirección. 
𝜃  Posición angular del centro de masa de la silla de rueda. 

𝜃̇  Rapidez angular del centro de masa de la silla de ruedas. 

𝜃̈  Aceleración angular del centro de masa de la silla de ruedas. 
𝜙1                   Posición angular del centro de la rueda delantera derecha. 

𝜙̇1                   Rapidez angular del centro de la rueda delantera derecha. 

𝜙̈1                  Aceleración angular del centro de la rueda delantera derecha. 
𝜙2                  Posición angular del centro de la rueda delantera izquierda. 

𝜙2̇                  Rapidez angular del centro de la rueda delantera izquierda. 

𝜙̈2                  Aceleración angular del centro de la rueda delantera izquierda. 

𝑚𝑇                 Masa total de la silla de ruedas eléctrica. 

𝑚𝐵                 Masa del chasís de la silla de ruedas eléctrica. 

𝜌                   Radio de las llantas delanteras de la silla de ruedas eléctrica. 

𝑑                   Distancia desde el centro de la línea que une las ruedas delanteras.    

𝑊                  Ancho de la silla de ruedas eléctrica. 

𝜆             Multiplicadores de Lagrange debido a restricciones no holonómicas. 

𝐼𝑦𝑦
𝑏             Momento de inercia de las llantas delanteras con respecto al eje 𝑦. 

𝐼𝑥𝑥                 Momento de inercia del escenario de trabajo con respecto al eje x. 

𝐼𝑦𝑦                 Momento de inercia del escenario de trabajo con respecto al eje y. 

𝐼𝑧𝑧                 Momento de inercia del escenario de trabajo con respecto al eje z. 

𝜏1                  Torque aplicado a la llanta delantera derecha. 

𝜏2                  Torque aplicado a la llanta delantera izquierda. 

𝑤𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎           Rapidez angular de cada rueda de la silla de ruedas eléctrica. 

𝛼𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎            Aceleración angular de cada rueda de la silla de ruedas eléctrica. 

𝑡                          Tiempo. 

𝑐𝑏                        Coeficiente de amortiguamiento. 



 
 

 

 

𝑘𝑏                         Coeficiente de rigidez. 

𝑇𝐶                         Tiempo de colisión.     
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CAPÍTULO 1 

1. Introducción 

Actualmente, la vigencia de un modelo de inclusión y derechos humanos define a la 
discapacidad como un concepto que evoluciona y que resulta de la interacción entre 
las personas con deficiencias, de las barreras debidas a la actitud y al entorno que 
evitan su participación plena y efectiva en la sociedad, en igualdad de condiciones 
con los demás (CONADIS, 2013).  

La información que registra el banco mundial, indica que el 15% de la población en el 
mundo, es decir, aproximadamente 1000 millones de personas vive con una 
discapacidad, del cual, el 80% vive en países en vías de desarrollo. Por otra parte, a 
nivel local, la información que presenta el ministerio de salud pública del Ecuador, 
indica que actualmente existen 215000 personas con un tipo de discapacidad física y 
el mayor porcentaje (46,54%) de este grupo corresponde a edades entre 36 y 64 años. 
Dentro de este panorama, con el fin de guiar hacia una mejor calidad de vida tanto de 
personas adultas como discapacitadas, el enfoque debe estar orientado hacia 
tecnologías asistentes definidas como recursos técnicos que contribuyen a mejorar el 
desempeño en las rutinas diarias de este grupo de personas en el que su uso se ha 
vuelto un reto importante debido a discapacidades físicas, cognitivas y sensoriales 
(Amouri et al., 2019). Además, la tendencia en el crecimiento de personas 
discapacitadas o de tercera edad, ha motivado a un extenso diseño y avances en este 
tipo de transporte como una necesidad esencial (Abdul Ghani & Tokhi, 2016). En años 

recientes, los investigadores cada vez más están interesados en el campo de la 
rehabilitación en donde la tecnología asistente es un área emergente de estudio con 
el fin de reforzar y mejorar la habilidad de las personas discapacitadas o mayores de 
edad para que puedan realizar sus actividades diarias (Chatterjee & Roy, 2021).  

Las personas con restricciones funcionales las cuales cuentan con un grado de 
discapacidad, deficiencia o condición discapacitante, se enfrentan a un amplio 
espectro de dificultades y debilidades importantes que afectan a su independencia, 
autonomía, seguridad, plena integración social e igualdad de oportunidades. Es por 
ello, que los sistemas de transporte es una de las principales manifestaciones para 
su uso. Un sistema de transporte es una serie de elementos relacionados entre sí que 
permiten movilizar personas o cargas desde un punto geográfico a otro. Los sistemas 
de transporte deben tener en cuenta qué necesidades requieren las personas con 
movilidad reducida debido a una discapacidad física, sensorial o cognitiva, o cualquier 
otra causa a la hora de hacer uso del sistema de transporte y cuya situación requiera 
de ayuda externa con carácter especial. Un ejemplo particular es el correcto uso de 
un dispositivo auxiliar de embarque como es el caso de las sillas de ruedas eléctricas 
o manuales (INEN, 2015). 
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Figura 1.1. Secuencia en el uso de un medio de transporte 

Fuente: INEN, 2015 

 

Figura 1.2. Clasificación de personas con discapacidad física según su edad 

 Fuente: Consejo Nacional para la Igualdad de Discapacidades 

Existe una gran variedad de enfermedades que afectan a la salud de las personas 
discapacitadas, las cuales vienen acompañadas de una discapacidad física. Para el 
caso de personas con problemas cerebro – vasculares, la movilidad es uno de los 
retos con los que se tienen que enfrentar y una silla de ruedas se vuelve parcialmente 
independiente con la característica de que le permite realizar sus actividades 
diarias(Al-qaysi et al., 2018). Según (Feng et al., 2021), enfermedades degenerativas 
como las cardiovasculares aumentan debido al uso de sillas de ruedas manuales. 
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Parálisis, es uno de los problemas más grandes en el que una persona discapacitada 
requiere necesariamente el uso de una silla de ruedas (Madona et al., 2020) y su 
seguridad es uno de los factores más importantes en el que las tradicionales sillas de 
ruedas eléctricas son usadas vía joystick (Baklouti et al., 2017). (Selph et al., 2021) 
indica que aproximadamente el 45% de pacientes con múltiple esclerosis tienen 
dificultades para realizar movimientos después de haberse hecho un diagnóstico 
médico y casi todos tienen problemas de movilidad después de 10 años. Así mismo 
dependiendo del nivel y grado de lesión en personas con problemas en la médula 
espinal, estas requieren del uso de una silla de ruedas. Según (Jordan et al., 2018) 
aproximadamente, entre el 33 al 62% de individuos que hacen el uso de una silla de 
ruedas manual padecen de patologías en el hombro debido a los movimientos 
restrictivos que se producen. (Travlos et al., 2017) indica que desórdenes 
neuromusculares son enfermedades raras adquiridas genéticamente las cuales 
causan una debilidad severa en el músculo; atrofia muscular espinal de tipo II y 
distrofia muscular de duchenne son los ejemplos más comunes que aparecen a 
temprana edad en la niñez y adolescencia, por tanto, se ven en la necesidad del uso 
de una silla de ruedas eléctrica. 

 En la actualidad, la conexión entre el campo de la robótica y la implementación de 
estas tecnologías en las sillas de ruedas cada vez se vuelve más fuerte, proponiendo 
frecuentemente nuevos sistemas de control para brindar seguridad y autonomía a los 
usuarios, como lo es el caso para detección de obstáculos catalogados como rampas 
en el que el diseño de controladores para brindar seguridad a estos dispositivos es 
implementado (Wu et al., 2018). Así mismo el diseño de algoritmos por redes 
neuronales para entrenar los comportamientos de la silla de ruedas brindan mejor 
precisión en la respuesta al movimiento debido a la técnica por retroalimentación de 
la red (Sharifuddin et al., 2020). (Lei et al., 2022) propone un modelo basado en el 
diagrama de Voronoi para predecir que trayectoria es la más ideal en ausencia de 
obstáculos para aquellas personas que tienen dificultades en manipular sus manos. 
(Pu et al., 2018) propone una red de sensores de bajo costo implementada en una 
silla de ruedas eléctrica con el fin de evitar obstáculos y sugerir que trayectoria es la 
más segura. (Aina et al., 2022) propone un sistema de control por voz para ejecutar 
el movimiento de la silla de ruedas además de tener acoplado un detector de 
pulsaciones cardiacas para monitorear el estado de salud del usuario.(Patthanajitsilp 
& Chongstitvatana, 2022) propone un sistema de control para evitar obstáculos usando 

una cámara de un teléfono celular el cual logra dar alertas ante colisiones con una 
precisión del 90%. Por los ejemplos citados previamente en el que se brindan 
soluciones eficientes y tecnológicas en estos dispositivos, genera motivación 
implementar un sistema de control inteligente para evitar obstáculos en sillas de 
ruedas eléctricas para personas discapacitadas en el Ecuador. 

Uno de los métodos vigentes que permiten con gran facilidad resolver sistemas no 
lineales y altamente complejos como los citados en el párrafo anterior, es la lógica 
borrosa. Permite manipular datos imprecisos y transformarlos en variables de decisión 
con el fin de controlar el sistema no lineal en cuestión. Es una técnica que permite 
vincular la experticia del conocimiento humano para lidiar con la imprecisión o 

incertidumbre (Masmoudi et al., 2016) 



4 
 

 

 

1.1. Problemática 

Actualmente en el Ecuador, siendo un país en vías de desarrollo, no se cuenta con la 
implementación de tecnologías asistentes en sillas de ruedas tanto manuales como 
eléctricas para evitar obstáculos lo que no les permite incorporarse plenamente en la 
sociedad, lo que ocasiona que sea un grupo categorizado con un nivel bajo de 
inclusión social. La mayor parte de este grupo de personas no cuenta con un 
dispositivo para poder movilizarse de un lugar a otro y para aquellos que cuentan con 
una silla de ruedas, estas son manuales o bien hace uso de andadores. Por esta 
razón, este trabajo de investigación rige en proponer soluciones eficaces, innovadoras 
y accesibles a este grupo de personas para que puedan realizar sus actividades 
diarias quienes que no cuentan y tampoco tienen acceso a este tipo de dispositivos 
para su movilización.  

1.2. Justificación 

Actualmente, según la literatura, en el Ecuador no se han evidenciado aplicaciones 
de lógica difusa en el campo de la tecnología asistente y sus aplicaciones están 
presentes en diferentes campos del conocimiento por su capacidad de tratar 
problemas complejos y altamente no lineales. Esto se debe a que este enfoque puede 
procesar grandes cantidades de señales de entrada con características incompletas 
e inciertas, por ende, los sistemas de control difuso pueden proveer un sistema de 
navegación automático similar al estilo del pensamiento de los humanos (Kahraman 
et al., 2020). En este trabajo se propone un sistema de control borroso para la 
planeación del movimiento de una silla de ruedas eléctrica usando lógica difusa con 
el fin de mejorar la movilidad de personas que tienen una discapacidad física y 
requieran el uso de este dispositivo para realizar sus rutinas diarias con 
independencia de terceros. La implementación de este control borroso les permitirá 
desplazarse de un lugar a otro evitando obstáculos de una forma autónoma. Las sillas 
de ruedas eléctricas han hecho una mejora significativa en las vidas de las personas 
discapacitadas debido a que les ha dado libertad para desarrollar sus actividades sin 
la dependencia de otras personas, sin embargo, con el paso del tiempo, este grupo 
de personas en su mayoría ha empezado a quejarse acerca de la limitación de 
algunas sillas de ruedas eléctricas (Abdeselem et al., 2021). Es bien conocido que las 
sillas de ruedas se han vuelto una importante vía de facilidad para las personas 
discapacitadas como son aquellas mayores de edad en la sociedad. Está comprobado 
que el uso de una silla de ruedas en términos de movilidad es más eficiente que 
caminar para este grupo de personas (Ahmad et al., 2011). El número de personas 
que usan sillas de ruedas eléctricas ha aumentado en las últimas décadas de acuerdo 
con el reporte mundial sobre la discapacidad; este equipo puede acompañar a una 

persona discapacitada tanto a corto como largo plazo (Maatoug et al., 2019). 

1.3. Objetivo General 

Diseñar un modelo analítico y orientado a objetos mediante la mecánica 
Lagrangiana para la planeación y control inteligente del movimiento de una silla de 
ruedas. 
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1.4. Objetivos Específicos 

- Desarrollar un modelo analítico aplicando mecánica Lagrangiana para la 
determinación de la respuesta dinámica de una silla de ruedas. 

- Diseñar un modelo orientado a objetos basado en la dinámica de Sistemas 
Multi cuerpos para el análisis dinámico de una silla de ruedas. 

- Implementar un sistema de control aplicando Lógica Difusa para la 
planeación de una silla de ruedas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 CAPÍTULO 2 

2. Revisión Literaria 
2.1. El uso de una silla de ruedas como medio de transporte 

Básicamente una silla de ruedas puede ser considerada como un cuerpo rígido en 
donde su asiento está permanentemente adherido a su marco, el cual previene 
cualquier ajuste en el cambio de su posición (Temich & Grzechca, 2016). La 
importancia de este dispositivo es ayudar a la comunidad correspondiente a la tercera 
edad y discapacitada para poder desplazarse de un lugar a otro con el fin de 
desarrollar sus actividades rutinarias en el día a día con la intención de que el 
porcentaje de independencia con terceros sea el mayor. Las consideraciones físicas 
el uso de este dispositivo corresponden a postura, fuerza, sensación, agudeza visual, 
percepción y eficiencia en su manejo (Chatterjee & Roy, 2021b).  

 

Figura 2.1. Silla de ruedas eléctrica 

Fuente: Jazzy Jet 3 Owner’s Manual 
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Figura 2.2. Silla de ruedas manual 

 Fuente: S – Ergo 100 Series Owner’s Manual 

En la actualidad las sillas de ruedas son utilizadas ampliamente de forma manual, lo 
que significa, que este grupo de personas no desea ocasionar contra tiempos o 
interrumpir a terceros para desarrollar sus labores (Madona et al., 2020). De igual 
forma, las sillas de ruedas manuales las cuales consisten en un mecanismo simple 
son utilizadas por grupos de personas discapacitadas que tienen gran movilidad en 
sus brazos y además son económicamente accesibles. Por otro lado, las sillas de 
ruedas motorizadas han sido desarrolladas para ayudar aquellos usuarios que 
necesitan desplazarse de un lugar a otro por medio de una fuente eléctrica (Choi et 
al., 2019). Aun así, existen sillas de ruedas eléctricas cuya fuente de energía es 
tomada de baterías Li-ion las cuales cada vez más son livianas y eficientes. 
Actualmente, fuentes de energía solar y celdas de combustible han tenido un gran 
interés por investigadores debido a su bajo peso e hibridación que permite recargarlas 
en menor tiempo (Morgado Ramirez et al., 2019). 

Hoy en día, las vidas de las personas cada vez más están involucradas con ciencia e 
innovación y con el desarrollo de la sociedad en el que los sistemas para el cuidado 
de la salud juegan un papel importante en sus vidas. La prolongación de vida en 
aquellas personas con enfermedades serias y agudas en crecimiento es un reto para 
el desarrollo de sistemas de cuidado para la salud en el mundo. Con la evolución de 
medios sensoriales, objetos y tecnológicos, la ‘salud inteligente’ está obteniendo 
considerable atención para la comunidad en el área de salud en general. Es así como 
se han desarrollado interfaces que están enfocadas directamente con la asistencia al 
usuario al momento de usar una silla de ruedas. Por ejemplo, sistemas de control 
vinculados con el cerebro se han vuelto de gran atracción a los investigadores debido 
a su conveniencia, bajo costo y fácil configuración (Abiyev et al., 2016). En la siguiente 
tabla se muestran algunos métodos de reconocimiento con el cuerpo humano para el 
uso de una silla de ruedas como medio de transporte, los cuales brindan confort al 
usuario, sin embargo, tienen sus desventajas (Ghorbel et al., 2019): 
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Tabla 1. 
Desventajas de algunos métodos de reconocimiento entre el usuario y la silla 
de ruedas eléctrica. 
 

Interfaz Hombre – Silla de ruedas 
eléctrica 

Desventajas 

Interfaz Cebro - Computadora Baja señal de razón de ruido, limitada 
frecuencia, tratamiento de señales 
complejas asociadas al cerebro, razón 
de errores entre el 30% y 40%. 

SnP (Soplo y Sorbo) La actividad de inhalar y exhalar es 
agotadora, los tubos utilizados para este 
método tienen que ser limpiados 
constantemente. 

Reconocimiento por voz Ruido provoca errores de 
reconocimiento por voz, sistema lento y 
agotador. 

Movimientos de Lengua Falta de estabilización del equipo con la 
cabeza, falta de confort. 

Movimientos de Cabeza Posibles accidentes cuando el usuario 
mueve su cabeza por intuición al mirar a 
su alrededor. 

Rastreo por Mirada Daño en los ojos debido al uso de Led 
InfraRojos. 

 

Fuente: Ghorbel et al., 2019 

2.2. Seguridad y limitantes en las sillas de ruedas eléctricas 

La seguridad de estos dispositivos es un factor muy importante, debido a que es 
conocido como el más popular en ayudar a personas para moverse con mayor 
facilidad respecto a otros, en el cual, la presencia de obstáculos es básicamente su 
principal característica para solucionar, reduciendo la complejidad en la navegación 
en donde las sillas de ruedas eléctricas tradicionales son comúnmente controladas 
por medio de un joystick (Baklouti et al., 2017). Algunas investigaciones en el campo 
de la robótica con aplicaciones en sillas de ruedas eléctricas están asociadas con 
personas que tienen enfermedades degenerativas en el corazón, por ende, en dichos 
casos, las sillas de ruedas manuales deben evitarse (Feng et al., 2021). Existen sillas 
de ruedas eléctricas automatizadas que pueden ser guiadas por un sistema de 
implementación por voz el cual facilita las condiciones de confort en el que deseen 
realizar sus actividades (Yunior & Kusrini, 2018). Otro aspecto importante en el que 
se han diseñado sistemas de control para evadir obstáculos es el de huecos o rampas. 
La mayoría de las investigaciones acerca de seguridad en rampas y huecos 
solamente son consideradas cuando la silla de ruedas está en un entorno que tiene 
superficies con distintos grados de inclinación (Wu et al., 2018). 
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2.3. Uso de la mecánica lagrangiana y dinámica de sistemas multicuerpo 
en sistemas mecánicos 

Desarrollar soluciones eficientes parar mejorar la planeación en el uso de una silla de 
ruedas, es teniendo en cuenta su modelo dinámico. Un enfoque alternativo a las 
ecuaciones de movimiento derivadas por métodos newtonianos es la mecánica 
lagrangiana. Debido a que las aplicaciones por medio de las leyes de newton 
conllevan al uso de fuerzas dinámicas, resolver sus ecuaciones de movimiento se 
vuelven extremadamente difíciles por lo que, el enfoque lagrangiano es más accesible 
a resolver estos problemas mecánicos. Además de evitar grandes dificultades en 
integrar dichos sistemas, por medio de las ecuaciones de lagrange se pueden obtener 
ecuaciones de movimiento de forma estándar.  

Este enfoque conlleva al uso de coordenadas generalizadas, es decir, variables 
independientes que generalizan la posición de un sistema mecánico. Por otro lado, 
estos sistemas están bajo restricciones las cuales caracterizan su comportamiento y 
se clasifican en holonómicas y no holonómicas. Las restricciones holonómicas 
dependen esencialmente de la posición del sistema mientras que las restricciones no 
holonómicas están expresadas en términos de razones de cambio con respecto al 
tiempo y no pueden ser integradas, caso contrario se tendría una restricción 
holonómica. Teniendo en cuenta estas definiciones y utilizando el principio de 
D’Alambert en conjunto con el trabajo virtual, a partir de la siguiente expresión: 

∑ (𝐹⃗𝑖 − 𝑝̇𝑖) ∙𝑁
𝑖=1 𝛿𝑟𝑖 = 0  (Ecuación 1) 

La cual toma en cuenta las fuerzas aplicadas 𝐹⃗𝑖, la razon de cambio del momento 

lineal  𝑝̇𝑖  en un desplazamiento virtual 𝛿𝑟𝑖 actuando sobre una particula, se puede 
llegar a la expresión final que caracteriza el enfoque Lagrangiano: 

𝐿 = 𝑇 − 𝑉  (Ecuación 2) 

En donde 𝐿 es el Lagrangiano, 𝑇 es la energía cinética y 𝑉 es la energía potencial del 
sistema mecánico. 

Los sistemas rígidos se caracterizan por una serie de cuerpos, los cuales, por el hecho 
de tener masa, tienen inercia y su tendencia de rotación debido a un ente externo se 
puede modelar por medio de la dinámica de sistemas multi cuerpo, en el que sus 
conexiones se definen por el tipo de junta presente. Las posiciones de cada cuerpo 
rígido están caracterizadas por tener un marco de referencia en el que su siguiente 
posición está determinada por una matriz de rotación.  
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Figura 2.3. Mecanismo Cerrado 

 Fuente: Robert L. Norton, Diseño de Maquinaria 

De forma general, la aplicación de la mecánica lagrangiana en sistemas de cuerpos 

rígidos se puede expresar mediante la forma: 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑞̇𝑖
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖  (Ecuación 3) 

En donde 𝑇, 𝑄𝑖, 𝑞𝑖, 𝑞̇𝑖 representan, energía cinética, fuerzas generalizadas, 
coordenadas generalizadas y la razón de cambio con respecto al tiempo de dichas 
coordenadas generalizadas, respectivamente.  

En la actualidad, en el Ecuador no se ha evidenciado investigaciones en modelos 
dinámicos sobre sillas de ruedas eléctricas ni manuales ya que la función de los 
organismos públicos hacia las personas con discapacidades físicas es proveer los 
dispositivos para su uso, con el fin de reducir su dependencia de terceros, mas no, 
realizar mejoras significativas en ellos. 

2.4. Plataformas de programación vigentes para simular respuestas 
dinámicas. 

Actualmente, existe una variedad de programas que sirven para simular el movimiento 
de diferentes sistemas mecánicos con el fin de idealizar diferentes escenarios en la 
vida real. Por lo general, una comparativa entre estas simulaciones y pruebas 
experimentales ayudan a estimar la eficiencia de las implementaciones de nuevos 
sistemas acoplados a los que se tiene en primera instancia. Proponer nuevas 
alternativas para mejorar la respuesta de diferentes sistemas mecánicos mediante 
plataformas de programación es el objetivo de muchas investigaciones con el fin de 
brindar nuevas soluciones innovadoras hacia un mejor estilo de vida. Para el caso de 
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la ingeniería mecánica, MSC Adams, Matlab, V-REP, Gazebo entre otros, son 
alternativas para simular respuestas dinámicas de distintos sistemas mecánicos. Para 
el caso de este trabajo de investigación, se utilizó la plataforma de programación 
Matlab con una extensión llamada Simscape para analizar la comparativa con 
pruebas experimentales realizadas en una silla de ruedas eléctrica. Matlab a 
diferencia de otras plataformas de programación para simular sistemas mecánicos, 
tiene la ventaja de contar con distintos paquetes que se pueden conectar a 
dispositivos como tarjetas de microcontroladores, lo cual permite además de simular 
respuestas de sistemas mecánicos e implementar físicamente sistemas de control 
con el fin de mejorar la eficiencia en la respuesta. 

2.5. Aplicaciones de lógica difusa en sillas de ruedas eléctricas en el 
Ecuador. 

En los inicios de la era industrial cuando se estaba implementando por primera vez 
distintos sistemas de control, uno de los controladores claves que se utilizaban era el 
proporcional – integral – derivativo. Durante este siglo diferentes métodos de control 
han sido propuestos para superar las limitaciones del controlador PID (Proporcional – 
Integral – Derivativo) (Zhang et al., 2019). Uno de los controladores más comunes 
para aplicaciones de sillas de ruedas eléctricas es el regular cuadrático lineal (Razali 
et al., 2019). Así mismo existe el óptimo control proporcional integral y control no 
lineal. Además, varios investigadores han propuesto el uso de lógica difusa, 
algoritmos genéticos, redes neuronales pero no han sido desarrollados en un nivel 
extenso (Ahmad et al., 2012). A medida que los métodos convencionales han sido 
superados por métodos de control novedosos, la lógica difusa gobierna y representa 
un papel sumamente importante en este tipo de aplicaciones. Es un método robusto 
de alta confianza, el cual supera incertidumbres en distintos entornos de análisis. 
Requiere una baja complejidad computacional comparada con otros esquemas (Rojas 
et al., 2018). La particularidad y una de las características más sobresalientes en la 
lógica difusa es la habilidad que tiene este método para tratar situaciones imprecisas 
y una gran variedad de sistemas complejos sin soluciones exactas (Lee et al., 2017).  

Como realidad nacional, en el Ecuador no se han evidenciado aplicaciones de lógica 
difusa en sillas de ruedas eléctricas, sin embargo, el consejo nacional para la igualdad 
de discapacidades fomenta la utilización de estos dispositivos y provee los medios 
para su adquisición, además de regular las condiciones para su uso tanto en espacios 
abiertos como cerrados. Toda persona que cuente con un grado de discapacidad 
física puede aplicar por medio de esta entidad para la obtención de una silla de ruedas 
manual más no una silla de ruedas eléctrica ya que actualmente el país no ha 
presentado un plan estratégico para la facilitación de este dispositivo.



 
 

 

 

 

CAPÍTULO 3 

3. Metodología  

La planeación de una silla de ruedas consiste en el camino que recorre según los 
requerimientos del usuario con el fin de cumplir sus rutinas diarias. Los fundamentos 
y principios que demuestran el comportamiento de una silla de ruedas eléctrica se 
componen de sus ecuaciones gobernantes y poder controlar el movimiento de dicho 
dispositivo mediante la metodología de la lógica borrosa es de carácter innovador y 
es uno de los objetivos de este trabajo. El desarrollo de este trabajo parte de un 
modelo general para poder obtener la respuesta dinámica de una silla de ruedas 
eléctrica en el que se considera la masa total del dispositivo, el cual se compone de 
sus accesorios principales como son el chasis y las llantas que están controladas por 
rotores independientes acoplados a cada una. Una vez obtenida la respuesta 
dinámica de la silla de ruedas mediante el uso de la mecánica lagrangiana se procedió 
a modelar la silla de ruedas eléctrica mediante el uso de la dinámica de sistemas multi 
cuerpo en donde cada elemento o accesorio que compone a la silla de ruedas 
eléctrica se puede modelar por juntas, y sus posiciones se encuentran determinadas 
por marcos de referencia y matrices de rotación. Finalmente, se procedió con el 
desarrollo e implementación del control borroso en la silla de ruedas eléctrica. Los 
detalles de los fundamentos matemáticos aplicados con sus ecuaciones, programas 
y materiales utilizados que sirvieron para la realización de este trabajo, se muestran 

a continuación. 

3.1. Modelo dinámico de una silla de ruedas eléctrica mediante enfoque 
lagrangiano. 

El modelo dinámico de una silla de ruedas eléctrica mediante el enfoque por mecánica 
lagrangiana permite obtener la respuesta dinámica del dispositivo por medio de 
expresiones cinemáticas que involucra la energía cinética de la silla de ruedas y la 
energía potencial que en este caso es constante. Los grados de libertad del sistema 
multi - cuerpo son determinados por medio de las restricciones holonómicas que 
intervienen en el esquema dinámico, sin embargo, para análisis de una silla de ruedas 
eléctrica también se involucran restricciones no holonómicas debido a las condiciones 
de rotación de las ruedas. Es así, que se obtienen en primer lugar, coordenadas 

generalizadas de la forma: 

𝑞⃗ = [𝑥 𝑦 𝜃 𝜙1 𝜙2]
𝑇     (Ecuación 4) 
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Figura 3.1. Coordenadas generalizadas involucradas en el análisis dinámico de 
la silla de ruedas eléctrica 

 Fuente: Autor 

En donde 𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜙1, 𝜙2 representan la posición en dicha dirección, la posición 
perpendicular a la dirección anterior, posición angular, posición angular de la rueda 
derecha y posición angular de la rueda izquierda, respectivamente.  

Aplicando las ecuaciones Euler – Lagrange con sus multiplicadores correspondientes 
debido a las restricciones no holonómicas que corresponden a las condiciones de no 
deslizamiento, se obtiene: 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇⃗⃗
] −

𝜕𝐿(𝑞⃗⃗,𝑞̇⃗⃗)

𝜕𝑞⃗⃗
− 𝐶(𝑞⃗)𝑇𝜆 = 𝑇⃗⃗ = [0 0 0 𝜏1 𝜏2]

𝑇  (Ecuación 5) 

En donde, 𝜏1 y 𝜏2 son los torques que se deben aplicar a las llantas delanteras al 
accionar el joystick de la silla de ruedas eléctrica el cual regula su movimiento. 
Reemplazando los términos correspondientes en la ecuación 2, se obtiene: 

𝑑

𝑑𝑡

[
 
 
 
 
 

𝑚𝑇𝑥̇ − 𝑚𝐵𝑑𝜃̇𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑚𝑇𝑦̇ + 𝑚𝐵𝑑𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐼𝑇𝜃̇ + 𝑚𝐵𝑑(𝑦̇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑥̇𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝐼𝑦𝑦
𝑏 𝜙̇1

𝐼𝑦𝑦
𝑏 𝜙2̇ ]

 
 
 
 
 

+ 𝑚𝐵𝑑𝜃̇

[
 
 
 
 

0
0

𝑦̇𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑥̇𝑐𝑜𝑠𝜃
0
0 ]

 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

0
𝜌/2

−𝜌/2

0
0
0

1
𝜌/2𝑊
𝜌/2𝑊]

 
 
 
 

[

𝜆1

𝜆2

𝜆3

] =

[
 
 
 
 
0
0
0
𝜏1

𝜏2]
 
 
 
 

  (Ecuación 6) 
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Este sistema de ecuaciones al ser derivado convierte las primeras derivadas en sus 

segundas derivadas, es decir, un campo de clase 𝐶2, funciones continuas y 
derivables. La nomenclatura de todos los símbolos utilizados se puede apreciar en la 
tabla 2. Con dichas restricciones, dicho sistema se puede expresar como: 

𝑀(𝑞⃗)𝑞̈⃗ + 𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) − 𝐶𝑇(𝑞⃗)𝜆 = 𝑇⃗⃗  (Ecuación 7) 

En donde, 

𝑀(𝑞⃗) =

[
 
 
 
 
 

𝑚𝑇 0 −𝑚𝐵𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃   0   0

0 𝑚𝑇 𝑚𝐵𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃     0   0

−𝑚𝐵𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃
0
0

𝑚𝐵𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃
0
0

𝐼𝑇
0
0

 

                 0   0
             𝐼𝑦𝑦

𝑏    0

                0     𝐼𝑦𝑦
𝑏 ]

 
 
 
 
 

  (Ecuación 8) 

𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) = −𝑚𝐵𝑑𝜃̇2

[
 
 
 
 
𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃
0
0
0 ]

 
 
 
 

  (Ecuación 9) 

𝐶(𝑞⃗) = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0 −
𝜌

2
−

𝜌

2

−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃     0   0        0

0 0     1  
𝜌

2𝑊

𝜌

2𝑊

]  (Ecuación 10) 

Este sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden conlleva a encontrar 

ocho incógnitas, estas son 𝑥̈, 𝑦̈, 𝜃̈, 𝜙̈1, 𝜙̈2, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3. 

Una de las formas para encontrar 𝑞̈⃗ es despejando del sistema de ecuaciones 
diferenciales mostrado anteriormente: 

𝑞̈⃗ = 𝑀−1(𝑞⃗)[𝑇⃗⃗ − 𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) + 𝐶(𝑞⃗)𝑇 λ⃗⃗]  (Ecuación 11) 

Por lo tanto, la expresión para determinar los 𝜆 queda: 

𝜆 = −[𝐶(𝑞⃗)𝑀−1(𝑞⃗)𝐶𝑇(𝑞⃗)]−1[𝐶(𝑞⃗)𝑀−1(𝑞⃗)(𝑇⃗⃗ − 𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) + 𝐶̇(𝑞⃗)𝑞̇⃗)]  (Ecuación 12) 

3.2. Modelo dinámica de una silla de ruedas eléctrica por enfoque de la 
dinámica de sistemas multicuerpo. 

Con respecto a la silla de ruedas eléctrica analizada en este trabajo la cual es una 
Jazzy Jet 3, los tipos de juntas considerados fueron de revoluta. Por medio del 
Software Inventor, se pudo modelar cada cuerpo rígido y a su vez especificar el tipo 
de material del que está hecho de tal forma que su masa e inercia queden 
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completamente definidas. Las consideraciones físicas que se tomaron en cuenta para 
el diseño de cada cuerpo rígido fueron su geometría y material de fabricación. 
Aquellas conexiones en las que se tenían de por medio pernos y tuercas, se las pudo 
modelar como juntas tipo revoluta. La silla de ruedas eléctrica utilizada en este trabajo 
se compone principalmente de dos baterías litio ion de 12 voltios cada una, dos servo 
motores independientes acoplados a cada rueda, un control para regular la rapidez 
con la que la silla de ruedas eléctrica puede moverse, dos ruedas delanteras 
acopladas a los servo motores, dos ruedas traseras seguidoras las cuales puede rotar 
libremente, un asiento para el usuario y una plataforma de metal ubicada en la parte 
inferior delantera de la silla de ruedas para los pies del usuario. 

 

Figura 3.2. Silla de ruedas eléctrica utilizada. 

 Fuente: Jazzy Jet Owner’s Manual. 
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Figura 3.3. Diseño y modelo final de la silla de ruedas eléctrica Jazzy Jet. 
 Fuente: Autor 

 
 

Tabla 2.  
Nombre de cada cuerpo rígido y designación de materiales usados. 

 

Cantidad Componente Nombre Material 

1 1 Chasís Acero 
Inoxidable 
AISI 304 

2 2 Junta 
Trasera 

Acero 
Inoxidable 
AISI 304 

2 3 Llanta 
Delantera 

Espuma de 
Poliuretano 

2 4 Llanta 
Trasera 

Espuma de 
Poliuretano 

Fuente: Autor 

 

 

 

 

 



17 
 

 

 

Tabla 3. 
Propiedades físicas del sistema de cuerpos rígidos que comprenden a la silla 

de ruedas eléctrica modelada. 
 

Cantidad Cuerpo Rígido Material Masa (𝑘𝑔) 

Momentos Principales de Inercia     

        (𝑘𝑔 − 𝑚𝑚2) 

𝐼𝑥𝑥 𝐼𝑦𝑦 𝐼𝑧𝑧 

1 Chasís Acero  140.37 10956813245 2269937.29 11782112.85 

2 Llanta Delantera Espuma 
de 
Poliuretan
o 

0.094 480.514 480.514 736.281 

2 Llanta Trasera Espuma 
de 
Poliuretan
o 

0.011 12.968 12.968 19.537 

2 Conexión 
Chasís – Llanta 
Delantera 

Acero 
Inoxidable 

0.136 

 

1012.575 1012.575 17.671 

2 Conexión Junta 
Trasera – Llanta 
Trasera 

Acero 
Inoxidable 

0.136 231.083 231.083 5.628 

2 Junta Trasera Acero 
Inoxidable 

1.22 3834.68 639.31 140.37 

Fuente: Autor 

Luego de tener definidas las propiedades físicas de los cuerpos rígidos que 
comprenden a la silla de ruedas eléctrica, se establecieron los tipos de juntas que 
existen entre cada cuerpo rígido con el fin de simular su movimiento para obtener el 

tiempo de respuesta.  
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Figura 3.4. Modelamiento del tipo de juntas existente entre el sistema de 

cuerpos rígidos comprendidos en la silla de ruedas eléctrica. 

 Fuente: Autor 

De acuerdo con la figura 7, se puede observar el tipo de junta establecido para simular 
el tiempo de respuesta de la silla de ruedas eléctrica utilizada en este trabajo. Las 
juntas del tipo revoluta proporcionan un movimiento rotatorio del cuerpo rígido 
acoplado con respecto a uno base el cual está sin movimiento. Para que se produzca 
tal respuesta, el sistema de referencia del cuerpo rígido base debe coincidir con el el 
sistema de referencia del cuerpo rígido que puede rotar definido como seguidor. Para 
que la silla de ruedas eléctrica produzca el movimiento deseado, se debe aplicar la 
rapidez angular requerida a cada rueda. Para ello, se tomo el tiempo de giro de cada 
rueda para estimar la rapidez angular: 
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Figura 3.5. Ubicación de silla de ruedas eléctrica para estimar su rapidez 

angular. 

Fuente: Autor 

Con dicho valor se puede obtener una estimación de la rapidez angular de cada rueda 
mediante: 

𝑤𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎 =
2𝜋

𝑡
  [

𝑟𝑎𝑑

𝑠
]  (Ecuación 13) 

Así mismo para estimar la aceleración angular, se tomó el tiempo en el que tarda las 
llantas de la silla de ruedas en alcanzar la rapidez angular de operación desde el 

reposo por medio de la relación: 

𝛼𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎 =
∆𝜔𝑟𝑢𝑒𝑑𝑎

∆𝑡
 [

𝑟𝑎𝑑

𝑠2 ]  (Ecuación 14) 

Para estimar el tiempo de recorrido de la silla de ruedas eléctrica, se procedió a medir 
la longitud del lugar de trabajo. El objetivo el cual la silla de ruedas eléctrica tiene que 
evitar para esta prueba experimental es una silla de escritorio la cual está en reposo 
y ubicada a 2,90 𝑚 de la silla de ruedas eléctrica. Una vez tomada las medidas del 
 rincipal de trabajo, se lo  rinci en el programa CAD Inventor para simular el 
movimiento de la silla de ruedas eléctrica tomando en consideración el tipo de material 
en el que las ruedas hacen contacto con el piso. Para este caso, el escenario de 
trabajo pertenece a una casa residencial de cuatro pisos de alto, el cual cuenta con 
escalones y pasillos. El piso esta conformado por baldosas de cerámica no pulida las 
cuales cuentan con un coeficiente de fricción estática o rugosidad de 0,4 (Demarch et 
al., 2021). Para poder simular el tipo de contacto que existe entre las ruedas y el piso, 
se debe establecer los parámetros que modelan la fricción entre los mismos. Estos 
parámetros  rinc definidos por valores de amortiguamiento y rigidez. Se entiende por 
amortiguamiento a la capacidad de disipar energía entre ambos cuerpos y rigidez por 
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su tendencia de recuperar su estado inicial una vez que ha iniciado su movimiento. 
Los valores de amortiguamiento y rigidez según (Li et al., 2017) respectivamente se 
los puede determinar mediante las siguientes expresiones: 

𝑐𝑏 =
2𝑚2 ln(𝑒)

(1+𝜇)𝑇𝑐
  (Ecuación 15) 

𝑘𝑏 =
𝑚2

(1+𝜇)𝑇𝑐
2 (𝜋2 + (ln(𝑒))2)  (Ecuación 16) 

En donde 𝑚2, 𝑒, 𝜇, 𝑇𝑐 representan la masa de uno de los cuerpos en contacto, el 
coeficiente de restitución entre los cuerpos, la relación de masas entre ambos cuerpos 
y el tiempo de colisión entre ambos cuerpos, respectivamente.  

Teniendo en consideración los parámetros que intervienen en el modelado de la 
fricción entre las llantas y el piso, el escenario de trabajo se lo representó mediante el 
siguiente cuerpo rígido: 

 

 

Figura 3.6. Diseño del escenario de trabajo, representado como cuerpo rígido. 

Fuente: Autor 

El cuerpo rígido diseñado en el programa CAD proporcionó las siguientes 

propiedades físicas utilizando como densidad un valor de 2
𝑔

𝑐𝑚2 el cual corresponde a 

cerámica de porcelana no pulida: 
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Tabla 4. 
Propiedades físicas del escenario de trabajo. 

 

Masa (𝑘𝑔) Material 

Momentos  rincipals de inercia 

𝑘𝑔 − 𝑚𝑚2 

𝐼𝑥𝑥 𝐼𝑦𝑦 𝐼𝑧𝑧 

2994 Baldosa 
Cerámica No 
pulida 

4,72𝑥109 3,72𝑥109 8,06𝑥109 

Fuente: Autor 

 

Figura 3.7. Distancia entre la silla de ruedas eléctrica y el objetivo deseado 
para evadir. 

 Fuente: Autor 

3.3. Implementación de sistema de control utilizando Lógica Difusa para 
la planeación de una silla de ruedas eléctrica.  

Una de las características principales de la silla de ruedas eléctrica utilizada en este 
trabajo es su control de velocidad el cual puede ser maniobrado por el usuario que 
utilice este dispositivo, sin embargo, si se encuentra con diferentes obstáculos según 
la tarea que realice, la persona tiene que evitarlos moviendo la palanca que está 
acoplada al control. En el presente trabajo, uno de los objetivos es implementar un 
sistema de control borroso que permita darle autonomía a la silla de ruedas, brindando 
comodidad al usuario y sobre todo seguridad. La Lógica Difusa es un método que 
puede resolver problemas cuya principal característica es la imprecisión. Esto se 
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refiere a información que puede tomar distintos niveles de validez o veracidad, por lo 
que, este método proporciona mecanismos lógicos que pueden representarlos.  

Para este trabajo, se diseño dos controladores borrosos con el fin de compararlos y 
analizar cual de ellos ahorra costos computacionales y cual tiene mejor respuesta a 
la evasión de obstáculos. Uno de los sistemas de inferencia que permite canalizar la 
información imprecisa que se tiene en un caso particular con aplicación de Lógica 
Borrosa es el de Mamdani. Este sistema de inferencia está caracterizado por dar 
grados de validez debido a la intuición de la persona que sepa del problema en 
cuestión. El objetivo es que una vez detectado un objeto delante de la silla de ruedas 
eléctrica, esta lo evada teniendo en consideración sus alrededores. Se tomó como 
referencia en que el obstáculo sea evadido a partir de 100 𝑐𝑚. 

 

Figura 3.8. Algoritmo de control implementado en la silla de ruedas eléctrica.    

Fuente: Autor 

Para el diseño del controlador borroso por el sistema de inferencia Mamdani, se 
definieron las variables de entrada y salida. Para la configuración de las variables de 
entrada, se tomó en consideración los lados laterales los cuales sensan las distancias 
y estiman la posición en la que está un objeto próximo. Estos lados fueron ‘izquierdo’, 
‘derecho’, ‘trasero’ e ‘inferior’. El lado inferior se refiere a la distancia sensada para 
evitar escalones, y los lados restantes se visualizan tomando como referencia que el 
lado frontal es la vista que tiene el usuario una vez que se sienta en la silla de ruedas 
eléctrica. Para la variable de salida, los giros que realiza la silla de ruedas eléctrica 
fueron definidos por la posición de la palanca que está acoplada al controlador de 
velocidad. Estos giros fueron nombrados como ‘adelante’, ‘atrás’, ‘derecha’, 
‘izquierda’ y ‘no hay movimiento’. Los giros ‘adelante’ se refiere al movimiento de la 
silla de ruedas con dirección a la vista del usuario una vez que se siente, es decir, el 
‘lado frontal’, ‘atrás’ se refiere al movimiento en la dirección del ‘lado trasero’, ‘derecha’ 
se refiere al movimiento en la dirección del ‘lado derecho’, ‘izquierda’ se refiere al 
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movimiento en la dirección del ‘lado izquierdo’ y ‘no hay movimiento’ se refiere a una 
posición neutral de la palanca la cual indica que la silla se mantiene en reposo. 

 

Figura 3.9. Lados establecidos en la silla de ruedas eléctrica para la 

implementación del controlador borroso. 

 Fuente: Autor 

 

Figura 3.10.  Variable de salida del controlador borroso la cual representa de 
los giros en la silla de ruedas eléctrica.  

Fuente: Autor 
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3.4. Diseño del controlador borroso 1.  

Teniendo definidas las variables de entrada y salida del control borroso para 
implementarlo en la silla de ruedas, se procedió a establecer las órdenes que debe 
realizar con el fin de evadir obstáculos. Estas órdenes se definen por medio de reglas 
borrosas, las cuales están basadas en sentencias condicionales. Estas sentencias 
condicionales parten de grados de validez que cuentan con intervalos que forman 
funciones de pertenencia. Las funciones de pertenencia son reglas de 
correspondencia que convierten valores reales a valores de veracidad, es decir, 
grados de validez o conjuntos borrosos. Para el desarrollo del controlador borroso 1, 
se definieron los siguientes intervalos para la variable de entrada: [0 − 50] 𝑐𝑚 , 
[30 − 70] 𝑐𝑚 , [50 − 100] 𝑐𝑚 y para la variable de salida: 
[0 –  6]°, [50 –  130]° , [140 –  220]° , [230 –  310]° , [320 − 400]° . Estos intervalos 
convertidos en conjuntos borrosos representan las funciones de pertenencia. Las 
funciones de pertenencia utilizadas en este trabajo fueron para las variables de 
entrada, trapezoidales y triangulares. Por otra parte, para la variable de salida se 
usaron funciones de pertenencia triangulares. Una vez establecidas las funciones de 
pertenencia, se procedió a definir las reglas borrosas que son todas las 
combinaciones posibles entre las funciones de pertenencia de las variables de 
entrada y salida.  

 

Figura 3.11. Representación de los intervalos de las funciones de pertenencia 
para la variable de entrada.  

Fuente: Autor 
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Figura 3.12. Representación de los intervalos de las funciones de pertenencia 
para la variable de salida. 

 Fuente: Autor 

 

Figura 3.13. Diseño del controlador borroso 1.  

 Fuente: Autor 



26 
 

 

 

 

Figura 3.14. Configuración de reglas borrosas para el controlador 1. 

 Fuente: Autor 

3.5. Diseño del controlador borroso 2. 

A diferencia del controlador borroso 1, las funciones de pertenencia escogidas para 
este controlador en la variable de entrada fueron funciones trapezoidales debido a 
que solamente se establecieron dos intervalos: [0 − 60]𝑐𝑚 , [50 − 100]𝑐𝑚. Para la 
variable de salida al igual que el controlador borroso 1, se definieron las mismas 

funciones de pertenencia, pero diferentes intervalos: [0 − 6]° , [40 − 140]° , [130 −
230]° , [220 − 320]° , [310 − 410]°. 

 

Figura 3.15. Representación de los intervalos de las funciones de pertenencia 
para la variable de entrada.  

Fuente: Autor 
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Figura 3.16. Representación de los intervalos de las funciones de pertenencia 
para la variable de salida.  

Fuente: Autor 

 

Figura 3.17. Diseño del controlador borroso 2.  

 Fuente: Autor 
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Figura 3.18. Configuración de reglas borrosas para el controlador 2.  

Fuente: Autor 

3.6. Implementación del controlador borroso en la silla de ruedas 
eléctrica.  

Para poder vincular y ejecutar los controladores borrosos diseñados en la silla de 
ruedas eléctrica utilizada en este trabajo, se utilizó una tarjeta de microcontroladores 
Arduino Mega 2560, ya que esta tiene fácil accesibilidad en el mercado y su costo es 
bajo. Por otra parte, a diferencia de las demás tarjetas de Arduino, cuenta con 51 
puertos de conexión digital que sirvieron para sensar las distancias de los lados 
mencionados en la silla de ruedas eléctrica, sin embargo, la cantidad de puertos 
digitales no es la misma que los de voltaje y neutro. Para tener aproximadamente la 
misma cantidad de puertos digitales, se utilizó una placa que se puede adaptar a la 
tarjeta Arduino la extiende el número de puertos de voltaje y neutro. En el capítulo 2, 
se mencionó que la plataforma de programación utilizada en este trabajo fue Matlab, 
por lo que, fue necesaria la intervención de la paquetería de Arduino vinculada a 
Matlab. Una vez establecida la conexión serial entre Arduino y Matlab, la interfaz de 
Simulink sirvió como medio para conectar sensores ultrasónicos los cuales detectan 
las distancias que se tiene a los lados de la silla de ruedas eléctrica. Estos sensores 
ultrasónicos fueron del modelo HC – SR04. A diferencia de otros sensores 
ultrasónicos, cuentan con un bajo costo y gran accesibilidad en el mercado. El 
funcionamiento de estos sensores es por medio de ondas de sonido utilizando el valor 
de la rapidez del sonido dependiendo de la humedad, temperatura y presión 
atmosférica. Estos sensores envían una onda a distinta frecuencia de la que el ser 
humano puede oír y una vez que esta onda rebota con un objeto próximo se detecta 
la distancia a la que se encuentra por medio de rapidez del sonido y el tiempo de 
recorrido. Estos sensores cuentan con cuatro pines digitales: VCC, GND, TRIG y 
ECHO. Los pines VCC y GND suministran el voltaje de operación del sensor. Este 
voltaje de operación es de 5 𝑉 y la tarjeta Arduino Mega 2560 mencionada es quien 
funciona como la fuente. El pin TRIG es quien envía una onda a una frecuencia de 
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40 𝑘𝐻𝑧 durante 10 𝜇𝑠. Una vez enviada la onda de sonido a tal frecuencia, el pin 
ECHO es el responsable en tomar la distancia recorrida por la onda hasta que impacta 
al sensor nuevamente. Para realizar la conexión de los sensores ultrasónicos, se 
utilizó cables de conexión de 40 𝑐𝑚 de largo los cuales van conectados a la tarjeta 
Arduino. Una vez conectados los sensores a la tarjeta Arduino, se procedió a 
establecer su conexión con la interfaz de Simulink para vincular los controladores 
borrosos diseñados. Para este trabajo, se utilizaron ocho sensores ultrasónicos en el 
que un par de sensores se los ubicó en los lados derecho, izquierdo y trasero, 
mientras que un sensor se lo ubicó en el lado frontal y un sensor se lo ubicó en la 

parte inferior con el fin de detectar y evadir escalones.  

 

Figura 3.19. Tarjeta Arduino Mega 2560 utilizada para la implementación del 

sistema de control borroso.  

Fuente: Autor 
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Figura 3.20. Tarjeta externa para extender el número de puertos de voltaje y 

neutro de la tarjeta Arduino Mega 2560. 

 Fuente: Autor 

 

Figura 3.21. Cables de conexión de 𝟒𝟎 𝒄𝒎 de largo para conectar los sensores 
ultrasónicos con la tarjeta Arduino Mega 2560.  

Fuente: Autor 
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Figura 3.22. Sensor ultrasónico utilizado para sensar las distancias de lados 
definidos en el controlador borroso. 

 Fuente: Autor 

 

Figura 3.23. Configuración del control borroso en la plataforma Simulink.  

Fuente: Autor 
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Figura 3.24. Acoplamiento de sensores ultrasónicos en la silla de ruedas 
eléctrica.  

Fuente: Autor 

Para que la silla de ruedas eléctrica pueda evadir obstáculos sin la intervención del 
usuario, se acopló un mecanismo tal que, según la regla borrosa ejecutada, este se 
accione y evite el obstáculo próximo. Para lograrlo, se utilizaron servos motores los 
cuales se los ubicó en los extremos del controlador de velocidad de la silla de ruedas 
eléctrica. Para la selección adecuada de los servos motores, se tuvieron a disposición 
en el mercado tres modelos distintos: 

Tabla 5.  
Lista de servos motores utilizados en este trabajo. 

 

Modelo Voltaje de 
alimentación 
(𝑉) 

Peso 

(𝑔) 

Grados de 
rotación 
(°) 

Material de 
engranajes 

Torque 

(𝑘𝑔 − 𝑐𝑚)  
Costo ($) 

SG90 4.8 – 6 13 0 – 180 Nylon 2.5 3 

MG 946R 6 – 7.2 55 0 – 180  Metálica 14 8 

MG 995 4.8 – 6.6  55 0 – 180  Metálica 11 8 

Fuente: Autor 
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Figura 3.25. Servos Motores utilizados para pruebas experimentales. 

 Fuente: Autor 

Con respecto al mecanismo incorporado a los servos motores para que la silla de 
ruedas eléctrica realice el giro correspondiente para evadir obstáculos y escalones, 
se utilizó para realizar pruebas experimentales dos platinas metálicas de espesor 
1 𝑚𝑚 y 68 𝑚𝑚 de largo 12 𝑚𝑚 de ancho, y luego fueron impresas en material ácido 
poliáctico en una impresora 3D modelo Monoprice y dos piezas de distinta geometría 
impresas en el mismo material en una impresora 3D modelo Anycubic Predator. El 
principio teórico del movimiento de estos mecanismos es el correspondiente al de 
biela – manivela. Para determinar las posiciones de los servos motores en conjunto 
con el mecanismo, se realizó distintas pruebas de configuración en el programa 
Simulink dependiendo de los ángulos de giro que se le daban a los servos motores 
con el fin de cumplir el esquema de la figura 13. El diseño de estos mecanismos se lo 
realizó en el programa CAD Inventor. 

 



34 
 

 

 

 

Figura 3.26. Mecanismo 1 impreso para realizar los giros en la silla de ruedas 

eléctrica.  

Fuente: Autor 

 

Figura 3.27. Mecanismo 2 impreso para realizar los giros en la silla de ruedas 
eléctrica. 

 Fuente: Autor 

Para seleccionar que conjunto de servo motores es el más ideal para este proyecto, 
se procedió a realizar una matriz de decisión. Para establecer que conjunto de servo 
motores es el más idóneo, se definieron parámetros con sus respectivos porcentajes 
o pesos acorde a su utilidad. 
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Tabla 6.  
Matriz de decisión para seleccionar el conjunto de servo motores. 

 

  Modelo del servo motor 

Criterio peso SG90 MG 946R MG995 

Facilidad de 
uso 

20% 8 6 6 

Seguridad 25% 4 8 9 

Costo de 
producción  

35% 9 8 8.5 

Mantenimiento 20% 7 6 6 

Total  7 7 7.375 

 
Fuente: Autor 

Tabla 7. 
Matriz de decisión para seleccionar mecanismo acoplado a los servo motores. 

 

  Mecanismo acoplado a los 
servo motores 

Criterio peso Mecanismo 
1 

Mecanismo 
2 

Facilidad de 
uso 

20% 8 8 

Seguridad 25% 4 8 

Costo de 
producción  

35% 6 8 

Mantenimiento 20% 7 7 

Total  6.25 7.75 

Fuente: Autor 

Como se puede observar en la tabla 5 y 6, el par de servo motores y mecanismo 
seleccionado para la implementación del control borroso fue MG995 y mecanismo 2, 
respectivamente. 

Con el fin de optimizar el funcionamiento del controlador borroso en la tarjeta Arduino, 
los servos motores utilizados en este trabajo se conectaron a una fuente externa de 
7,4 𝑉 ya que cuando se los conectaba a la tarjeta Arduino, errores por ruido o 
interferencia entre el funcionamiento de los servos motores con los sensores de 
proximidad ultrasónicos existieron. Las baterías utilizadas fueron de litio – ion 
recargables por facilidad de manejo con la implementación del control en la silla de 
ruedas eléctrica. 
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Figura 3.28. Baterías litio – ion recargables de 𝟑, 𝟕 𝑽 y 𝟖𝟖𝟎𝟎 𝒎𝑨𝒉 acopladas al 

mecanismo de los servos motores. 

Fuente: Autor 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

CAPÍTULO 4 

4. Resultados 
4.1. Respuesta al movimiento por enfoque lagrangiano. 

Es necesario tener en consideración el tiempo que demora la silla de ruedas eléctrica 
utilizada en este trabajo hasta llegar al obstáculo que se desea evadir en condiciones 
ideales con el fin de comprobar la eficacia del controlador borroso implementado en 
la vida real. Teniendo en cuenta que las ruedas no deslizan, por ende, realizan una 
rotación pura con respecto al piso a una rapidez angular constante en el que por 
medio de las ecuaciones de Lagrange se describió su respuesta al movimiento y así 
mismo, simular en el programa Matlab por métodos numéricos la trayectoria recorrida. 
Como se indicó en la sección anterior, la rapidez angular promedio se la estimó 
realizando varias pruebas de tiempo utilizando una referencia en la rueda y para la 
aceleración angular el tiempo que tarda en llegar a la rapidez que se configuró para 

que opere el control borroso implementado: 

 

Figura 4.1. Valores de prueba para estimar la rapidez y aceleración angular de 

las ruedas en la silla de ruedas eléctrica.  

Fuente: Autor 

Como se puede observar en la figura 31, el valor referencial o previsto se escogió 
como el promedio de todos los valores de pruebas realizadas para poder estimar el 
error cuadrático medio que indica que tan alejados o cercanos están del valor 
referencial para poder simular la trayectoria recorrida. Estos valores referenciales 
fueron para la rapidez angular de 0,7426 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y para el torque aplicado a las ruedas 
de 0,1605 𝑁 − 𝑚 obteniendo que el RMSE menor para la rapidez angular de las 

ruedas fue de 0,000331953 y el RMSE menor para el torque aplicado a las ruedas fue 
de 0,000252297, que corresponden a 0,7418 𝑟𝑎𝑑/𝑠 y 0,1586 𝑁 − 𝑚 respectivamente. 
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Escogidos los valores referenciales, se obtuvo la siguiente respuesta de movimiento 
para la silla de ruedas eléctrica utilizada en este trabajo habiendo resuelto las 
ecuaciones de Lagrange de movimiento: 

 

 

Figura 4.2. Simulación de la trayectoria recorrida por la silla de ruedas 
eléctrica resueltas sus ecuaciones de movimiento por medio del enfoque 

Lagrangiano. 

Fuente: Autor 

La distancia recorrida por la silla de ruedas eléctrica de acuerdo con la simulación fue 

de 3,51 𝑚, sin embargo, la distancia real del escenario de trabajo medida fue de 
3,10 𝑚 como se puede observar en la figura 10. Esto se debe a que las restricciones 
no holonómicas impuestas en el modelo de las ecuaciones de Lagrange para describir 
el movimiento de la silla de ruedas eléctrica están asociadas a rotación pura, sin la 
intervención de factores de amortiguamiento, rigidez, pérdidas o imprecisión en el 
manejo del control de velocidad por el usuario. Cabe recalcar que este enfoque 
Lagrangiano para el análisis de la respuesta de movimiento de la silla de ruedas 
eléctrica utilizada en este trabajo representa un escenario ideal y es este modelo el 
que sirve para compararlo con la respuesta del control borroso implementado en la 
silla de ruedas eléctrica Jazzy Jet 3. A continuación se mostrará la simulación 
realizada por medio del análisis por dinámica de sistemas multicuerpo en donde los 
factores de amortiguamiento y rigidez intervienen, y así estimar el tiempo de 
respuesta de la silla de ruedas eléctrica. 
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4.2. Respuesta al movimiento por enfoque de la dinámica de sistemas 
multicuerpo. 

Este enfoque tiene en consideración los tipos de juntas que intervienen en el sistema 
de cuerpos rígidos que representan a la silla de ruedas eléctrica y además es 
importante considerar que tipo de junta existe entre el sistema y el escenario de 
trabajo. Debido a que el sistema de cuerpos rígidos lo convierte en uno solo, el cual 
cuenta con su centro de masa y momentos de inercia los cuales describen la 
tendencia del cuerpo a rotar en cierta dirección con la imposición de un ente externo, 
la silla de ruedas eléctrica modelada tiene un total de seis grados de libertad con 
respecto al escenario de trabajo. Esto significa que la silla de ruedas eléctrica puede 
rotar y desplazarse en tres direcciones distintas. Son las restricciones que se 
impongan entre las ruedas de la silla y el escenario las que reducen sus grados de 
libertad. Estas restricciones son la fricción, amortiguamiento y rigidez. Al existir estas 
condiciones, la silla no puede moverse en la dirección perpendicular al plano de 
contacto y al impartir la rapidez angular a las ruedas que están acopladas a los servos 
motores independientes, la silla realiza su planeación hasta llegar al objetivo deseado 
que se necesita evadir. Para estimar la fricción que existe entre el piso y las ruedas, 
en el modelo CAD diseñado se especificó que el material de las ruedas sea caucho, 
sin embargo, existen sillas de ruedas con material de plástico (Mohanavel et al., 
2020). Para este trabajo se escogió como coeficiente de rugosidad un valor de 0,4. 
Para estimar los valores de amortiguamiento y rigidez, se realizaron varias pruebas 
con variaciones en los coeficientes de restitución y luego simulando en el programa 
Simscape se obtuvieron los tiempos de respuesta con las distancias recorridas. 

 

Figura 4.3. Tiempos de respuesta y distancia recorrida por la silla de ruedas 
simulado en Simscape. 

 Fuente: Autor 

Según la figura 4.3, el tiempo de colisión 𝑇𝑐 escogido para las simulaciones fue de 
0,3 segundos el cual fue medido a partir del instante en que inicia el contacto entre las 
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llantas la silla de ruedas eléctrica y el piso. Cabe recalcar que es casi aproximado al 
tiempo que acelera y establece su rapidez angular constante. La mayor distancia 
recorrida según los parámetros del coeficiente de restitución, amortiguamiento y 
rigidez es cuando el valor de amortiguamiento es cero, sin embargo, en la vida real 
esto no sucede, debido a disipaciones de energía entre la silla de ruedas eléctrica al 
momento en que el usuario se sienta en ella y ejecuta el movimiento, por ende, se 
escogió como valor de coeficiente de restitución de 0,95 con el fin de maximizar la 
idealización del movimiento de la silla de ruedas sin la aplicación del control borroso 
y además que su movimiento es a una rapidez angular constante de las ruedas. La 
figura 34, ilustra el instante en el que la silla de ruedas eléctrica ha alcanzado su 

objetivo con el fin de evadirlo y el tiempo de llegada fue de 27 segundos y una 
distancia recorrida de 2,4868 𝑚. Además, el peso de la silla de ruedas eléctrica 
modelada incluye una geometría cuadrada la cual representa el peso del usuario 
sumada al peso del chasís. Como elección del peso del usuario fue de 68 𝑘𝑔. 

 

Figura 4.4. Simulación de la respuesta dinámica de la silla de ruedas eléctrica 
en Simscape.  

Fuente: Autor 

4.3. Determinación del tiempo de respuesta con la implementación de los 
controladores borrosos en la silla de ruedas eléctrica. 

Teniendo en cuenta los tiempos de recorrido por medio del enfoque Lagrangiano y 
por dinámica de multicuerpo siendo como referencia el caso idealizado, se procedió 
con la evaluación del tiempo de respuesta una vez implementado el controlador 
borroso en la silla de ruedas eléctrica hasta llegar al objetivo que se deseó evadir. El 
mecanismo final acoplado y configurado para que accione el movimiento de las 
ruedas a la rapidez angular modelada con anterioridad al controlador de velocidad de 
la silla de ruedas eléctrica fue el siguiente: 
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Figura 4.5. Mecanismo acoplado a los servos motores para el funcionamiento 
del control borroso.  

Fuente: Autor 

 

Figura 4.6. Implementación final del control borroso para la evasión de 
obstáculos en la planeación de la silla de ruedas eléctrica Jazzy Jet 3.  

Fuente: Autor 
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Figura 4.7. Sistema de control borroso final configurado en la plataforma 
Simulink.  

Fuente: Autor 

Para estimar el tiempo de respuesta del funcionamiento del controlador borroso 
implementado en la silla de ruedas eléctrica, se realizaron pruebas tanto del 
controlador 1 y 2 para analizar que controlador era más eficiente con respecto a 
recursos computacionales y evasión de obstáculos. 

4.4. Implementación y funcionamiento del controlador borroso 1.  

El método de defuzificación de los conjuntos borrosos correspondientes a las 
variables de entrada hacia las variables de salida fue por el método del centroide, el 
cual realiza la sumatoria de todos los valores evaluados en las variables de entrada y 
los multiplica por sus posiciones respectivas y los divide nuevamente para la 
sumatoria de sus valores tomados de las variables de entrada. Los resultados para 
todas las reglas borrosas definidas en los rangos de distancia establecidos fueron: 
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Figura 4.8. Respuesta del controlador borroso 1 de acuerdo con los rangos en 

las distancias establecidas. 

 Fuente: Autor 

Se realizaron dos pruebas con la implentación del sistema de control borroso, una de 
ellas fue evitar un obstáculo que en este caso fue en un pasillo hacia una silla y la otra 
prueba fue evitar escalones. Los resultados en el tiempo de respuesta tanto para 
evadir la silla en el pasillo y escalones fueron respectivamente: 

 

Figura 4.9. Pruebas realizadas con la implementación del control borroso en la 
silla de ruedas eléctrica. 

 Fuente: Autor 
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Figura 4.10. Distancia Sensada vs Tiempo de la respuesta de la variable de 

entrada del controlador borroso 1 para evadir obstáculos. 

Fuente: Autor 

 

Figura 4.11. Ángulo de giro vs Tiempo de la respuesta de la variable de salida 
del controlador borroso 1 para evadir obstáculos.  

Fuente: Autor 



45 
 

 

 

 

Figura 4.12. Distancia sensada vs tiempo de la respuesta de la variable de 

entrada del controlador borroso 1 para evadir escalones.  

Fuente: Autor 

 

Figura 4.13. Ángulo vs Tiempo de la respuesta de la variable de salida del 
controlador borroso 1 para evadir escalones. 

Fuente: Autor 
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4.5. Implementación y funcionamiento del controlador borroso 2.  

Al igual que el controlador borroso 1, el método de defuzificación realizado en este 
controlador fue por el método del centroide obteniendo el siguiente resultado para el 

conjunto de reglas borrosa en el rango de distancias establecido: 

 

Figura 4.14. Respuesta del controlador borroso 2 de acuerdo con los rangos 

de distancias establecidos. 

 Fuente: Autor 

De igual manera, las pruebas realizadas para la implementación de este controlador 
borroso fueron las mismas de la figura 39. Los tiempos de respuesta para evadir la 

silla en el pasillo y escalones se muestran a continuación: 
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Figura 4.15. Distancia Sensada vs Tiempo de la respuesta de la variable de 
entrada del controlador borroso 9 para evadir obstáculos. 

 Fuente: Autor. 

 

Figura 4.16. Ángulo de giro vs Tiempo de la respuesta de la variable de salida 
del controlador borroso 9 para evadir obstáculos.  

Fuente: Autor. 
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Figura 4.17. Distancia sensada vs Tiempo de la respuesta de la variable de 

entrada del controlador borroso 9 para evadir escalones. 

 Fuente: Autor 

 

Figura 4.18. Ángulo de giro vs Tiempo de la respuesta de la variable de salida 
del controlador borroso 9 para evadir escalones. 

 Fuente: Autor 
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Figura 4.19. Prueba experimental para evadir obstáculo. 

 Fuente: Autor. 

 

 

Figura 4.20. Prueba experimental para evadir escalones. 

 Fuente: Autor 
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Como se puede observar en las figuras 4.2 y 4.4 los tiempos de llegada para evadir 
la silla en el pasillo fueron aproxidamente de 24 segundos recorriendo los 3,10 𝑚 
medidos para evaluar su funcionalidad con los valores ideales obtenidos tanto por el 
enfoque Lagrangiano y dinámica de sistemas multicuerpo. A diferencia de las 
ecuaciones de movimiento obtenidas por el enfoque lagrangiano, la diferencia de 
tiempo es de 4 segundos más que en el sistema de control borroso implementado en 
la silla de ruedas eléctrica para pruebas experimentales, sin embargo, la silla de 
ruedas eléctrica en la simulación recorre una distancia mayor de 49 𝑐𝑚 y con respecto 
al enfoque por dinámica de sistemas multicuerpo, la diferencia es aproximadamente 
de 3 segundos más en la simulación y la distancia recorrida es la misma. Estos 
tiempos de diferencia si bien es cierto son bajos, se deben a que tanto en el enfoque 
lagrangiano y por dinámica de multicuerpos, son en condiciones ideales y para la 
implementación del sistema de control borroso son experimentales, además, de 
factores como incertidumbre en el movimiento del mecanismo acoplado a los servos 
motores, movimientos del usuario repentinos y posibles condiciones externas del 
escenario. Además, se determinó que la mejor eficiencia hallada en ahorro de 
recursos computacionales fue en el controlador borroso 1, ya que requirió menor 
capacidad de memoria interna con la plataforma Arduino a diferencia del controlador 
borroso 2, cuyos porcentajes de memoria fueron 64,4% y 80,4% respectivamente. 

Tabla 8. 
Resultados generales obtenidos por los métodos aplicados para la respuesta 

dinámica de la silla de ruedas eléctrica Jazzy Jet 3. 
 

Método Tiempo de 

respuesta (𝑠) 
Distancia Recorrida (𝑚) Plataforma 

Lagrangiano 20 3,49 Matlab 

Dinámica de 
multicuerpo 

27 3,10 Simscape 

Control 
borroso 1 

24 3,10 Simulink - Arduino 

Control 
borroso 2 

24 3,10 Simulink -Arduino 

Fuente: Autor 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

CAPÍTULO 5 

5. Conclusiones y recomendaciones 
5.1. Conclusiones  

1. A nivel nacional, no se cuenta con tecnologías asistentes para personas 
discapacitadas debido a la falta de implementación de nuevos métodos que 
puedan brindar seguridad a los usuarios, por ende, se ven en la necesidad de 
utilizar sillas de ruedas manuales perjudicando no solamente a su salud sino a su 
seguridad integral. 

2. El desarrollo de las ecuaciones de movimiento por medio del enfoque 
lagrangiano en conjunto con el modelado por el enfoque de la dinámica de 
sistemas de multicuerpo para determinar la respuesta al movimiento de la silla de 
ruedas eléctrica utilizada en este trabajo, sirvieron para tener como referencia las 
condiciones ideales en el tiempo de llegada hacia el obstáculo que se deseó evadir 
en comparación con las pruebas experimentales en la implementación de los dos 
controladores borrosos desarrollados. Esto permitió optimizar el funcionamiento de 
los controladores borrosos con la programación de la tarjeta Arduino y el programa 
matlab.  

3. El controlador borroso más eficiente con respecto a recursos computacionales 
fue el controlador borroso 1, sin embargo, el controlador borroso 2 en su desarrollo 
contó con más reglas borrosas, es decir, sus rangos de distancias sensadas son 
mayores en comparación con el controlador borroso 1, lo que le permite en su 
funcionamiento tener una mejor distribución en su respuesta de salida, es decir 
que, al contar con más reglas borrosas, las distintas respuestas en el ángulo de 
giro son mayores con respecto al controlador borroso 1. En el desarrollo del 
controlador borroso 1 se obtuvieron 32 reglas borrosas, a diferencia del controlador 
borroso 2 que fueron 161 reglas borrosas.  Cabe recalcar que ambos controladores 

borrosos logran evitar obstáculos a partir de los 100 𝑐𝑚 sensados por el sensor 
ultrasónico frontal con un tiempo de respuesta igual programado en la tarjeta 
arduino que fue de 1 segundo, lo que hace que estos controladores borrosos 

cumplan con el objetivo deseado en este trabajo.  

4. En comparación con los controladores tradicionales PID, los controladores 
borrosos desarrollados en este proyecto permitieron resolver la no linealidad de las 
ecuaciones de movimiento por el enfoque lagrangiano por medio del uso del 
método de inferencia de Mamdani, en donde la intuición del desarrollador del 
controlador contribuyó para que se logre la evasión de obstáculos en la planeación 
de la silla de ruedas eléctrica.  
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5.2. Recomendaciones 

1. Instalar una fuente externa al banco de servo motores debido a que al usar una 
tarjeta de micro controlador como la arduino, la corriente alterna inducida produce 
ruido en su funcionamiento a diferencia de una fuente externa que genere una 

diferencia de voltaje por corriente directa.  

2. Utilizar el método de inferencia de Mamdani a diferencia del Sugeno ya que 
permite utilizar completamente la intuición del usuario y así tener una mejor 
disponibilidad de pruebas experimentales.  

3. Se recomienda usar el método del centroide debido a que     ahorra recursos 
computacionales por su baja reutilización de salidas en comparación con los 
demás establecidos en matlab, por ejemplo, el método de momentos utiliza un alto 
porcentaje de valores de salida reutilizables, es decir, realimenta al control borroso 

en un mayor grado en comparación con los demás. 

4. Es recomendable utilizar únicamente un solo sensor en la parte frontal para la 
evasión de obstáculos debido a que si se usaran dos sensores como comúnmente 
se suele hacerlo, al estar en un espacio cerrado, por ejemplo un pasillo, el ángulo 
de apertura máximo que es de 45 grados afectaría por las paredes del mismo, 
obteniendo respuestas de salida erróneas. 

5. Es recomendable utilizar mecanismos impresos 3D no solamente por su bajo 
costo de producción sino también por su facilidad de producción y sobre todo 
diseño ingenieril a diferencia de un mecanismo metálico como el que se ilustra en 
la figura  3.25. 
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ANEXO A 

Derivación de ecuaciones de movimiento de la silla ruedas eléctrica por 

enfoque Lagrangiano 

Grados de Libertad de la silla de ruedas eléctrica 

Para determinar los grados de libertad de la silla de ruedas eléctrica, se debe considerar 

cuales son los cuerpos rígidos principales que la componen. Si bien es cierto que en el 

capítulo 3 se indicó que se modelaron los cuerpos rígidos independientes correspondientes 

a las juntas y llantas traseras que son parte de la silla de ruedas eléctrica, estos cuerpos 

rígidos son en conjunto parte del chasís, ya que, quien ejecuta el movimiento de la silla de 

ruedas eléctrica son las llantas delanteras mientras que el conjunto compuesto por juntas, 

llantas traseras y chasís componen un  sub – sistema de cuerpos rígidos que acoplados a 

llantas delanteras forman el sistema de cuerpos rígidos global que representan a la silla de 

ruedas eléctrica. Con lo mencionado, se especifican las restricciones holonómicas en la 

silla de ruedas eléctrica: 

 

Figura A.1. Restricciones holonómicas de la silla de ruedas eléctrica. 

Como se puede observar, las restricciones 𝐿𝐻2−𝐶ℎ , 𝐿𝐻1−𝐶ℎ , 𝐿𝐻1−𝐻2
 son distancias fijas que 

están restringidas por la geometría de la silla de ruedas eléctrica. Además, otra restricción 

que involucra el movimiento en la derivación de las ecuaciones por el enfoque Lagrangiano 

es 𝑧1 = 𝑧2 = 𝑧3 = 0. Por lo tanto, el número de grados de libertad está definido como: 

𝐺 = 3(𝑛) − 𝑗 



 
 

 

 

En donde 𝑛 es el número de coordenadas que describen el sistema y 𝑗 el número de 

restricciones o ecuaciones independientes. 

𝐺 = 3(3) − 6 = 3 

Es decir, el cuerpo pude desplazarse en las direcciones 𝑥, 𝑦 y rotar un ángulo 𝜃. Con estos 

grados de libertad se pueden establecer coordenadas generalizadas independientes como 

la terna 𝑥, 𝑦, 𝜃.  

Restricciones no holonómicas – Condición de no deslizamiento de las 

ruedas delanteras. 

Denotando los centros de las ruedas que están conectadas a los motores que realizan los 

torques para el movimiento de la silla de ruedas eléctrica tanto derecha como izquierda y el 

punto de contacto con el suelo por 𝐻1, 𝐶1 y 𝐻2, 𝐶2, respectivamente, las velocidades en 

dichos puntos de contacto son:  

 

Figura A.2. Esquema de condición de no deslizamiento de las ruedas delanteras de 

la silla de ruedas eléctrica. 

Las condiciones de movimiento de las ruedas delanteras de la silla, corresponden a que su 

punto de contacto entre el suelo y las llantas representan una condición de no 

deslizamiento. Para ello, se expresan las velocidad de los puntos de contacto 𝐶1, 𝐶2 que 

corresponden a la llanta delantera derecha e izquierda, respectivamente: 



 
 

 

 

 

Figura A.3. Sistemas de referencia inercial y no inercial correspondientes en la 

derivación de las velocidades en los puntos de contacto entre el suelo y las ruedas. 

𝑉𝐻1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = [

𝑥̇ + 𝑊𝜃̇ cos 𝜃 
𝑦̇ + 𝑊𝜃̇ 𝑠𝑒𝑛𝜃

0

]   

𝑉⃗⃗𝐶1
= 𝑉𝐻1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝜔⃗⃗⃗𝑊1
× 𝑟𝐻1𝐶1

= [
𝑥̇ + 𝑊𝜃̇ cos 𝜃 − 𝜌𝜙1̇𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦̇ + 𝑊𝜃̇ 𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝜌𝜙1̇𝑠𝑒𝑛𝜃
0

]    

𝑉𝐻2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ = [

𝑥̇ − 𝑊𝜃̇ cos 𝜃
𝑦̇ − 𝑊𝜃̇ 𝑠𝑒𝑛𝜃

0

]   

 

𝑉⃗⃗𝐶2
= 𝑉𝐻2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ + 𝜔⃗⃗⃗𝑊2
× 𝑟𝐻2𝐶2

= [
𝑥̇ − 𝑊𝜃̇ cos 𝜃 − 𝜌𝜙2̇𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑦̇ − 𝑊𝜃̇ 𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝜌𝜙2̇𝑠𝑒𝑛𝜃
0

]   

Tomando en cuenta condiciones de no deslizamiento por parte de las ruedas, se expresa 

cuatro condiciones no holonómicas:  

𝑥̇ + 𝑊𝜃̇ cos 𝜃 + 𝜌𝜙1̇𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0    

𝑦̇ + 𝑊𝜃̇ 𝑠𝑒𝑛𝜃 + 𝜌𝜙1̇𝑠𝑒𝑛𝜃 = 0    

𝑥̇ − 𝑊𝜃̇ cos 𝜃 − 𝜌𝜙2̇𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0    

𝑦̇ − 𝑊𝜃̇ 𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝜌𝜙2̇𝑠𝑒𝑛𝜃 = 0    



 
 

 

 

Con dichas restricciones, se pueden obtener dos variables dependientes que dependen de 

los grados de libertad de la silla de ruedas eléctrica las cuales son 𝜙1 , 𝜙2, por lo tanto, se 

necesitan 5 variables como coordenadas generalizadas para describir el movimiento de la 

silla de ruedas. Estas coordenadas generalizadas se pueden expresar por medio del vector 

𝑞⃗ = [𝑥 𝑦 𝜃 𝜙1 𝜙2]. Despejando las variables independientes (𝑥̇, 𝑦̇, 𝜃̇) que representan los 

grados de libertad de la silla de ruedas eléctrica y además las velocidades o razones de 

cambio de posición en el tiempo con respecto al marco de referencia inercial se obtiene: 

[

𝑥̇
𝑦̇

𝜃̇

] =
𝜌

2
[

(𝜙2̇ + 𝜙1̇)𝑐𝑜𝑠𝜃

(𝜙2̇ + 𝜙1̇)𝑠𝑒𝑛𝜃

(𝜙1̇ − 𝜙2̇) 𝑊⁄

]   

Estas restricciones no holonómicas se pueden expresar en la forma: 

𝐶(𝑞⃗)𝑞̇⃗ = 0   

En donde,  

𝑞̇⃗ = [𝑥̇ 𝑦̇ 𝜃̇ 𝜙1̇ 𝜙2̇]   

𝐶(𝑞) = [

      𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝜌

2
−

𝜌

2

−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0    0   0

             0   0      1   
𝜌

2𝑊

𝜌

2𝑊

]   

Energía cinética total de la silla de ruedas eléctrica 

Debido a que existen restricciones no holonómicas, las ecuaciones de Lagrange deben 

incluir sus multiplicadores correspondientes: 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕𝐿(𝑞⃗⃗,𝑞̇⃗⃗)

𝜕𝑞̇⃗⃗
] −

𝜕𝐿(𝑞⃗⃗,𝑞̇⃗⃗)

𝜕𝑞⃗⃗
− 𝐶(𝑞⃗)𝑇𝜆 = 𝑄⃗⃗𝑖   

En donde 𝑄⃗⃗𝑖 representa el vector de fuerzas generalizadas que están vinculadas a los 

torques de cada motor que se acoplan las ruedas delanteras de la silla de ruedas eléctrica 

y 𝜆 representa los multiplicadores de Lagrange correspondientes a las restricciones no 

holonómicas. 

La energía cinética total del sistema viene dada por las dos ruedas que están acopladas a 

los motores de cada una y la energía cinética del chasis.  

𝐾𝑐ℎ𝑎𝑠𝑖𝑠 =
𝑚𝐵

2
|𝑉⃗⃗𝐵|

2
+ 𝜔⃗⃗⃗𝐵

𝑇𝐼𝐵𝑤⃗⃗⃗𝐵 =
𝑚𝐵

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑑2𝜃̇2 + 2𝑑𝜃̇(𝑦̇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑥̇𝑠𝑖𝑛𝜃)) +

𝐼𝐵

2
𝜃̇2   

En donde 𝑚𝐵 es la masa del conjunto chasis – llantas, 𝐼𝐵 es la inercia rotacional del conjunto 

total chasis – llantas alrededor de un eje normal a sus planos de movimiento el cual pasa 

por el centro de masa, y la velocidad 𝑉𝐵
⃗⃗⃗⃗⃗ del chasís está denotada por: 



 
 

 

 

𝑉⃗⃗𝐵 = 𝑉⃗⃗𝑅 + 𝜔⃗⃗⃗𝑅 × 𝑟𝐶𝑀1 = [
𝑥̇
𝑦̇
0
] + [

0
0
𝜃̇
] × [

𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃

0
] = [

𝑥̇ − 𝑑𝜃̇𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑦̇ + 𝑑𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃

0

]   

𝜔⃗⃗⃗𝐵 = [0 0 𝜃̇]𝑇   

En donde 𝑉⃗⃗𝑅 es la velocidad del centro del eje que une a las ruedas delanteras, 𝜔⃗⃗⃗𝑅 es la 

velocidad angular del punto central entre las ruedas delanteras, 𝑟𝐶𝑀1 es la distancia 𝑑 que 

existe entre el punto central de las ruedas y el centro de masa del chasís. Para las llantas 

delanteras, se asume un espesor 𝑡 de las mismas. Como caso particular para la llanta 

derecha, su velocidad lineal en el centro de la llanta y matriz de inercia son: 

𝑉⃗⃗𝐶𝑀1 = 𝑉⃗⃗𝐻1 = [
𝑥̇ + 𝑊𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦̇ + 𝑊𝜃̇𝑠𝑖𝑛𝜃

0

]   

Ω⃗⃗⃗𝑤 = 𝜙̇1 [
𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃

0
] + 𝜃̇ [

0
0
1
] = [

𝜙̇1𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜙̇1𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜃̇

]   

𝐼𝑤
𝑏 = [

𝐼𝑥𝑥
𝑏 0 0

0 𝐼𝑦𝑦
𝑏 0

0 0 𝐼𝑧𝑧
𝑏

] =

[
 
 
 
 
𝑚𝑤

12
(3𝜌2 + 𝑡2) 0 0

0
𝑚𝑤𝜌2

2
0

0 0
𝑚𝑤

12
(3𝜌2 + 𝑡2)]

 
 
 
 

   

𝐼𝑤 = [
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0
0 0 1

] [

𝐼𝑥𝑥
𝑏 0 0

0 𝐼𝑦𝑦
𝑏 0

0 0 𝐼𝑧𝑧
𝑏

] [
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

0 0 1
]   

Por lo tanto, su energía cinética se puede escribir como: 

𝐾𝑟𝑑 =
𝑚𝑤

2
‖𝑉𝐶𝑀1‖

2 +
1

2
Ω⃗⃗⃗𝑤𝐼𝑤 Ω⃗⃗⃗𝑤 =

𝑚𝑤

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑊2𝜃̇2 + 2𝑊𝜃̇(𝑥̇𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑦̇𝑠𝑖𝑛𝜃)) +

𝐼𝑧𝑧
𝑏

2
𝜃̇2 +

𝐼𝑦𝑦
𝑏

2
𝜙1̇

2
   

En donde 𝑉𝐶𝑀1 es la rapidez de la llanta en su centro de masa correspondiente, Ω⃗⃗⃗𝑤es la 

velocidad angular de la llanta con respecto al marco de referencia inercial, 𝐼𝑤 es la matriz 

de inercia de la llanta con respecto al marco de referencia inercial y 𝜙1̇ es la velocidad 

angular de la llanta con respecto a su centro de masa. 

De la misma manera para la llanta izquierda delantera, su energía cinética se puede 

expresar como: 

𝐾𝑟𝑖 =
𝑚𝑤

2
‖𝑉𝐶𝑀2‖

2 +
1

2
Ω⃗⃗⃗𝑤2

𝑇 𝐼𝑤 Ω⃗⃗⃗𝑤2 =
𝑚𝑤

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑊2𝜃̇2 − 2𝑊𝜃̇(𝑥̇𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑦̇𝑠𝑖𝑛𝜃)) +

𝐼𝑧𝑧
𝑏

2
𝜃̇2 +

𝐼𝑦𝑦
𝑏

2
𝜙2̇

2
   



 
 

 

 

En donde 𝑉𝐶𝑀2 es la rapidez de la llanta en su centro de masa correspondiente, 𝑚𝑤 es la 

masa de la llanta,  Ω⃗⃗⃗𝑤es la velocidad angular de la llanta con respecto al marco de referencia 

inercial, 𝐼𝑤 es la matriz de inercia de la llanta con respecto al marco de referencia inercial y 

𝜙2̇ es la velocidad angular de la llanta con respecto a su centro de masa. 

Por lo tanto, la energía cinética total del sistema chasís-llantas delanteras se puede 

expresar como: 

𝐾𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐾𝑐ℎ𝑎𝑠𝑖𝑠 + 𝐾𝑟𝑑 + 𝐾𝑟𝑖   

𝐾𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
𝑚𝐵

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑑2𝜃̇2 + 2𝑑𝜃̇(𝑦̇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑥̇𝑠𝑖𝑛𝜃)) +

𝐼𝐵

2
𝜃̇2 +

𝑚𝑤

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑊2𝜃̇2) +

𝐼𝑦𝑦
𝑏

2
𝜙̇1

2 +
𝐼𝑧𝑧
𝑏

2
𝜃̇2 +

𝑚𝑤

2
(𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑊2𝜃̇2) +

𝐼𝑦𝑦
𝑏

2
𝜙̇2

2 +
𝐼𝑧𝑧
𝑏

2
𝜃̇2   

𝐾𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
1

2
(𝑚𝐵 + 2𝑚𝑤)(𝑥̇2 + 𝑦̇2) +

1

2
(𝑚𝐵𝑑2 + 𝐼𝐵 + 2𝑚𝑤𝑊2 + 2𝐼𝑧𝑧

𝑏 )𝜃̇2 + 𝑚𝐵𝑑𝜃̇(𝑦̇𝑐𝑜𝑠𝜃 −

𝑥̇𝑠𝑖𝑛𝜃) +
𝐼𝑦𝑦
𝑏

2
(𝜙̇1

2 + 𝜙̇2
2)   

Simplificando términos se puede introducir las siguientes expresiones como: 

𝑚𝑇 = 𝑚𝐵 + 2𝑚𝑤   

𝐼𝑇 = 𝐼𝐵 + 𝑚𝐵𝑑2 + 2𝑚𝑤𝑊2 + 2𝐼𝑧𝑧
𝑏    

En donde 𝑚𝑇 , 𝐼𝑇 representan la masa total y la inercia total rotacional de la silla de ruedas 

eléctrica, respectivamente. 

Aplicando las ecuaciones Euler – Lagrange con sus multiplicadores correspondientes 

debido a las restricciones no holonómicas que corresponden a las condiciones de no 

deslizamiento, se obtiene: 

𝑑

𝑑𝑡
[
𝜕𝐿

𝜕𝑞̇⃗
] −

𝜕𝐿(𝑞⃗, 𝑞̇⃗)

𝜕𝑞⃗
− 𝐶(𝑞⃗)𝑇𝜆 = 𝑇⃗⃗ = [0 0 0 𝜏1 𝜏2]

𝑇 

En donde, 𝜏1 y 𝜏2 son los torques que se deben aplicar a las llantas delanteras al accionar 

el joystick de la silla de ruedas eléctrica el cual regula su movimiento. Reemplazando los 

términos correspondientes en la ecuación 2, se obtiene: 



 
 

 

 

𝑑

𝑑𝑡

[
 
 
 
 
 

𝑚𝑇𝑥̇ − 𝑚𝐵𝑑𝜃̇𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑚𝑇𝑦̇ + 𝑚𝐵𝑑𝜃̇𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐼𝑇𝜃̇ + 𝑚𝐵𝑑(𝑦̇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑥̇𝑠𝑖𝑛𝜃)

𝐼𝑦𝑦
𝑏 𝜙̇1

𝐼𝑦𝑦
𝑏 𝜙2̇ ]

 
 
 
 
 

+ 𝑚𝐵𝑑𝜃̇

[
 
 
 
 

0
0

𝑦̇𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑥̇𝑐𝑜𝑠𝜃
0
0 ]

 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

0
𝜌/2

−𝜌/2

0
0
0

1
𝜌/2𝑊
𝜌/2𝑊]

 
 
 
 

[

𝜆1

𝜆2

𝜆3

] =

[
 
 
 
 
0
0
0
𝜏1

𝜏2]
 
 
 
 

   

Este sistema de ecuaciones al ser derivado convierte las primeras derivadas en sus 

segundas derivadas, es decir, un campo de clase 𝐶2, funciones continuas y derivables. La 

nomenclatura de todos los símbolos utilizados se puede apreciar en la tabla 2. Con dichas 

restricciones, dicho sistema se puede expresar como: 

𝑀(𝑞⃗)𝑞̈⃗ + 𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) − 𝐶𝑇(𝑞⃗)𝜆 = 𝑇⃗⃗   

En donde, 

𝑀(𝑞⃗) =

[
 
 
 
 
 

𝑚𝑇 0 −𝑚𝐵𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃   0   0

0 𝑚𝑇 𝑚𝐵𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃     0   0

−𝑚𝐵𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃
0
0

𝑚𝐵𝑑𝑐𝑜𝑠𝜃
0
0

𝐼𝑇
0
0

 

                 0   0
             𝐼𝑦𝑦

𝑏    0

                0     𝐼𝑦𝑦
𝑏 ]

 
 
 
 
 

   

𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) = −𝑚𝐵𝑑𝜃̇2

[
 
 
 
 
𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃
0
0
0 ]

 
 
 
 

   

𝐶(𝑞⃗) = [

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 0
𝜌

2
−

𝜌

2

−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃     0   0        0

0 0     1  
𝜌

2𝑊

𝜌

2𝑊

]   

Este sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden conlleva a encontrar ocho 

incógnitas, estas son 𝑥̈, 𝑦̈, 𝜃̈, 𝜙̈1, 𝜙̈2, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3. 

Una de las formas para encontrar 𝑞̈⃗ es despejando del sistema de ecuaciones diferenciales 

mostrado anteriormente: 

𝑞̈⃗ = 𝑀−1(𝑞⃗)[𝑇⃗⃗ − 𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) + 𝐶(𝑞⃗)𝑇 λ⃗⃗]   

Para encontrar los multiplicadores de Lagrange, se puede tomar la derivada de la matriz 

correspondiente a las restricciones no holonómicas de la forma 𝐶(𝑞⃗)𝑞̇⃗: 



 
 

 

 

𝑑

𝑑𝑡
[𝐶(𝑞⃗)𝑞̇⃗] = 𝐶(𝑞⃗)𝑞̈⃗ + 𝐶̇(𝑞⃗)𝑞̇⃗ = 0   

Por lo tanto, la expresión para determinar los 𝜆 queda de la forma: 

𝜆 = −[𝐶(𝑞⃗)𝑀−1(𝑞⃗)𝐶𝑇(𝑞⃗)]−1[𝐶(𝑞⃗)𝑀−1(𝑞⃗)(𝑇⃗⃗ − 𝐵(𝑞⃗, 𝑞̇⃗) + 𝐶̇(𝑞⃗)𝑞̇⃗)]   

Código Matlab 

function zdot=DD_EOM(t,z) 

  

zdot=zeros(10,1); 

theta=z(5); 

thetadot=z(6); 

qdot=[z(2);z(4);z(6);z(8);z(10)]; 

  

global mT mB d IT Iyy Izz ro W T1 T2; 

  

M=[mT 0 -mB*d*sin(theta) 0 0;... 

   0 mT mB*d*cos(theta) 0 0;... 

   -mB*d*sin(theta) mB*d*cos(theta) IT 0 0;... 

   0 0 0 Iyy 0;... 

   0 0 0 0 Iyy]; 

  

B=-mB*d*thetadot^2*[cos(theta);sin(theta);0;0;0]; 

  

C=[cos(theta) sin(theta) 0 -ro/2 -ro/2;... 

   -sin(theta) cos(theta) 0 0 0;... 

   0 0 1 -0.5*ro/W 0.5*ro/W]; 

  

Cdot=[-sin(theta)*thetadot cos(theta)*thetadot 0 0 0;... 



 
 

 

 

      -cos(theta)*thetadot -sin(theta)*thetadot 0 0 

0;... 

      0 0 0 0 0]; 

   

T=[0;0;0;T1;T2]; 

  

lambdas=-inv(C*inv(M)*C')*(C*inv(M)*(T-B)+Cdot*qdot); 

  

temp=inv(M)*(T-B+C'*lambdas); 

  

zdot(1)=z(2); 

zdot(2)=temp(1); 

zdot(3)=z(4); 

zdot(4)=temp(2); 

zdot(5)=z(6); 

zdot(6)=temp(3); 

zdot(7)=z(8); 

zdot(8)=temp(4); 

zdot(9)=z(10); 

zdot(10)=temp(5); 

clc;close;clear; 

  

% parámetros 

global mT mB d IT Iyy Izz ro W T1 T2; 

mw=0.094; % masa de las ruedas delanteras  

mB=142+(2*(2.906/2.2))+(2*(0.031/2.2)); % masa del 

chasís 



 
 

 

 

d=0.134; % distancia del centro de las ruedas al centro 

del chasís 

W=0.208; % distancia media desde la llanta delantera 

hacia la siguiente 

IB=2.29+(2*1.29e-5)+(2*1.01e-3); % momento de inercia 

del chasís 

ro=0.125; % radio de las ruedas 

t=0.6; % espesor de las ruedas 

Izz=4.35-3; % momento de inercia de las ruedas alrededor 

del eje z 

Iyy=4.42e-3; % momento de inercia de las ruedas 

alrededor del eje y 

mT=mB+2*mw+(2*0.011)+(2*0.136); % masa total de la silla 

de ruedas 

IT=IB+mB*d^2+2*mw*W^2+2*Izz; % momento total de inercia 

de la silla de ruedas 

  

% condiciones iniciales 

x0=0; 

xdot0=0; 

y0=0; 

ydot0=0; 

theta0=0; 

thetadot0=0; 

phi10=0; 

phi1dot0=0; 

phi20=0; 

phi2dot0=0; 



 
 

 

 

init_conds=[x0;xdot0;y0;ydot0;theta0;thetadot0;phi10;phi

1dot0;phi20;phi2dot0]; 

  

% tiempo de simulación 

tspan=[0 20]; 

  

% torques de entrada a las ruedas 

T1=0.16; 

T2=0.16; 

  

% solución 

[T,Z]=ode45(@DD_EOM,tspan,init_conds); 

  

% gráficas 

tick_fontsize=20; 

lw=3; 

figure('DefaultAxesFontSize',tick_fontsize); 

x=Z(:,1); 

y=Z(:,3); 

  

theta=Z(:,5); 

plot(x,y,'k--','linewidth',lw); 

title('Trayectoria Recorrida (t=20 segundos)') 

xlabel('Dirección x (metros)') 

ylabel('Dirección y (metros)') 

grid minor 

ax=gca; 



 
 

 

 

set(gca,'XTick',0:0.2:5); 

set(gca,'YTick',-3:0.5:3); 

xlim([min(Z(:,1)) max(Z(:,1))]); 

ylim([min(Z(:,3)) max(Z(:,3))]); 

hold on; 

Modelado de la silla de ruedas eléctrica por dinámica de Multi – Cuerpos con 

Inventor y Simscape 

La herramienta utilizada para el diseño de los cuerpos rígidos correspondientes a la silla de 

ruedas fue el programa CAD Inventor. Con el sistema de cuerpo rígidos ensamblados, se 

lo exportó como archivo XML para la lectura en Matlab con SimScape y luego proceder con 

su configuración para la simulación de su respuesta dinámica.  

Parámetros de configuración para simulación de la respuesta dinámica de la silla de ruedas 

en Simscape 

 

Figura A.4. Configuración de parámetros para simulaciones. 

Uno de los aspectos importantes en la configuración de los parámetros es el método de 

solución numérica que se implementó en la simulación para obtener la respuesta dinámica 

de la silla de ruedas. En este caso, se usó el método numérico Trapezoidal ode23 el cual 

usa una regla de interpolación libre. Como discretización en el tiempo se usó un paso de 

0,01 segundos y una tolerancia relativa de 1𝑒−4.  

 

 



 
 

 

 

Diseño de juntas utilizadas en el modelado por Multi – Cuerpos.  

En el diseño del tipo de juntas que se implementó, se utilizaron solo del tipo revoluta 

especificando las posiciones en donde están acoplados todos los cuerpos rígidos que 

conforman a la silla de ruedas eléctrica que se modelo en el programa Inventor. El 

funcionamiento con el diseño de la junta revoluta utiliza dos marcos de referencia, uno de 

ellos es el primitivo o base, y el siguiente es el seguidor el cual se acopla o está en el 

siguiente cuerpo rígido. Una vez utilizada este tipo de junta, su posición se especifica con 

niveles de prioridad, definidos como algo o aproximado. En el modelado de la silla de 

ruedas, las posiciones de cada cuerpo rígido ensamblado utilizaron como nivel de prioridad 

el aproximado. Además, no se establecieron en las juntas pérdidas de energía asociadas a 

amortiguación y rigidez con respecto a los demás cuerpos rígidos ensamblados.  

 

Figura A.5. Configuración de parámetros en el tipo de junta seleccionada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

Diseño de los controladores borrosos 

Controlador borroso 1 

 

Figura A.6. Controlador borroso 1. 

 

Figura A.7. Configuración de variable de entrada para región izquierda. 



 
 

 

 

 

Figura A.8. Configuración de variable de entrada para región derecha. 

 

Figura A.9. Configuración de variable de entrada para región trasera. 



 
 

 

 

 

Figura A.10. Configuración de variable de entrada para región frontal. 

 

Figura A.11. Configuración de variable de entrada para baches o escalones. 



 
 

 

 

 

Figura A.12. Configuración de variable de salida correspondiente a los giros de la 

silla de ruedas. 

 

Figura A.13. Desarrollo de reglas borrosas desde 1-21. 



 
 

 

 

 

Figura A.14. Desarrollo de reglas borrosas desde 12-32. 

 

Figura A.15. Defuzificación por método del centroide del controlador borroso 1. 



 
 

 

 

 

Figura A.16. Superficie generada del controlador borroso 1. 

 

Controlador borroso 2 

 

Figura A.17. Controlador borroso 2. 



 
 

 

 

 

Figura A.18. Configuración de variable de entrada para región izquierda. 

 

Figura A.19. Configuración de variable de entrada para región derecha. 

 



 
 

 

 

 

Figura A.20. Configuración de variable de entrada para región trasera. 

 

Figura A.21. Configuración de variable de entrada para región frontal. 



 
 

 

 

 

Figura A.22. Configuración de variable de entrada para baches o escalones. 

 

Figura A.23. Configuración para variable de salida correspondiente a los giros de la 

silla de ruedas. 



 
 

 

 

 

Figura A.24. Desarrollo de reglas borrosas desde 1-21. 

 

Figura A.25. Desarrollo de reglas borrosas desde 21-41. 



 
 

 

 

 

Figura A.26. Desarrollo de reglas borrosas desde 41-61. 

 

Figura A.27. Desarrollo de reglas borrosas desde 61-81. 



 
 

 

 

 

Figura A.28. Desarrollo de reglas borrosas desde 81-101. 

 

Figura A.29. Desarrollo de reglas borrosas desde 101-121. 



 
 

 

 

 

Figura A.30. Desarrollo de reglas borrosas desde 121-141. 

 

Figura A.31. Desarrollo de reglas borrosas desde 141-161. 



 
 

 

 

 

Figura A.32. Defuzificación por el método del centroide del controlador borroso 2. 

 

Figura A.33. Superficie generada del controlador borroso 2. 



 
 

 

 

 

Figura A.34. Implementación del controlador borroso con la tarjeta arduino. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

ANEXO B 

 

 

 

 

 

 

 

Planos 



 

 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


