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RESUMEN

En las dltimas décadas se ha desarrollado la teoria de la Estimacion
Robusta, cuya idea es obtener estimadores que cumplan que “un pequefio
cambio en la muestra genere solo un pequefio cambio en el valor de las
estimaciones”, siendo este un campo en constante desarrollo se han
propuesto diversos métodos de Estimacion, en el presente trabajo se realiza
un estudio comparativo de varios Métodos de Estimacion Robusta para el
Vector de Medias y Matriz de Varianzas y Covarianzas ademas del Método
Clasico de Maxima Verosimilitud; el proposito es evaluar el comportamiento
de los estimadores bajo diversas condiciones; para ello se realiza una
Simulacion Matematica en la misma que se generan muestras que luego son
contaminadas de diversas formas con el objetivo de simular los valores

aberrantes que pueden ocurrir en un estudio real.

En el primer capitulo se expone el problema que motiva el presente trabajo,
ademas se presenta, una serie de definiciones que daran al lector una base
tedrica que le permitirh comprender los procesos y razonamientos que se

emplean al desarrollar el trabajo



En el segundo capitulo se trata de manera somera la teoria basica de
robustez, se profundiza en el estudio del método de los estimadores-M
univariados, para finalmente se presentar algunos aspectos importantes
sobre la estimacion Robusta Multivariada y los estimadores a evaluar en el

presente estudio

El tercer capitulo corresponde a la teoria detras de la Simulacién matematica
mientras que en el capitulo cuatro se detallan los parametros considerados
en la simulacion ademas de los escenarios considerados en la misma,
explicando las razones de dichas elecciones; luego de lo cual se presenta un
resumen de los resultados de la simulacion para cada uno de los
estimadores que conforman el presente estudio; efectuando cuadros
comparativos y eligiendo el mejor de los estimadores en cada escenario

estudiado.

Al final se presentan varias Conclusiones y se plantean varias
Recomendaciones en base a los resultados y limitaciones del presente

trabajo.
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CAPITULO 1

1 BASICO

1.1 Introduccién

En este primer capitulo se expone el problema que motiva el

presente trabajo explicando la metodologia a utilizar.

Se encontrara ademas, algunas definiciones y demostraciones que
daran al lector una base para comprender los procesos y
razonamientos que se emplean al desarrollar el trabajo. Se ha
tratado de definir lo mas genéricamente posible cada elemento,
prestando atencion a los enfoques como la teoria de la medida, de

conjuntos, mostrando su aplicacién a la teoria de la probabilidad.



1.2 Planteamiento del Problema — Bosquejo inicial

La Estadistica como ciencia tiene entre sus objetivos la descripcion
de fendbmenos no explicables deterministicamente; esto es, se ocupa
de las mediciones 0 procesos cuyos resultados presentan
variabilidad o, usando un término estadistico, dispersion. Para dicha
descripcion se ha ideado una serie de caracteristicas teoricas
llamadas parametros inherentes a la poblacion, las mismas que son
clasificadas como Medidas de Tendencia Central o Medidas de

Dispersion.

Estos parametros, en general, no son conocidos (ni facilmente
determinables) y por tanto deben ser estimados utilizando la
informacion disponible, o que se pueda obtener por medio de

subconjuntos de la poblacién llamados Muestras.

Para la tarea de estimar se han desarrollado diversas teorias,
métodos y técnicas, las mismas que parten de supuestos esenciales
para su aplicacién, supuestos que no necesariamente se cumplen
cuando se desea emplear las técnicas en problemas reales,
creandose asi la duda de saber si el estimador que se obtiene de la
aplicacion de la técnica sirve, a pesar de no cumplirse algun

supuesto, y el problema de desarrollar técnicas resistentes a



desviaciones de los supuestos iniciales; por ejemplo, un resultado
tedrico indica que si se tiene {X}, i = 1, 2,..., n; siendo {Xi} una
sucesion de variables aleatorias con Distribucion Normal con media

(n—1)S>

. 2
u y Varianza o entonces ~X..,, pero se desconoce el

(n-18*

>— si no todas las variables aleatorias X;

comportamiento de

siguen una Distribucién Normal.

Se mencion6é que, para estimar los parametros poblacionales se
utiliza informacion obtenida a partir de los datos que nos proporciona
una Muestra; situémonos ahora en el caso en el que la Muestra
presenta observaciones atipicas y/o erréneas, llamadas “valores
aberrantes” o “extremos” porque se alejan acentuadamente del
comportamiento general de los demas datos, ¢ el estimador seguira
siendo una “buena” aproximacién, o se vera afectado por este

particular?

Se debe recalcar que la idea de la presencia de “valores aberrantes”
no es absurda, pues se verifica que, en la préactica, un alto
porcentaje de las investigaciones que se efectian contienen errores
ya sea al efectuar la medicion, o al transcribir los datos, etc. Se

ilustra esta situacion para un caso univariado:



Considere las edades, en afnos, de un grupo de 20 estudiantes,

mostradas a continuacion en orden ascendente

17,27 17,36
17,71 17,73
18,03 18,23
18,61 18,68

17,58
17,80
18,36
18,76

17,60
17,83
18,50
18,83

17,64
17,89
18,54
28,00

Como se observa en el Cuadro 1.1 las 19 primeras observaciones se

ajustan adecuadamente a una Distribucion Normal, sin embargo

basta un solo valor extremo para que dicho ajuste se deteriore.

Cuadro 1.1
Estimadores Robustos
Coémo influyen los valores extremos

Grafico Q-Q entre la Distribucion de la Edad Vs. la Distribucion Normal
con valor extremo

sin valor extremo

19.0

18.57]

18.0

b}
tn
1

Cuantiles de la Distribucién Mormal

T T T
70 175 18.0 18.5 19.0
Cuantiles de la Distribucidn de la Edad

Cuantiles de la Distribucidn Normal

e
53
1

20+

T T T T
15.0 175 200 225

T T
250 275 300

Cuantiles de |a Distribucidn de la Edad

Edades.- Observaciones con la media y mediana muestral

Mediana sin Media sin

valor extremo valor extremo

T
17,00 17,50

Mediana con

19,00

i Media con

‘.'l{l{}l' extremo v lur oextremo

Elaborado por: Néstor Montaio P:

19,50

28.00 28,50



Ademas, se ilustra como al estimar la media aritmética y desviacion

estandar utilizando sélo las primeras diecinueve observaciones se

tiene 7,,= 18.05y s, = 0.49 mientras que considerando los veinte

datos se tiene 7, = 18.55 y s, = 2.28, se puede observar entonces
cémo el valor extremo, influye en = y s; por otro lado al obtener la
mediana para ambos casos tenemos 7= 1789 y I, = 17.96

respectivamente, aqui se nota en cambio la poca influencia del valor

extremo en la mediana.

En general, sea z y 7, la media aritmética basada en n y n+1

1

observaciones respectivamente, se puede escribir que

n 1

T z + ‘/En :xvz+— a"n _fn’
1T p1 M n—{—l( + )

por lo tanto Z _, puede tomar valores tan altos (o tan bajos) como se

quiera, basta con tomar =z ., suficientemente alejado de <z .

Haciendo un analisis parecido con la mediana se puede ver que

para que la mediana tome un valor tan alto como se quiera no es
suficiente un valor extremo, sino se requiere por lo menos %

valores extremos; se concluye entonces que la mediana es mucho
mas resistente a valores extremos que la media aritmética y es un

ejemplo de un estimador robusto.



Lo desarrollado hasta aqui es vagamente una muestra de la
importancia y necesidad de estimadores que se comporten “bien”
aun cuando existan variaciones en los supuestos iniciales o cuando
es posible que el modelo esté “contaminado” por valores aberrantes
que producen influencias en los resultados que conducen a
estimaciones erréneas; a estos estimadores se los Illama

Estimadores Robustos.

El objetivo del presente trabajo es evaluar el comportamiento de
algunos Estimadores Robustos para el vector de medias y la matriz
de varianzas y covarianzas de un vector p variado X,
particularmente se estudiaran los “Estimadores M” propuestos por
Huber en [14] y las variaciones propuestas a los mismos. La
metodologia que se empleara sera: un entorno controlado de
simulacién, generando poblaciones conocidas que seran
contaminadas en diversos niveles variando asi el peso de las colas,
todo ello al objeto de asimilar la presencia de valores atipicos para
finalmente comparar los resultados y finalmente concluir sobre la

calidad de los estimadores estudiados.



1.3 Conceptos Basicos.- Probabilidad

Chow y Teicher en [3] indican que una Clase es un conjunto cuyos
elementos son en si mismos conjuntos y un Espacio es un conjunto
no vacio cualquiera que es usualmente utilizado como una
referencia o punto de partida. Con estos antecedentes se presenta a

continuacion definiciones y propiedades referidas a este tema

Definicion 1.1 Algebra y o-algebra

Sea Q un espacio, una clase no vacia .4 de subconjuntos de un
espacio Q es un algebra si

i. A°c 4 cuando Aec A,

ii. A1U A2 € 4 cuando A e A4, j=1,2.

Ademas, .4 es llamado o—algebra si

i (Ujl An)eA cuando A, .4, n>1

Como .4 es no vacio de (i) y (ii) se concluye que & €4 y Q .4

Ademas (i) implica que (U:’_lAi)eA cuando A e 4.

50 C
Como ﬂf;Aﬁ (Unl Af) utilizando (iii) y (i) se concluye que

(ﬂzo_l An)eA; se puede probar también que (ﬂt_l AZ,)EA_ Por



ultimo se puede demostrar que la c—algebra méas “pequena” posible
es A, = {9, Q} y la mas “grande” es A,,=7(Q), donde 7 (Q)
denota el conjunto potencia de Q, se puede deducir entonces que

para cualquier c—algebra .4, 4,c.Ac.A,,

Por otra parte se puede mencionar que en el contexto de la Teoria
de la Medida, si .4 es una o—algebra relativa al espacio Q, entonces
el par (.4 ,Q) es llamado Espacio Medible, y .4 es llamado Conjunto

Medible.

Por ultimo, se puede demostrar que cualquier interseccion de

o—algebras es también una o—algebra. Esto nos permite definir.

Definicién 1.2 o—algebra generada por &

La Minima o—algebra &' que contiene a la clase no vacia & de
subconjuntos de Q, es la o—algebra que cumple
i £CE,

i. £'C&",donde £C&" donde &£" es un o—algebra.

La minima o—algebra que contiene a & es también llamada la

o—algebra generada por £ y es denotada por o (&).



Se puede demostrar que

o(&)= ﬂ{ &, & esunao - algebrade ) parala cual £ CE, }

Definicion 1.3  o—Algebra de Borel (Boreliano)

Segun Shorack en [29], si Q = R y & es la uni6on de los
subconjuntos de la forma (-, a] donde acR, entonces &5 =0(&) es

llamada la o—algebra de Borel o Boreliano.

Notese que se cumple lo siguiente: que si a < b, entonces
(~o,al € B; (—~, bl e £,luego (-, al°=(a, ) e L y
(@, =) N (-0, b] = (a, b] € &, es decir, cualquier intervalo real esta

en 5

Ademas, si Q = R"y & ={(—,a1]x(—,az]x... x(—o=,ap] /ay,ay,...,an €R}

entonces &"=0(<£) es la o—algebra de Borel en R"

Definicion 1.4 Espacio de Probabilidad

Yohai en [30] define Espacio de Probabilidad como una terna

(Q, S, P) donde Q es un conjunto, $’es una o—algebra sobre Q vy

P: $— [0, 1] es una funcion que satisface:

1. P(Q) =1



2. (o—aditiva) Si {Sp}n=1 €s una sucesién de elementos en §

disjuntos dos a dos (Si N S;= @ si i # ), entonces P{OSJ =iP(Si)
i=1

i=1

El conjunto Q se denomina Espacio Muestral y se interpreta como el
conjunto de resultados posibles de un experimento, los elementos de
S se denominan eventos, y corresponden a los subconjuntos de Q
para los cuales la probabilidad esta definida. Finalmente P se

denomina Funcién de Probabilidad, y dado S € ., P(S) se interpreta

como la probabilidad de que el resultado S esté en .’

En el contexto de la Teoria de la Medida, la terna (Q,S5 P)

corresponde a un Espacio de Medida donde la medida P asigna el

valor uno al espacio Q, esto es P(Q) = 1.

Como senfala Zurita en [33], los axiomas planteados no indican
como escoger a la funcion o medida P, son simplemente requisitos
que debe cumplir P para poder ser llamada Funcion de Probabilidad;

esto deriva en que a un Espacio Medible (Q,.5") se le puede definir

diferentes medidas P, como se ilustra a continuacion

Considere un experimento que consiste en lanzar una moneda y

observar si sale cara o sello, entonces Q= {cara, sello} = {c, s}.
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Tomaremos $ como 7 (Q) entonces S'={J, {c}, {s}, Q }; se plantea

en seguida dos medidas P4 y P2 sobre el Espacio Medible (Q,.5")

Suponga que la moneda es “legal”’, esto es que existe la misma
probabilidad de que salga cara o sello, entonces se puede definir la
Funcién de Probabilidad P talque P1(<J)=0, P4({c})=0.5, P4({s})=0.5

y P1(Q)=1.

Ahora supéngase que la moneda esta “arreglada” de tal manera que
el peso del lado de la cara sea el doble que el peso del lado del
sello, planteado asi, es razonable pensar que la probabilidad que
ocurra cara ahora sera la mitad de la probabilidad que salga sello,

entonces se puede definir otra Funcion de Probabilidad P, talque

P2(@)=0, Pa({ch)= 4. Pa({sh=2% y P2(Q)=1. 0

Definicion 1.5 Variable Aleatoria

Segun Giraldo en [10] dado un espacio de probabilidad (Q,.5, P) y el

espacio medible (R, ) donde 5 es o-algebra de Borel en R, se
dice que una aplicacién X: Q—R es una Variable Aleatoria (v.a.) si

es medible, es decir, si

X (B)eS, VBe & donde X'(B) = {w e Q/ X(w) € £}
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En particular, si R es el conjunto de los Reales y B=(—,a] entonces
X es una variable aleatoria real y X '(B)= {weQ/ X(w) < a} y se
denota por (X < a). Ademas, si R=RP entonces X representa a un

Vector Aleatorio p-variado.

El concepto de variable aleatoria es esencialmente el mismo que el

de funcién medible en la teoria de la medida, pues, Si (Q, S, P) es un
espacio de medida, entonces f:$5—R se dice “medible” si y solo si

para todo x se cumple que £~ ((—e0 ,X])eS

Definicion 1.6 Independencia de Variables Aleatorias

Shorack en [29], expresa que dado un Espacio de Probabilidad

(Q,5 P)
a) Sea S, So,... S, varios sub o—algebra de S . Se dice que

S'1, $2,... $h son o—algebra independientes si satisfacen
P(S1n..n8n)= [ P(S,) cuando A S;

b) Variables aleatorias X;, Xp,..., Xn son llamadas Vv.a.

independientes si las o—algebra #(X )= X (), i=1,2,...,n son

7 7

independientes.
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La idea de la independencia es que el hecho que ocurra o no un
evento no influye en que ocurra o no otro, o que el comportamiento
de la variable aleatoria X; no influye en el comportamiento de la

variable aleatoria Xo.

Nétese que al hablar de independencia, se trabaja con mas de una
variable, y en la practica, en los estudios se analizan varias
variables, asi que, efectuandose analisis multivariados ademas de
los univariados; por lo que a continuacién se presenta la definicién

de Vector Aleatorio

Definicion 1.7 Vector Aleatorio y Funcion de Distribucion

Conjunta

Segun Yohai en [30] Sea (Q, S, P) un espacio de probabilidad. Se

dice que X" = (X, Xa,..., Xp) es un vector aleatorio p-variado si para
cadaj=1, 2,..., p se tiene que X;:Q—R es una variable aleatoria,
ademas se define la Funcién de Distribucién Conjunta del vector X

como la funcion Fx: RP — [0, 1] dada por

Fx (X1.X2.....xp) = Px((=o0, x4] x (o0, Xa] x ... x(—o0, Xp])

Fx (Xl,Xg,...,Xp) = P[ﬁ{a}/Xl(a}) < Xi}j
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Utilizando la Funcién de Distribucion Conjunta se puede inferir sobre
la independencia de Variables Aleatorias, utilizando el siguiente

criterio.

Criterio para Independencia
Las Variables Aleatorias Xj, Xo,..., X, son independientes si y sélo si

Fy  x (e x,) = Fy (x)Fy (x,) para todo xi,...,Xn

Definicion 1.8 Distribucion Normal Multivariada

Segun Flury en [7] el vector aleatorio p-variado XT=(X1, Xo,..., Xp)
sigue una Distribucion Normal Multivariada si se cumple que para
todo ceRP, la combinacion lineal de la forma U = c'X es una

Variable Aleatoria Normal univariada o una constante.

Si p=E(X) es el vector de medias de X y Z= E[(X—p)(X—p)T] es

su matriz de varianzas y covarianzas (que debe ser semidefinida

positiva); entonces denotaremos lo anterior como

X~Ny(M, ) = (y=¢"X ~ N(u=c"M, 0°=c"Zc), Ve € RP)

La funcidén de densidad para este tipo de variables esta dada por:

0= 1, X 35)=)" (ot ) exp( o 57 x4 para

XeRP
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1.4 Conceptos Basicos.- Estimadores Puntuales
Segun Zamar en [31] una practica muy comun en Estadistica, en
Estadistica Paramétrica para ser preciso, es suponer que los datos
han sido generados por un mecanismo aleatorio (modelo
matematico) totalmente conocido, a excepcidén de un conjunto finito 6
de valores a los cuales se les llama Parametros Poblacionales. Se
crea asi el problema de estimar (aproximar) dichos Parametros

Poblacionales 6.

1.4.1 Estimador

Dada la Variable Aleatoria X sobre el Espacio de Probabilidad

(Q, 5 P); sea Fx la Funcidn de Distribucién asociada a X, la misma

que es conocida excepto por un numero finito de parametros (todos
ellos desconocidos) que forman un vector que se llamard Vector de
Parametros y que se denota por 6; asi, se dira que Fy es la Funcién
de Distribucion de X, y que Py es la distribucién de probabilidad de X;
ademas, se denota al conjunto de los valores posibles para 8 como

® que se denomina Espacio de Parametros.

Garcia en [8] proporciona la siguiente definicion para estadistico y

estimador
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Definicion 1.9 Estadistico y Estimador

Sea X una Variable Aleatoria con distribucion de probabilidad Py
donde 0 = (64, 6-..., 6k) el vector de parametros desconocidos, sea
{X}, donde i = 1, 2,..., n una sucesion de Variables Aleatorias
Independientes  ldénticamente  distribuidas. Una  aplicacion
T(X1, Xz..., Xn) en ©® (medible) se define como un Estadistico. Se
dice ademas que el Estadistico T(Xy, Xa,..., X,) es un Estimador del

vector de parametros 6.
A continuacion se ilustrara lo definido hasta el momento

Sea {X}, dondei = 1, 2,..., 19 una muestra aleatoria que sigue una
distribucién normal con media  y varianza o, ambos desconocidos,
entonces:

Py =N(y, o)

0= (u, o)

0 ={(x,y)/xeR , y>0}

Definimos T: R"*—® como

T(X4, Xz ..., X19) = {(x, §°)}; donde
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En el ejemplo planteado anteriormente, se ha escogido a x y s’

? respectivamente, pero se podria

como estimadores para g y o

escoger otras funciones como estimadores, por lo que se advierte el

problema de decidir qué funcién usar; en otras palabras:

e La dificultad de encontrar el estadistico T que proporcione la
"mejor aproximacion” del vector de parametros 6, y

e Los criterios en base a los cuales se mide la bondad de la
aproximacion;

Estos cuestionamientos son tratados en lo que resta del presente

estudio.

1.4.2 Métodos de estimacion

Los principales métodos de estimacion de parametros de
distribuciones de probabilidad son los siguientes:

¢ Método de los Momentos

e Método de Maxima Verosimilitud
En los estudios de regresion se utiliza principalmente el

e Método de Minimos Cuadrados

Mendenhall, Wackerly y Scheaffer en [21] explican el Método de los
Momentos y de Maxima Verosimilitud que seran los que se

desarrollaran en el presente capitulo.
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1.4.2.1 Método de los Momentos

El Método de los Momentos es uno de los métodos mas sencillos de

estimacion, fue formalizado por Pearson a finales del siglo XIX.

Definicion 1.10 Momentos de orden k y Funcion Generadora

de Momentos

Sea X una variable aleatoria, definimos el momento de orden k > 0
de X como:
Wk = E[X¥] cuando este valor existe
y el momento absoluto de orden k > 0 de X como
Wi = E[X]

Ademas, se define la funcion generadora de momentos como

Mx(t) = E[¢" ] siempre que tal valor exista (1.1)

La funcion generadora de momento cumple con

ak
o= — Mx(t
Hi or* X()z:O

Ademas de permitir calcular momentos de una variable aleatoria, la
Funcién Generadora de Momentos permite identificar la funcién de
densidad o de probabilidad de una variable aleatoria, pues ésta

cumple con la propiedad de unicidad, la misma que establece que
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hay una correspondencia uno a uno entre Funciones de Densidad o

Probabilidad y Funciones Generadoras de Momentos.

Por tanto si dos variables aleatorias tienen los mismos momentos,
entonces dichas variables tienen o siguen la misma Funcién de
Densidad, razonamiento que se utiliza para estimar sus respectivos

parametros.

Ademas, se debe indicar que el k-ésimo momento mg de una
Muestra Aleatoria X;, Xo,..., Xn €s la media aritmética de sus

k-ésimas potencias, esto es:

| A,
me= - 3%
n =

Para ilustrar la diferencia entre el Momento Muestral y el Momento

Poblacional, tomemos una variable aleatoria X ~ N(u,07),

entonces el primer momento poblacional es g, = E[X]= . Por otro

lado si se tiene la siguiente muestra de tamafio n = 5; {2, 3, 5, 7, 8}

para lo cual mlleX[:%(2+3+5+7+8):5. 0

niz

Se procede ahora a desarrollar el Método de los Momentos
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El Método de los Momentos consiste en igualar los primeros
momentos de una poblacion a los momentos correspondientes de
una muestra, entonces si una distribucion tiene k parametros

desconocidos, para su estimacion se tendra lo siguiente:

Ky =My
M2 =mp
Wk = mg

Por ejemplo, sea Xi, Xa,..., X, una muestra aleatoria de una
distribuciéon N(y, o®) y se desea estimar y, o*. Entonces, utilizando el
Método de los Momentos, se debe igualar los dos primeros

momentos poblacionales a los dos primeros momentos muestrales.

El primer momento poblacional corresponde a E[X]=x , mientras
que el primer momento muestral es lZXI:)?; por tanto el

n 5

estimador de 1 esigual a x.

Por otro lado, el segundo momento poblacional corresponde a

E|:X2]=(72+E[X]2, de donde se obtiene que &> :E[XZJ—E[X]2 ;

. 1<
el segundo momento muestral es igual a —ZXI.Z, entonces el
n i=1
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estimador &2 que notaremos por s* serd igual a

1 1<)
R 2_ R
PR g :

i=1

Antes de presentar el denominado Método de Maxima Verosimilitud,
se estudia la Funcién Caracteristica, funcién que tiene cierta similitud
con la Funcion Generadora de Momentos y que se la utilizara
principalmente en la demostracion del Teorema del Limite Central
que se realizara mas adelante. Chow en [3], Shorack en [29], Perell6

en [23] definen y desarrollan varias propiedades de esta funcion.

Definicion 1.11  Funcidén Caracteristica

Sea X una variable aleatoria en el Espacio de Probabilidad (Q, S, P)
y sea F, su Funcion de Distribucion. Se define la Funcion

Caracteristica de X como la funcion ¢, : R — C tal que

@y (1) = E[e"] (1.2)

= E[cos(tX )] +iE[sen(tX )]

= j cos(tx)dF (x) +i j sen(tx)dF (x)

Se puede observar, vea (1.1), que @, (1) =Mx(it), sin embargo la

Funcién Generadora de Momentos puede no existir, mientras que la
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Funcién Caracteristica si, es mas, es una funcién que existe aunque

E[X] no exista.

Teorema 1.1 Existencia de la Funcion Caracteristica
Toda variable aleatoria X en el Espacio de Probabilidad (Q, S, P)

posee Funcion Caracteristica @, ().

Demostracion: Del desarrollo de (1.2), ¢, (¢) existira si E[cos(tX)]
y E[sen(tX)] son finitos, y se puede hacer

|E[cos(tX )]| < E[|cos(tX)|] <E[l]=1
De donde se concluye que E[cos(zX)] es finito, lo mismo ocurre con

E[sen(tX)]. Por tanto ¢, (1) siempre existe O

La Funcion Caracteristica ¢, de una variable aleatoria X (discreta o
absolutamente continua) satisface las siguientes propiedades:

1. 9, 0)=1 vy ‘(ox(f)‘ﬁl,paratodoteﬂ%

2. ¢,(-t)=@,(t), en donde la barra denota el complejo conjugado
de ¢ (1).

3. Si Y=aX +b, entonces @,(t)=¢" ¢, (at), paratodoa,be R.

4. Si X, Y sonvariables aleatorias independientes, entonces
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Oy (D=0, (D@, (1) (1.3)

Ademas, se puede demostrar que, al derivar sucesivamente el

argumento del valor esperado se obtiene como resultado.

oV (1) = E(iXe™ ) =iE(Xe™)

(2)(t) E(l2X2 n‘X)_lZE(XZ n‘X)

(n)(l_) E(l Xn itX _l E(Xn itX

De donde se obtiene que E[X"1=i"¢\’(0), es decir, también es

posible calcular los momentos utilizando la Funcién Caracteristica.

Teorema 1.2 Unicidad de la Funcion Caracteristica

Existe una correspondencia biunivoca entre Funcion de Distribucion

y la Funcién Caracteristica.

Demostracion.- Se utiliza la Férmula de Inversion de Lévy la misma
que se enuncia de la siguiente manera
Férmula de Inversion de Lévy. Si X es una variable aleatoria con

funcion caracteristica ¢, entonces para —o<a<b<oo

—ita _ —ith P X — P X — b
tim— [ = i = Pla< x <y AXZAHPAX =D)
Coe Qg 9-C it 2
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Si F es continua, la parte derecha de la igualdad se reduce

F(b)—-F(a).

Sea

10)=o-, ety . " gyt = . ot - oo ar

Donde [(e—”“ _e )/ it]e"’x esta definido para todo t

1 c eit(X—a) _eit(X—h)
I(C)=—E dt
(€)= D_

¢ it
ZLE{
V4

J-C sent(X —a)—sent(X —b)dt}
0 t

0 t 0

:lEDax—m sen fdt_J~C(X—b) sen tdt} —EJ_(X)
T t

donde

C(u-a)Sen t
dt
Cu-b) ¢

C—oo

1
Jc(u):;

Entonces |JC (u)| <2 paratodo —eo < u,C <o por convergencia.
lim /(C) = im E[J(X)] = Elim J.(X)

P{X =a}+P{X =0}
EBI[XZM] + 1[u<x<hJ = ; +P{a< X <b}
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Con esto queda demostrado la Formula de Inversibn de Lévy,
recordando que @, (?) = J. cos(tx)dF(x)+ijsin(tx)dF(x) entonces se

dird que idénticas Funciones de Distribucion tienen idénticas

Funciones Caracteristicas mientras la conversion cumpla

a —itb

F(b) = lim lim—— | Cc%q;(t)dz, be C(F) 0
- l

a——o0 C—0 D JT

A continuacion se obtendra la funcién caracteristica para una

variable aleatoria X con distribucion Normal de pardmetros =0y

o=1.

Si X ~ N(0, 1) entonces

F) =™

2z

Se obtiene ¢, (1) = E[¢" ]

o(t) = _[j: e™ T 12 gy

T

—_1 J‘Jrooeitxfxz/de

27 J oo

-2 (T _(x-it 2
:\/;_ﬂ-et/JA e(xtt)/dx

—o0

2
—t/2
——e’/ UJ
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1.4.2.2 Método de Maxima Verosimilitud

Garcia en [8] expone como Fisher en su obra “Theory of Statistical
Estimation” (1925), establece las bases para la estimaciéon puntual,
por la que debe considerarselo descubridor del Método de Méaxima
Verosimilitud para la estimacion de parametros, método cuya
aplicacién ofrece en general estimadores con mejores propiedades

que el método de los momentos.

Definicion 1.12 Funcion de Verosimilitud

Sea X"=(X4, Xo..., X»), donde Xj,..., X, €s una sucesion de variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas con distribuciéon
de probabilidad P, donde 6 = (61, 0...., 6k). Sea fy (X1, Xzo..., Xpn) la
Funcion de Distribucion asociada a X, donde 0 € ®
La funcién,

L(X1, X2..., Xn,8)= fo(X1, Xa..., Xn)

Se denomina Funcién de Verosimilitud de X, 6

Recordando una de las propiedades de la Funcion Generadora de

Momentos, se dice que dos variables aleatorias X y Y son

ldénticamente Distribuidas si se cumple que Mx(t) = My(t), o

utilizando la Funcion Caracteristica la condicion es ¢, = @, .
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Si X1, Xa..., X, son Independientes e Idénticamente Distribuidas con

funcion de distribucién f,(X) la funcién de verosimilitud queda:

L(X1, Xo...y Xn,8) = Hfa(xi)
i=1

Los Estimadores de Maxima Verosimilitud (EMV) de 6 = (61,6x,...,0k)
son los valores T=(T,T,...,T;) que maximizan la Funcion de

Verosimilitud, o sea los valores tales que

L(X1, Xa..., Xy, T) = supL(Xy, Xz..., Xn, 0) (1.4)

60O

Como generalmente la funcién de verosimilitud es dificil de evaluar,
y dado que existe una relacion biunivoca entre ésta y su logaritmo,
entonces se prefiere trabajar con el logaritmo de la funcién de
verosimilitud en lugar de con la propia Funciéon de Verosimilitud y

nuestro objetivo sera ahora encontrar T tal que

log L(X1, Xo..., Xn, T) = suplog L(X, Xa..., Xn, 8)  (1.5)

[ZS]C)

Considérese la situacién en que ® es un subconjunto abierto de R*y
f» (X) es una funcion diferenciable en 6 (esto es, que existen las
derivadas parciales de primer orden en las componentes de 6). Si el
supremo en (1.4) existe, se lo puede hallar derivando parcialmente la

funcién de verosimilitud con respecto a cada componente 6 del
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vector de parametros 6 para luego igualar cada ecuacion obtenida a
cero, es decir:

0
—L(X1, X2..., Xn,0) =0 Vi=1,2,...,
a7 (X1, X2 ) p

1

Asi por ejemplo, sean Xi,...,X, v.a. iid ~ N(u, 6°) donde tanto u como
o® son desconocidos. Se pretende determinar los Estimadores de

Méaxima Verosimilitud de p y 0?
L(y, 0°) =f (X1, Xo..., Xn| M, 9

=f (1 11, 0% f(x2 | b, 0%) f (xa | B, 0%) " f (¥n | 1)
R G ) S B exp[_m—ufj
(o-27) P 20° (o27) 20°

n _ 2
- exp[—z”()(i “ J

u 20°
(c?27)?

Aplicando logaritmo natural, se tiene,

In[L(p, 02)] = —glno'2 _gln27[— 2;2 Z(xi _ﬂ)z
i=1

Los Estimadores de Maxima Verosimilitud de p y o® son los valores
que maximizan In[L(y, o°)]. Al obtener las derivadas respecto a p y
0%, resulta

ofin[ L(u.0?) |}
ou

1 n
= ?Z(X,- —H)
i=1
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W}:_("Ig} N

do’ 2 No 20
Se iguala estas derivadas a cero para entonces resolver; asi de la
primera ecuacién obtenemos:

lzi(xi—,[z)=0 que resolviendo queda » x,—n2=0 de donde

- i=1

(o}

Se sustituye x por & en la segunda ecuacién para luego obtener de

manera explicita 6, asi

“ 2 n
—(%j-*-oi Z(xl.—)_c) =0 entonces s2 =6 =%Z(xi_)—c)2
=l P

Por consiguiente, X y s2 son respectivamente los Estimadores de

Méaxima Verosimilitud de p y o°. 0

Obsérvese que dada una muestra Xi, Xp,..., X, un Estimador
Puntual @ del Vector de Parametros 6 (obtenido a partir de la

muestra dada) es un Vector Aleatorio, y como tal verifica ciertas
propiedades que revisaremos luego de considerar algunos tipos de
convergencia que son necesarios para el estudio de ciertas

propiedades de los estimadores.
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1.4.3 Convergencias de variables aleatorias

Definicion 1.13 Convergencia puntual de funciones

Sea {fi}hen :Q—R una sucesién de funciones. Se dice que f;

converge puntualmente a otra funcién f si para todo w € Q y para

todo € > 0; existe np € N dependiente de € y de w tal que sin = ng

entonces |fn (w) —f (w)| < €.

Cuando la eleccidon de ng puede hacerse con independencia de w, se

tiene la siguiente nocién de convergencia.

Definicién 1.14 Convergencia uniforme de funciones

Sea {fn}nen Una sucesiéon de funciones definidas sobre un conjunto Q
y que toma valores reales. Se dice que la sucesién {f,} converge

uniformemente en Q a otra funcién f si para todo € > 0, existe np € N

tal que: Si n = ng entonces | fr(w) — f (w)| < € paratodo w € 5.

Se puede probar que si {fi}nen converge uniformemente en Q,

entonces {fn}nen CcONverge puntualmente. La reciproca es falsa.

Sea {Xn}nen UNaA sucesion de variables aleatorias definidas sobre un

mismo Espacio de Probabilidades (Q, S, P). Para cada w € Q, la
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sucesion {X,(w)} es una sucesién de numeros reales que puede ser

convergente o divergente segun sea w. En otras palabras, la

existencia o no del limite de la sucesion limx, dependera de los

n—seo

eventos w € Q. Esta dependencia origina tres tipos de convergencia
de Variables Aleatorias: la Convergencia Casi Segura, la
Convergencia en Probabilidad y la Convergencia en Media

Cuadratica.

Por otra parte, si {F;} es una sucesion de funciones de distribucién
asociadas a la sucesién de variables aleatorias {Xj}, se estudiara
también la convergencia de {F;}, convergencia denominada

Convergencia en Distribucion.

Definicion 1.15 Convergencia en Distribucion

Considérese un espacio de probabilidades (Q, .5, P). Sea {Xn}nen UNaA

sucesion de variables aleatorias definidas sobre este espacio, con

funciones de distribucion {Fn}nen Sea X otra Variable Aleatoria

definida también sobre (Q, 5, P) con Funcion de Distribucion F. Se

dice que la sucesion de variables aleatorias {Xn}nen “Converge en
Distribucion o en Ley” a la variable aleatoria X si

lim F, (x) = F(x)

en todos los puntos x donde F es continua, y se lo denota como
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Xp—25X: 0, Xy—E—X.

A continuacién se presenta el Teorema de Limite Central el mismo

que es una aplicacién de este resultado.

Teorema 1.3 Limite Central (Lévy-Lindeberg)

Sea {X,} una sucesién de v.a. i.i.d. con media p y varianza o finita.
Entonces

S,—ni
" —2 57 ~N(0,1
o-ln 1)

Demostracion: Sea Y, =X, —u ;(n=1, 2, 3,...). Evidentemente la

sucesion Y, esta constituida por Variables Aleatorias Independientes

con
EY)=0 y E¥)=0c’ (n=1,23,..)

Consideremos ahora las variables aleatorias
Z —LiY—L[iX —n,uj
! O'\/;izl ' O'\/; i=1 l

Primero se va a demostrar que la Funcién Caracteristica de Z, tiende
a la funcién caracteristica de la distribucién normal estandar

22

pt)=e"
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En efecto, si ¢ es la Funcion Caracteristica de Z,, entonces se
tiene que

@, (1) = E[¢""]= E[exp(e"")]

ol 5]

siendo Y, variables independientes, se puede aplicar (1.3)

obteniendo

£ = HIE{GXP[G«/_H

ICIET

Ademas, las variables Y, son idénticamente distribuidas y, por tanto,

tienen la misma funcion caracteristica ¢ . Asi, tenemos

(ﬂn(t){(o(gf/;ﬂn (1.6)

Desarrollando ahora ¢ como una Serie de Taylor en t=0, se obtiene

2

t " 1
¢(a—\/2j ¢(0)+O_\/—(P(0)+ ¢(0)+0( 3,2j

en donde el simbolo
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indica que el resto de los términos de la serie son infinitésimos de

orden igual o superior a 1/n”* cuando n tiende a infinito.

Recordando las propiedades de la funcion caracteristicas se obtiene

90)=1; g(0)=iE(Y,)=0; p"(0)=i’E(Y;})=-0"

! :1—£i+0(—LJ
¢ O'\/; " 2

Por tanto de (1.6), se tiene
limg (1) = lim q)[ ! j
n—oo n n—oo O-\/;
. i 1/
:}'1_1’)1:|:1—E+0(n3/2j:|
2 n
:lim{l—t—}
n—yeo 2n

'
e

Asi se tiene

Es decir, la funcidn caracteristica de

1 & 1 !
Z = Ny=—"|Yx -
" 0'\/;,2::" O'x/Z(,Z—:' ’ nﬂJ

tiende a la funcién caracteristica de la distribucion normal estandar, y
recordando la Unicidad de la Funcién Caracteristica entonces se

dice que la funcién de distribucion de Z, tiende a la funcién de
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distribucion normal estandar y en consecuencia Z, converge en

Distribucion a Z ~ N(0,1) O

Definicion 1.16 Convergencia en Probabilidad

Considérese un espacio de probabilidades (Q, 5, P). Sea {Xn}nen
una sucesion de variables aleatorias definidas sobre este espacio,
sea ademas X otra variable aleatoria definida también sobre
(Q, S, P). La sucesion de variables aleatorias {Xn}nen S€ dice que

“converge en probabilidad” a |la variable aleatoria X si para todo € >0

se cumple

limP(we Q/|X, (@) - X (w)|2€)=0

n—o

o de forma equivalente

limP(we Q/|X, (@) - X (w)|<€)=1

n—oo

Se denota por X, —— X

El concepto de convergencia en probabilidad afirma que dado €>0, la

probabilidad de que X, difiera de X en mas de € es menor que una
cantidad tan pequefla como se quiera, a partr de un n
suficientemente grande. En particular, {X,} “Converge en
Probabilidad" a la constante a si

limP(we Q/|X, (w)-a|2¢€)=0

n—o0
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Se utiliza la Convergencia en Probabilidad para demostrar el
teorema conocido como Ley Débil de los Grandes Numeros, que se

presenta a continuacion.

Teorema 1.4 Ley Débil de los Grandes Numeros de

Tchebychev

.Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias mutuamente

independientes que tienen varianzas finitas y acotadas por una
misma constante «
o, =E[(X,-E(X,) |<a

Para todo ne N, entonces

— P
S,~E(S)
n

0

Demostracion: Aplicando la desigualdad de Tchebyshev a

Sn B E(Sn)

n

se obtiene:

S, —E(S,)

)

P(%—E6Q
o

Zg]ﬂ

n282
Para todo £>0. Ahora bien, como las variables aleatorias X,
(n=1,2, 3,...) son mutuamente independientes, se cumple

E((S,-E(S,)))=Var(S,)
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Por tanto,

PU&—E@»
n

Y, en consecuencia,

limP(

n

~var($x,|

2|

S —E(S,)

=> Var(X,)
i=1
<no
2
E(|s, - E(S,) )< o
n’e’ e’

=0 ; paratodo £€>0

Se menciona ahora tres tipos mas de convergencias de variables

aleatorias.

Definicion 1.17

Considérese un espacio de probabilidades (Q, S, P).

Convergencia segura de variables aleatorias

Sea {Xn}neN

una sucesion de variables aleatorias definidas sobre este espacio,

sea ademas X ofra variable aleatoria definida también sobre

(Q, S, P). Se dice que la sucesién de variables aleatorias {Xn}nen

“Converge Seguro” a X si para todo weQ la sucesion {Xp(w)}

converge a X(w), es decir que para todo weQ se cumple que
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lim{X, (@)} = X () (1.7)

Este tipo de convergencia se da en muy pocos casos, en general lo
que ocurre es que (1.7) se cumple s6lo para un cierto subconjunto C

de Q, es decir, un suceso S, en otras palabras, en el caso de

Convergencia Segura C=Q.

El siguiente es un criterio de convergencia un poco menos fuerte que

el anterior.

Definiciéon 1.18 Convergencia casi segura de variables

aleatorias

Considérese un espacio de probabilidades (Q, 5, P). Sea {Xn}nen
una sucesion de variables aleatorias definidas sobre este espacio,
sea ademas X otra variable aleatoria definida también sobre
(Q, S, P). Se dice que la sucesidén de variables aleatorias {Xn}nen
“Converge Casi Seguro” a la variable aleatoria X si y so6lo si (1.7) se
cumple soélo para un suceso C talque P(C) = 1, es decir, si

C={we o/lim{X, (@)} =X (@)

"entonces P(C) = 1

También se puede decir que la sucesion de variables aleatorias

{Xn}nen “Converge Casi Seguro”a la variable aleatoria X si y sélo si
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0

P(limsup{a)e Q/|X,(0)- X (w)|2 %}j

La Convergencia Casi Segura se denota por X, —=— X y se la
puede interpretar expresando que {X,} converge a X como una

sucesion de nimeros, excepto en un conjunto C° con P(C°)=0.

Definicion 1.19 Convergencia en Media Cuadratica

Considérese un espacio de probabilidades (Q, S, P). Sea {Xn}nen

una sucesion de variables aleatorias definidas sobre este espacio,

sea ademas X otra variable aleatoria definida también sobre
(Q, S, P). Una sucesion de variables aleatorias {Xn}nen S€ dice que
“Converge en Media Cuadratica” a |la variable aleatoria X si E[X j] y
E[ X* ] son finitos y

lim E[(X, - "] =0

Se lo denotara por X, —=— X

En general se dice que X, converge en media de orden r (r>0) a X si

e[,

r} y EDXH son finitos y iiggE[(Xn—X)’]zo
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1.4.3.1 Algunas relaciones entre los tipos de convergencia

Algunos tipos de convergencia son mas “fuertes” que otros, esto es,
unos tipos incluyen a otro y en consecuencia un tipo de
convergencia puede implicar otra. Se presenta primero la relacion

entre Convergencia en Probabilidad y Convergencia en Distribucion

Teorema 1.5 De la Convergencia en Probabilidad a

Convergencia en Distribucion

Sea X una variable aleatoria y {Xn}nen Una sucesion de variables
aleatorias todas definidas sobre el Espacio de Probabilidades

(Q, S, P). Si {Xn}nen Converge en Probabilidad a X, entonces {Xn}nen

Converge en Distribucién a X

Demostracion: Sea Fx la funcién de distribucion de X y x un punto
de continuidad.
Probemos primero que

{x, <xtc{x <x+elu{x, - x|>¢} (1.8)
Para esto basta demostrar que si wno esta en ninguno de los dos
conjuntos que forman la unién en el miembro derecho, entonces no
estd en {X,<x}. Sea w talque X(@)>x+¢e y |X, (0)-X(w) <€.
Luego

X, (@) =X(0)+(X,(0) - X(@))
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> X(0)-|X,(0) - X (o)
>x+e-¢€
=X
Probado (1.8)
Tomando probabilidades en ambos miembros se obtiene

Fy SFy(x+8&)+P(X, —X|2¢)

Tomando limite superior en ambos miembros y teniendo en cuenta
que

limP(X, - X|>€)=0 (1.9)

n—seo

Se obtiene

limFy (x)<Fy(x+€)

n—oo

Y haciendo que € — 0, en virtud de la continuidad de Fen xse tiene

ﬁFX"(x)SFX(x) (1.10)

n—oo

Ahora hacemos un razonamiento similar a izquierda de x. Se
considera la inclusion

{x <x-e}c{x, <xyu{x, - x|>¢}
Tomando probabilidades en ambos miembros se obtiene

Fy(x—&)<F, (0 +P(X,-X|2¢)
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Tomando limite inferior en ambos miembros y usando (1.9) se

obtiene

F, (x)Slim”_,wFXﬂ (%) (1.11)

De (1.10) y (1.11) resulta

limFy, () < Fy (x) < lim Fy (%)

n—oo n—oo

Y como

llm FX” (.X') < ﬁFxﬂ (.X')

n—o0 n—oo

Debe ser

limFy, (x)=lim, . Fy_(x)=Fy (x)

n—o0

Luego existe el limite de {FXH (x)} en el punto x y ademas
lim Fyy (x)=F(x) O

n—oo

Ahora se presenta un resumen de otras relaciones existentes entre

los tipos de convergencia

La Convergencia en Media Cuadratica (si existe) implica la

convergencia en probabilidad

Xp—2C s X = Xy—2—3 X
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La Convergencia en Probabilidad implica la Convergencia en
Distribucion

Xp—E 5 X = X, —2 X

Si {X,} Converge en Distribucion a un escalar ¢, entonces {X}

también Converge en Probabilidad a ¢

Como se menciond, un estimador puntual 6 del Vector de
Parametros 6 es un Vector Aleatorio, es deseable entonces que

cumpla con ciertas caracteristicas que estudiaremos a continuacion.

Segun Boente y Yohai en [2] y Mendenhall en [21] los estimadores

presentan las siguientes propiedades.

1.4.4 Propiedades de los estimadores

La diferencia entre el parametro poblacional y el estimador

6-T]| (1.12)
es el “error de estimacién”, obviamente una estimacién sera mas
precisa cuanto menor sea el error y por tanto es deseable que el
error sea siempre cero, mas eso es irreal; por ello, se esperaria que
en promedio el error sea cero, esto es que la esperanza del error

sea cero o que la esperanza del estimador sea igual al parametro.
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Definicion 1.20 Estimador Insesgado

Sea Xj,..., Xy una sucesion de Variables Aleatorias independientes
idénticamente distribuidas con distribucion de probabilidad P, donde
0= (04, 0>,..., 6). Sea T un Estimador del vector de parametros 6. Se

dice que T es un Estimador insesgado de 6 si y solo si

E[T] = 6

Se denomina “Sesgo” del Estimador T a la diferencia entre el valor
esperado de Ty 6, denotado por

B(T) = E[T] - 6 (1.13)

Asi, un Estimador es Insesgado si y solo si B(T) = 0; caso contrario

el estimador es sesgado.

Para ilustrar la diferencia de un estimador sesgado y uno insesgado

se presenta el siguiente ejemplo:
Sea X,,X,,..., X, muestra aleatoria, con E[X,]=u y Var(X,)=0"
: ¢ = 1 < =
Se define S;==>(X,-X) y S’ :—IZ(Xi ~X)* dos
nis n—1,5

estimadores para o”. Se procede a calcular el sesgo para ambos

estimadores
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Se desarrolla primero la sumatoria, se puede ver que

i(X,- -X) = zn“xf —l(zn“xijz = ixf —nX’
i=1 i=1 n\ iz i=1

Por consiguiente,

E{i(xi —)?)2} = E{Zn:Xf}—nE[)?z] = Zn:E[Xf]—nE[)?z]

i1
Obsérvese que E(Xf) es igual para i = 1, 2,...,n. y ademas la
varianza de una variable aleatoria estd determinada por
Var(X)=E(X*)— u*, entonces

E[X]=Var(X)+[E[X.])’ =0+ 4,

E[X?] =Var(X)+(E[X])* =0/ n+ u*

Luego

c vi2 | C 2 A 0'_2 2
E{%(X;X) }—Z(a +4%) n[ . +u}

i=1
62
=n(o”’ +ﬂ2)—n(—+y2J
n

=no’ -0’ =(n-1)o’
Asi, el sesgo de S’ es

E(Sj) :lE{Zn:(Xz _X)2j| :l(n—l)O'2 :(n_ljo_z
A =

n n

Por lo tanto S’ es sesgado porque E[S’]#o”.
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Mientras que el sesgo de S° es

1

n—1

(n-)o’*=0"

=L BlSx —xy |=
E[S]—n_lE{;(Xi X)}

Por lo tanto, se concluye que S2es un estimador insesgado para o

0

Definicion 1.21  Estimador asintéticamente insesgado

Sea {Py, 6 € ®}, ® c R* una familia no vacia de distribuciones de

probabilidad y T un estimador de 6. Sean Xj, Xo,... una sucesiéon de

variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con

distribucion de probabilidad P,. Sean T(X,,X,,...,X,)=T,, n 2 1

n

una sucesién de Estimadores puntuales de 6.

Un Estimador T, del vector de pardmetros 6 se dice Asintéticamente
Insesgado si y sélo si

E[T,] ——=—0
Que equivale a

lim B(T,)=0

n— oo
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Un Estimador insesgado acierta en promedio al parametro
estudiado, pero, ¢cuanto las estimaciones se dispersan del
parametro?. Cuando se tiene mas de un estimador insesgado para

un mismo parametro 6, ;cémo decidimos cual conviene usar?

Por ejemplo, sea Xi, Xa,..., X, una muestra aleatoria (sucesion de
variable aleatoria independientes e idénticamente distribuidas) de
una distribucién N(u,0?). Se puede verificar que los siguientes

estimadores de Y son todos insesgados:

=X

Sin embargo, las varianzas de estos estimadores son

.\ O’
V(/Jl):_
n

. o’
V(ﬂz)=7
‘/(1[13)20-2

Es légico elegir el estimador més preciso, es decir el de menor

varianza, en este caso [, O
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Definicion 1.22 Eficiencia relativa

Los estimadores insesgados suelen compararse en términos de sus

respectivas varianzas. Si T; y T, son dos estimadores insesgados del

parametro 6 con E[T/’]< oo y E[T%’] < co. Si la varianza de T, es

menor que la varianza de T, se dice que T; es mas eficiente que T>.

También se suele usar la siguiente relacion
Vv
ofy(TI1)=—7%

para medir la eficiencia relativa de T, con respecto a 7.

Es razonable esperar que un estimador se aproxime mas al
parametro poblacional a medida que se aumenta el tamafo de la
muestra. Cuando el tamafo de la muestra es muy grande los
estimadores tomaran, por lo general, valores muy proximos a los
parametros respectivos. Este concepto de proximidad se

generalizard mediante la siguiente definicién de consistencia.

Definicion 1.23 Estimador consistente

Sea {Py, § € ®}, ® c RP una familia no vacia de Distribuciones de
Probabilidad y T un Estimador de 6. Sean X, Xa,... una sucesién de

variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con
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Distribucion de Probabilidad Py. Sean T (Xy, Xo,..., Xn) =Th, n =21 una

sucesion de Estimadores puntuales de 6.

Un Estimador @ del vector de parametros 6 se dice consistente si y
solo si

T, —— 6
Es decir,

lim P(|T, — §]>€)=0

n—o

La Ley de los Grandes Numeros nos permite comprobar que la

Media Muestral X, :lixi Converge en Probabilidad a la media
n =

poblacional; por tanto se dice que X, es un Estimador Consistente

para /.

Definicion 1.24  Estadistico suficiente
Sea T un estadistico que va desde el espacio (Q, A4, P) en el espacio

probabilizable (R, B). Diremos que T es Suficiente para la familia Py

de funciones de probabilidad si, para cada par de conjuntos de

Borel, Ac AyB e B,

PIANT'®)]= [ PA/T=1) P (d),
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donde P (A / T =t) es independiente de la a familia de medidas de

probabilidad.

En otras palabras, se dice que un Estimador T es Suficiente si utiliza
toda la informacién relevante de la muestra para estimar el
parametro 6 de la poblacion. Es decir, un estimador T es suficiente si
todo el conocimiento que se obtiene acerca del parametro 6 es

mediante la especificacién real de todos los valores de la muestra.

Teorema 1.6 Teorema de Factorizacion

Sea X un vector aleatorio con funcion de densidad o funcién de
probabilidad puntual p(x, 8), 8 € ®. Entonces, el estadistico T=r(X)
es suficiente para 6 si y solo si existen dos funciones gy htales que

p(x,6) = g(r(x),0)h(x)

Demostracion: Se presenta la demostracién soélo para el caso
discreto. Se supone que existen dos funciones g y h tales que
p(x,0) se factoriza segun p(x,8) = g(r(x),0)h(x).

Entonces la funcién de densidad conjunta vale

g(t,h(x) sir(x)=t

,1,0)=
Pir (X ) { 0 si r(x)#t

Y la densidad marginal pr{t, )= D py, (x,2,6)= D g(r(x),0)h(x)

r(x)=t r(x)=t
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=g(1,6) D h(x)=g(t,0)h" (1)

r(x)=t
Donde las sumatorias se realizan sobre todos los x=(x,,x,,...,x,)
tales que r(x) = t. Asi resulta la funcién de densidad condicional.
h(x)

Pyr(x,0/1) = h (x)
0 sir(x)#t

sir(x)=t

Y por tanto la distribucion de X dado T =t es independiente de 6
para todo t.
Reciprocamente, si suponemos que T = r(x) es suficiente para 6 se
tiene
Po(X=x) = Pg( X=X, T=r(x)) = pxt(x, r(x), 6)

= pxr(X, 0] r(x)) pr(r(x), 6)
El primero de los factores del dltimo miembro es por hipétesis
independiente de 0 y por eso podemos llamarlo h(x); mientras que el
segundo miembro (que depende de x a través de t) puede

denominarse g(r(x), 8). Por tanto el teorema queda demostrado. [’

Definicion 1.25 Estimador insesgado de minima varianza

Sea {Py, 8 € ®}, ® c RP una familia no vacia de distribuciones de

probabilidad y T un estimador de 6. Sean Xj, Xo,... una sucesién de
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con

distribucion de probabilidad Py. Sean T (X4, Xo,..., Xn) =T, n > 1 una
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sucesion de estimadores puntuales de la funcion escalar

0(91, 92,... Gn).

Un estimador T, se dice estimador uniformemente insesgado de
minima varianza si y solo si
E[T}] = c(0)

V(T,) < V(t(X)), para todo #(X) estimador insesgado de c(6)

Finalmente, se define el Error Cuadratico Medio como sigue

Definicion 1.26 Error Cuadratico Medio

Sea T, cualquier estimador de un parametro 6. Se define el error
cuadratico medio como el valor esperado del cuadrado de la
diferencia entre el estimador T y el parametro g que trata de estimar.

ECM(T) = E[(T - 6)3]

El Error Cuadréatico Medio puede escribirse como sigue:

ECM(Ty) = E[7,-E[T,]] +(6-E[T,]) =V (T,)+B(T,)’

Esto es, el Error Cuadratico Medio de T, es igual a la Varianza del
Estimador més el Sesgo al cuadrado, asi, si el estimador es
insesgado el Error Cuadratico Medio es igual a la Varianza del

Estimador.
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CAPITULO 2

2 ESTIMACION ROBUSTA

2.1 Introduccion

En este segundo capitulo se amplia la idea de cuan importante es la
estimacion robusta, luego de la cual se trata de manera somera la

teoria basica de robustez.

Se explican tres de los métodos para construir estimadores robustos
y se proporcionan algunas ilustraciones de estimadores obtenidos a
través de dichos procedimientos, profundizando en el estudio del
método de los estimadores-M, para los que se desarrollan algunas
propiedades definidas en la parte de la teoria basica de robustez.
Finalmente se presentan algunos aspectos importantes sobre la

estimacién Robusta Multivariada.



2.2 Preliminares

En el Capitulo | se expone cédmo en Estadistica es comun suponer
que los datos han sido generados de una funcion de distribucion
dependiente del vector de parametros poblacionales 6, y se explican
ademas varios aspectos sobre la estimacion de 6 (enfoque que es la
base de la llamada Estadistica Paramétrica); enfatizando que en la
practica es frecuente que el modelo aleatorio real no se ajuste
fielmente al modelo paramétrico supuesto siendo éste ultimo sélo
una moderada aproximacién. Esta es una de las razones que hacen

necesaria a la teoria de la Robustez.

Para entender de mejor manera lo expuesto, se presenta a
continuacion un ejemplo, el mismo que fue planteado por

Tukey en [27]

Se supone que se trabaja con un grupo aleatoriamente mezclado
entre “buenas” observaciones normales Ny, o°) y “malas”
observaciones que son normales N(u, 90%); es decir, todas las
observaciones tienen la misma media, pero las desviaciones de
algunas son incrementadas por un factor 3; asi cada observacion X;
es buena con probabilidad (1-¢) y mala observaciéon con probabilidad
€, donde €(100)% representa un porcentaje de “contaminacion”. Dos

medidas tradicionales de dispersion son:
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El promedio de la desviacion absoluta

1 —
d, —;Z|xi—x|

y la raiz del promedio de las desviaciones cuadraticas
1 —2
S, = —Z (x;, —X)
n

Alrededor de 1920 se desarrolldé una disputa entre Eddington y

Fisher, acerca de las ventajas relativas de d,y S, , Fisher entonces
hizo notar que para observaciones normales, S, es 12% mas

eficiente qued, , y esto parecio resolver el asunto.

Por supuesto, ambos estadisticos miden diferentes caracteristicas
para la distribucién del error; por ejemplo, si los errores son

normales, S, converge a o, mientras que d, converge a

\/EO' =0.800.
T

Tukey compara el rendimiento de estas dos medidas en base a la

eficiencia asintotica relativa (ARE) de d, en relacion a §,, de la

siguiente manera:

ARE(&) = lim var(S,)/ [E(Sn )]

" var(d,) /[ E(d,)]

n
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(3(1+80e)/ (1+8¢)* 1)/ 4

C(m12)(1+8¢e)/ (1+2¢)’ —1

Se presenta a continuacion la tabla de valores de ARE(g) para

diferentes valores de € y ademas el grafico correspondiente

Cuadro 2. 1
Estimadores Robustos

Eficiencia asintética relativa (ARE) de d, enrelaciona S,

£ ARE(€)

0 0.876 2

.001 0.948

.002 1.016

.005 1.198 .

.01 1.439 %

.02 1.752 T .

.05 2.035 < ———

10 1.903

15 1.689

.25 1.371

5 1.017

) .876

1 0 0 8 0 T T T T T T T T T T
0 01 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0. 1

Valores de ¢

Fuente: Tukey [ 27 ]
Elaborado por: Néstor Montario P.

El resultado es inquietante: Bastan dos observaciones “malas” en
1000 para contrarrestar el 12% de ventaja de la media cuadratica del

error y el ARE alcanza valores mayores a 2 alrededor de €=0.05
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Por otro lado, cuando se tienen valores extremos, para obtener una
mejor estimacion de los parametros deseados, se pueden utilizar
criterios de rechazo para dichos valores, sin embargo Rencher en
[25] menciona que, Relles y Rogers (1977) realizaron un estudio en
el cual compararon, usando una simulacion tipo Monte Carlo, el
rendimiento de algunos criterios de rechazo para valores extremos
versus algunos de los procedimientos robustos. Ellos concluyeron
que los criterios de rechazo son al menos un 20% menos eficiente
que el mejor estimador robusto en todos los casos estudiados y que
en el contexto multivariado el rendimiento relativo de los criterios
podria ser aun peor; ademas los criterios de rechazo deberian
“podar” una o dos observaciones mas de las que en estos se

consideran.

Se pasa ahora a una revisidbn de la teoria de los estimadores

Robustos.

2.3 Teoria de la Robustez

Huber en [14], [15] y [16] Hampel en [11] y [12], Tukey en [27] y
Zamar en [31], desarrollan y proponen varios aspectos a ser

considerados, los mismos que se presentan a continuacion.
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2.3.1 Generalidades
El problema derivado de la naturaleza aproximada del modelo
paramétrico F, es modelado por Tukey, quien define la “Familia de

Contaminacion” para tratar el problema de la presencia de valores

aberrantes.

Definicion 2.1 Familia de Contaminacion

Se llama Familia de Contaminacion a la familia de distribuciones 7
definida como:

Fe={(1-€)F,+e¢H; 0< O} (2.1)

donde 0<¢e<0.5 es fijo y H es arbitraria y desconocida.

Es visible que F, € ..

El modelo (2.1) refleja la situacion en que la mayoria de las

observaciones provienen de F,, pero una pequefa fraccion € de las

observaciones son valores atipicos generados por H, donde

£(100)% representa el porcentaje de contaminacion; siendo
evidente que una Distribucibn Fe F: no estd completamente

especificada, puesto que H es desconocida.
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Por otro lado, ademas de clasificar a los estimadores como robustos

0 no, se debe comparar un estimador con otro, indicando por
ejemplo que el estimador 671 de 8 es mas “Robusto” que 672; esto

implica que se debe tener la capacidad de medir la robustez de un

estimador.

De manera informal se puede decir, que el estimador T(F,) es
“Robusto” si su comportamiento es relativamente “bueno” y “estable”
cuando F varia sobre el entorno F; del modelo paramétrico F,; esto
es, que el estimador T(F,) debe poseer las propiedades:

Eficiencia y

Estabilidad.

Definicion 2.2 Eficiencia

Intuitivamente eficiencia se puede considerar como el hecho que

T(F,) se comporte “bien” cuando el modelo paramétrico central

F = F, se satisface.

Asi, la eficiencia implica que T(Fn) debe ser comparable con el

estimador de maxima verosimilitud EMV(F,) cuando F' = F,es decir
a) T(F,) debe ser “Consistente” en el sentido de Fisher, esto es

T —25T(F)
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b) 7(F,) debe ser asintéticamente normal, esto es

Lr(\n (T, = T(F))) —— N(0, A(F, T))

donde: F es una medida de probabilidad para (Q, A)

y Lr(T,) denota la distribucion de T, bajo F

Definicion 2.3 Estabilidad

Un estimador T(F,) es estable cuando su “buen” comportamiento se
preserva cuando F varia sobre 7;; esta propiedad se puede explicar
como: un pequefnio cambio en la distribuciéon deberia causar so6lo un
pequefio cambio en el funcionamiento de un procedimiento

estadistico.

Existen varios criterios para medir la Estabilidad de un Estimador; es
decir para medir el buen comportamiento que se desea que presente
cuando la muestra esta contaminada, varios de los enfoques que se

han desarrollado se tratan a continuacién

2.3.2 Robustez Cualitativa

Definicion 2.4 Robustez segun Hampel.

En 1971, Hampel en [11] propuso una definicién del concepto de

robustez que responde a la nocion intuitiva desarrollada hasta este
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momento; su enfoque considera que el funcional T(F,) es estable
(cualitativamente robusto) si para una adecuada métrica d,, en un

espacio de probabilidad medible se cumple que

ve>0 36 >0 VG y Vn; tal que n=ng, dn(F,G)< 6§ = [LK(T,),La(T))]<e

donde: F es una medida de probabilidad para (Q, A)

y Lr(T,) denota la distribucion de T, bajo F

Huber en [16] indica que “esta situaciéon es bastante andloga a la
estabilidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde la solucién
deberia depender continuamente en los valores iniciales"; ademas
simplifica la anterior formalizacién de robustez de la siguiente

manera.:

Supdéngase que el estimador T, = T,(X;, X5,..., X,) donde X;, X,..., X,
son variables aleatorias idénticamente distribuidas, puede ser escrito
como un funcional T de la funcién de Distribucion Empirica F, o de la

Medida Empirica

donde (x;, x5....x,) €s la Muestra y J_es el punto unitario de masa

de x. Entonces, segun Huber “un pequeno cambio en la muestra
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resultaria en un pequefio cambio en el valor 7, = T(m,) de las

estimaciones”.

Esto, sin embargo, no permite realizar comparaciones dentro de la
clase de estimadores que son cualitativamente robustos, asi las
investigaciones en robustez se dirigen principalmente a cuantificar la

misma.

2.3.3 Robustez Cuantitativa

En el Capitulo 1 se menciona la importancia de los estimadores
insesgados y asintéticamente insesgados, midiendo el sesgo como
(1.13); para los Estimadores Robustos el Sesgo Asintotico es un

aspecto importante, puesto que si se supone que la Distribucion F,
es un elemento de ‘F; con €>0, entonces como resultado de la

contaminacion generada por H, un Estimador Consistente T, de 6 en

general sera Asintéticamente Sesgado.

El Sesgo Asintético del estimador T(F) cuando F varia sobre F,

puede definirse como
by(F, 0) = d [T((1—€)Fy+€H ), 6]
donde d es una distancia que respeta las invarianzas o

equivarianzas naturales del espacio ©.
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Para el caso del modelo simple de posicion y dispersion
0 =(u,0°), las medidas de Sesgo Asintético del estimador A(F),)
de u y del estimador 6(F,) de o deben ser invariantes ante

cambios de posicidon y escala. Por ejemplo, las medidas de sesgo

|a(F)— 4]
(o2
y
@_1|
(o2

poseen la propiedad de invarianza deseada, en virtud de la cual, se
puede establecer un vector canénico 6, de 6, asi, para 6, = (0 1) las

medidas de sesgo planteadas son:

A(F)|

&(F)—1

Con esa medida de sesgo, se define Sesgo Maximo como

b(€) = sup [T(F)~T(F,)|

Fe 7,
y la Varianza Maxima como

v, (&) =sup A(F.,T)
Fe 7,
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donde A(F, T') proviene del requerimiento de normalidad asintética

Lr(+/n (Ty- T(F)) ——N(0, A(F, 7))

La idea de el Sesgo Maximo y de la Varianza Maxima es medir el
“peor” comportamiento del estimador para cada nivel de

contaminacion ¢; sin embargo estas medidas no permiten establecer

que para un n “grande” el estimador T, se comporta bien para todo F

€ Fe, para ello Huber propone lo siguiente

Definicion 2.5 Sesgo Asintotico Maximo, Varianza Asintética

Maxima y el Punto de Ruptura Asintotico.

Se define, respectivamente, el Sesgo Asintético Maximo y la

Varianza Asintética Maxima como:

b(e) =limsup |M (F,T,)| 2 b,(€) (2.2)
" Fe #;

v(€) =lim sup Q,(F,T,)* > v,(€) (2.3)
" Fe #,

donde M(F, T,) es la mediana de Lr(-/n (T\— T(Fo)) y Qu(F, T.) es el
rango t-cuantil normalizado de Lr(-/nT,). Para la Distribucién

Normal, Q; coincide con la Desviacion Estandar, asi Q’ sera llamado

pseudo-varianza.
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Las desigualdades (2.2) y (2.3) son complicadas de manejar, por lo

que se trabaja con b; y v;, gracias a que generalmente b=b; y v=v,

La Varianza Asintética Maxima generalizada (tomando el caso

multivariado) se define como:

AV, (&) = sup traza(A(F,T))
Fe 7,

Ambas medidas miden el peor comportamiento del estimador, para n

“grande”.

Huber define ademas el Punto de Ruptura Asintoético de T sobre Fy,
como

e*=€*(Fo, T') = sup{e / b(g)<b(1)}
que intuitivamente representa la mayor fraccion de contaminacion

que el estimador puede tolerar.

2.3.4 Robustez Infinitesimal

Recuerde el ejemplo dado en el Bosquejo inicial del Capitulo I,

donde, sin considerar el valor atipico se tiene que 7 =18.05y
z ,=17.89; mientras que incluyendo la observacion z, =28 se tiene,

z,,=18.55 y 7, =17.96. Para medir el efecto de z, se define la

Curva de Sensibilidad del Estimador de Localizacién como

T(x), X503 X195 X00) =T (X, Xy, 000 X))
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que es la diferencia entre el parametro estimado usando los 20 datos

y 19 datos (excluyendo el valor extremo).

El cuadro 2.2 muestra la sensibilidad de la Media Muestral y la
Mediana Muestral para el ejemplo dado, es claro que z,, tiene poca

incidencia en la Mediana mientras que en Media ocurre lo contrario.

Cuadro 2. 2

Estimadores Robustos
Sensibilidad de la Media Muestral Vs. Mediana Muestral

0.60 -

0.40 -

0.20 -

0.00 ‘ ‘ -

@ 10 14 18 22 26 30
-0.20 +

Sensibilidad

-0.40 -

-0.60 -

—— Media ——Mediana

Va‘ores Extremos

Elaborado por: Néstor Montario P.
Ahora suponga que se desea medir el efecto de m observaciones
iguales a un x; dentro de la muestra de tamano n, es decir
T (Xgs XgseesXgs Xypayseeos X, ) =T (X, %,,...,X,)
Notese que en este caso se reemplazan las primeras m

observaciones por un valor .
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De esta manera, si a las 19 primeras observaciones del ejemplo
anterior, se le calcula la sensibilidad del estimador de localizacion
reemplazando m observaciones con un valor de, por ejemplo, 100,
veremos que con m=1 la Media se ve seriamente afectada, mientras

que la Mediana se mantiene estable hasta m=10.

Hampel en [12] presenta una version asintética de la curva de

sensibilidad.

Definicion 2.6 Curva de Influencia y sensibilidad a errores

groseros

Se define la llamada Curva de Influencia o Funcion de Influencia de

la siguiente manera:

CI(x,F,T)= lim T((I_E)F+S§x)—T(F)

(2.4)
—0 E

donde o, es la distribucién talque P(x= x)=1

La CI en (2.4) da la influencia diferencial adecuadamente escalada
de una observacion adicional con valor x cuando el tamafo de la
muestra n—co, €s decir, es una aproximacion del comportamiento de
T cuando la muestra contiene una “pequena” fraccion ¢ de valores

atipicos iguales a x.
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Ademas Hampel define (suponiendo que existe el limite) la

sensibilidad a errores groseros y* como

y*(T)=sup|CI(x,F,T)|

En el presente trabajo se estudia el Modelo de Posicién vy
Dispersion; esto es, cuando 8 =(u,0) donde u es el estimador de
posicion, el mismo que proporciona una estimacion del centro de los
datos (una medida de tendencia central); y o el estimador de
Dispersion, el cual brinda una medida de la desviacion de los datos
con respecto al valor u escogido. La Distribucion Normal pertenece
a la familia de modelos de posicion y escala, de ahi la importancia

de centrarnos en dicho modelo.

2.4 Tres métodos para construir Estimadores Robustos
Huber en [15] menciona tres métodos para la construccion de
estimadores: Estimadores M, Estimadores L y Estimadores R; en lo
que sigue, se menciona cada método y se proporciona ejemplos de

estimadores obtenidos con los mismos.

Para una mejor comprensién se trabaja primero con un modelo puro
de posicion univariado, esto es

X =pM+u, (2.5)

donde u, sonv.a.i.i.d y u es el parametro a estimar.
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2.4.1 Estimadores L

A partir de una muestra ordenada X1 <Xp) <...< X(n), se define un

estimador L como:

n
T, = Zanm
i=1

iln
donde los ponderadores a; son generados por a; = j J(t)dt para
(i-1)/n

1
alguna funcién J que satisface jJ(t)dt =1.
0

La idea de los Estimadores L es construir estimadores a partir de

combinaciones lineales de los estadisticos de orden.

Escribiendo el estimador L como un funcional de la funcién de
distribucién empirica T,=T(F,) (exactamente o al menos
aproximadamente) tenemos

T(F)= j JOF ™ (t)dt

A continuacion se presenta algunos Estimadores L, definidos segun

Gento en [9], Méndez en [22], Seber en [28].
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Definiciéon 2.7 Media Truncada y Mediana

Sea X, X,..., X, una muestra aleatoria; X el i-ésimo Estadistico de
Orden y sea a€[0, 0.50] el nivel de truncamiento. Se define entonces

la media truncada como:
a —trunc = LT{ F'(tdt o
-2 -,

n—2b
> X, donde b = [an]

n—=20 i—p4

a —trunc =

Es decir, la Media Truncada a nivel a se construye como la media de
las observaciones de la muestra eliminando el a% de las

observaciones en el extremo superior y el @% en el extremo inferior.

Se puede notar que la Media y la Mediana podrian ser considerados
como elementos extremos de la familia de las Medias Truncadas,
pues un truncamiento con a=0 coincide con la media muestral, y si

a=0.50 entonces se obtendria la mediana muestral.

Definicion 2.8 Estadisticos de orden y Bisagras

Unos Estimadores parecidos a los Cuartiles fueron definidos por

Tukey como Bisagras, que se denotan por Hy y Ha.

{n+l}+l
L2 4
2

Sea [A] la parte enterade A y k= , se define
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Hy= X(k) H> = X(n+1—k) ,8i ke N

1 1 .
Hy= E( X + X1) ) Hp = 5 (Xns1k) + X(ne1-k1+1)) -Si K ¢ N

Definicion 2.9 Trimedia

Sea X, X»,... X, una Muestra Aleatoria, sea X;; el i-ésimo estadistico
de orden, X la Mediana Muestral y sea Hi y H, las Bisagras de
Tukey. Se define la Trimedia como:

Trimedia = l?c +1H1+1H2
27 4 4

Definicion 2.10 Media a«-Winsorizada

Sea X;, X,... X, una muestra aleatoria, X el i-ésimo estadistico de

orden. Se define la Media a-Winsorizada como:

@ T X(M) +...+ X(n_g) + gX(n_g) ) , donde g=an

— 1
szzg&wﬁx

Esto significa realizar un simple reemplazo de cada uno de los g
valores mayores (Xn-g+1), X(n-g+2)---» X(n)) POr X(ng); ¥ cada uno de los
g valores menores (Xq), X),..., X(g)) por Xg+1); asi que, la muestra

ordenada es X(g+1),..., X(g+1), X(g+2),..., X(n.g), X(n-g),..., X(n-g)
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Definicion 2.11  Estimador de Salto Multiple

Para este estimador se consideran los datos contenidos en las
“patillas” de los graficos Box-plot y posteriormente se elimina una

proporcion del numero de datos excluidos. Sea el intervalo

[H,—-15(H,—H,),H,+15(H,—H,)|, sea k el nimero de datos fuera del
intervalo y L=min{max{l,2k},(0,6n—k)}. Entonces se eliminan L

valores extremos a cada lado del intervalo considerado, y se estima
el parametro como la media aritmética del resto de los valores. La
principal particularidad es que en este estimador la proporcién de

datos a eliminarse depende de la muestra misma.

2.4.2 Estimadores R

Para estos Estimadores se considera una prueba de rangos para el
modelo de desplazamiento de dos muestras. Sea Y, Y..., Y, y
Z;, Z..., Z, dos muestras independientes con distribuciones F(x) y
F(x-A) respectivamente. Se elabora la muestra combinada de
tamano N=2n, considere

Ho: A=0

Ha: A>0

W(Y1,Y2,...,Yn;Z1,Zg,...,Zn)=ZJ( ! le-
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donde V,=1 si la i-ésima entrada mas pequefa en la muestra

combinada es Y,y V., =0 en otro caso.

Se puede derivar estimadores de localizacion de dichas pruebas
definiendo T.( X, X,...,X,) tal que

W(X1=Tn, Xo=Tn,..., Xn =Tn; =(X1 =Tn), =(X2=Tn) ..., =(Xn =Tn)) = 0
entonces, el estimador T, que satisfaga la ecuaciéon anterior es un

Estimador R

Que al escribirlo como funcional (férmula implicita en este caso) se

tiene

J-J(F(x)Jrl—F(ZT(F)—x)

5 jF(dx) =0

Un ejemplo de estos estimadores es el Estimador propuesto por
Hodges Jr y Lehman en [13]
Definicion 2.12 Estimador de Lehman & Hodges
Se define el Estimador X x. como:
- _ 1
X . = mediana,,_ ., E(Zi -Z))

es decir, es la mediana del conjunto formado por los promedios de

los pares de observaciones
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2.5 Estimadores M

2.5.1 Ideas generales y definicion

Huber en [14] propone (para la época) un nuevo método de
estimacion; él retoma la idea de estimacion por medio de Minimos
Cuadrados propuesta por Gauss; esto es, ajustar el parametro
desconocido tal que la Suma de los Cuadrados de la diferencia entre
los valores observados y los valores estimados sea minimizada, asi,

para el problema de estimar el parametro de posicidon, se tiene que
minimizar la expresién Z[(xi ~T)*; lo que implica que T es igual a

la media muestral.

Huber indica ademas que es natural preguntarse si uno puede
obtener Estimadores Robustos al minimizar otra funcién de errores
que no sea la suma de sus cuadrados, es entonces cuando define a
los estimadores M de la siguiente forma.

T =T,(x,....x,) que minimiza Y  p(x,~T); (2.6)

donde p es una funcién no constante

2
Si se escoge p(1) :% entonces el estimador que satisface (2.6) es

la Media Muestral; de igual manera escogiendo p(t)=\t

, el

estimador que resulta es la Mediana Muestral; asi, la Media Muestral
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y la Mediana Muestral son estimadores M y en general todos los
estimadores de maxima verosimilitud son estimadores M, puesto que
si la densidad de cada x; es.

f<x>=lf(’““‘j,
O

o

entonces la funciéon de verosimilitud correspondiente a la muestra

Xpse.., X, SEIA

L(u) =~ ]ﬂlf(x"_”j

o' i o
Tomando logaritmos se tendrda que el estimador de maxima

verosimilitud de u estara dado por el valor que maximiza

N Xi—H
Soes (2]

0 equivalente a decir el valor que minimiza

o

es decir, todos los Estimadores de Maxima Verosimilitud son

Estimadores M con

pf ()= _log f(u)

Formalmente se define a los estimadores M de la siguiente manera.
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Definicion 2.13 Estimadores de tipo Maxima Verosimilitud

(Estimadores M)

Sea p una funcion de valor real de pardmetro real con derivada

¥ = p’. Se define un estadistico 7, = T,(X;, X5,...,X,) por

Zp(Xl —T,) =inf, Zp(Xi —1)
i=0 i=0

> WX, ~T,)=0
i=0

Se reescribe la operacion anterior de la siguiente manera:

D w(x,-T)=0
con
W, = l//('xi _Tn)
x =T

n

de lo que se obtiene una representacién de 7, como una media

ponderada.

T = Z WiX;
Zwi

Para incluir el problema de escala desconocida, se presenta una
version de escala invariante de este estimador si se reemplaza las

ecuaciones definidas por
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1t X.-T
1 n :O
"’( 3 J

donde §, = S(F))es algun estimador robusto de escala.

Para que los estimadores M sean robustos, deben poseer las
propiedades de Eficiencia y Estabilidad mencionadas en la

seccién 2.3.

2.5.2 Propiedades de los estimadores M

Consistencia de los estimadores M
La condicién de consistencia de Fisher, requerida para que el

estimador M converja a u esta dada por

e w

donde E,. (X ) significa la esperanza de X con Distribucion F(x)

La ecuacion (2.7) es equivalente a:
E.(y(u)=0 (2.8)
Esta condicion se cumple automéaticamente si F tiene una densidad

simétrica respecto a 0 ya que en ese caso se tiene:

E ()= uf 0)du=0

ya que uf (u) es una funcion impar.
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Luego, se tiene el siguiente Teorema que muestra la consistencia de

los estimadores M.

Teorema 2.1 Consistencia de los estimadores M
Sean x,,...,x,variables aleatorias independientes. Se dice que un
estimador i, converge en casi todo punto a u en cualquiera de los

siguientes casos:
1) La funcion ¢ es estrictamente creciente.
2) La funcién ¢ es no decreciente, ¥(u) > ¥(0) y F(u) > F(0) para todo

u>0.

Demostracion: Solamente mostraremos para el caso (1).
Consideremos £ >0. Luego, como ¢ es estrictamente creciente
tenemos que y(u— £) < y¥(u), y luego

Ewvu-€)<E,w(u)=0
Por tanto
x—(u+é)
Ey| —— |=Eyu-£)<0
o
De manera similar, se puede probar que

Ly

F

(Mj — EFl//(l/t _g) >0
o
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Sea ahora

Luego el estimador M &, satisface

G,(&,)=0
Por otro lado usando la Ley de los Grandes Numeros se tiene que,

con probabilidad 1 existe un ny tal que, para todo n > n, se tiene
que:

G (u+e)<0, G (u—-¢€)>0
Y por lo tanto como G, es mondétona decreciente, se tiene que el

valor [ tendra que satisfacer que
U—ES [l <uU+E&

Esto prueba la consistencia de i, O

También se debe probar la Normalidad Asintdtica de los

Estimadores M, por lo que se presenta el siguiente teorema

Teorema 2.2 Normalidad asintotica de los estimadores M

Sean X,...,X, variables aleatorias independientes. Consideremos

un estimador f , donde y y F satisfacen (2.8). Supongamos
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ademas que ¢ tiene dos derivadas continuas y " es acotado. Luego

se tiene que:
D
n'"?(f1, - 1)~ N(0,6°V (', F))
donde
E 2
(EFV/ (”))

Demostracion.- El estimador M {1, satisface

N xi_:an —
Zy/( . j 0 (2.9)

Haciendo un desarrollo de Taylor en el punto u se tiene

n o n o ~No 1
O:ZV’(%}ZW'(” ﬂjﬂn “olSy
i=1

i=1 2 @ i=1

xi _ﬂ; (lzzn _ﬂ)z
o o’
donde x, es un punto intermedio entre [y u.

Luego, se tiene la siguiente ecuacién implicita

> (-1 0)

(B, = 1) == —
LY o) S g - ) )

Por lo que:
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L Yy - )10)

n'"? (i, — ) =
n 1 n . 1 A 1 - n %
DW= 0) =5 (= )~ D W (= %) 0)
no = 20- n i=1
Sea ademas,
1 & I S
A= YW= )] ) = >y w)
=1 =l
| R L <,
Bn:FZW((xi—ﬂ)/G)ZFZ'//(ui)
=1 =
1 A 1 - n
C, =5, =)= ¥ (x;—u*,)/ 0)
2 ng
Luego
A
1/2 _ P
n (= c'B, +0%c,

Aplicando el Teorema del Limite Central se tiene:
A, ——=N(0.E, W)
Por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros se concluye ademas que:
B, ——E(y* W)
Finalmente, por hipétesis existe una constante K tal que |y "u)|<K -
Luego |C,|<(K /2)(4,-u). Usando el hecho de que i, —— ., se

tiene que

C,——0
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2.5.3 Estimadores M de Huber

Huber propuso una familia de funciones intermedias entre las

correspondientes a la distribucion N(0,1) y a la doble exponencial

kd
2

e

, de tal manera que esta funcion es cuadratica para valores

absolutos pequenos y lineal para valores absolutos grandes.

El estimador M de Huber es aquel que satisface (2.6) donde

) = x* /2 para |x| <c
pLo= c|x|—c2/2 para|x|>c

en consecuencia

- ; x<-—c
vix)=2<x ;—-c<x<c
c ; X>c

y, @ manera de las ponderaciones, es:

<c

1 para |x,. -T,

W= |XT para |x, —T|>c
i n

donde ¢ depende de ¢.

El siguiente grafico muestra las funciones p(x) y w(x) para la Media

Muestral, Mediana Muestral y el Estimador M de Huber para c=1.4;

se puede ver que las funciones correspondientes al Estimador M de
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Huber es idéntico a la Media Muestral cuando |x| <c y es similar al
de la Mediana Muestral para | > ¢

Cuadro 2. 3

Estimadores Robustos
Funciones p(x) y w(x) parala Media Muestral, Mediana Muestral
y el Estimador M; para ¢ =1.4

w(x)

‘ 254
I 2
I

| 1.5
| 1

I

I

I

I

0.5 4

o

2.5 1.5 0505 | 05 15 25

|
! 1.5

|
T 1 T T d 29
0.5 1.5 25 3.5 -2.5-

Media

Media Mediana Estimador M ‘ ‘ Mediana Estimador M

Fuente: Boente y Yohai en [2]
Se puede ver que el estimador M para un valor de ¢=0 corresponde

a la Mediana muestral mientras que cuando c tiende a infinito, éste

corresponde a la Media muestral

En general la Funcion de Ponderaciones w, es par, mondétona,
decreciente en |x, —T,| > c, asi el Estimador M de Huber se puede

interpretar como Media Pondera que penaliza las observaciones

para las cuales |xi —1T| es grande.
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Maronna, Martin y Yohai en [18] presentan una tabla con la Varianza

Asintética del estimador propuesto por Huber (bajo el entorno de

contaminacion F¢) con Fe=N(0,1) y H=N(0, 10) para diferentes valores
de c.

Cuadro 2. 4
Estimadores Robustos
Varianza asintotica del estimador M propuesto por Huber

C €=0 €=0.05 €=0.10
0 1.571 1.722 1.897
0.7 1.187 1.322 1.501
1.0 1.107 1.263 1.443
1.4 1.047 1.227 1.439
1.7 1.023 1.233 1.479
2.0 1.010 1.259 1.550
) 1.000 5.950 10.900

Fuente: Maronna, Martin y Yohai en [18]
Elaborado por: Néstor Montario P.

En la tabla se puede ver la relacion entre robustez y eficiencia, asi
para c=1.4 y ¢ = 0 (Normal Estandar sin Contaminacion) la Varianza
del estimador M es solo 4.7% mayor a la de la Media (c—x) y
mucho menor a la de la Mediana (c=0) mientras que para &>0

(Normal contaminada) los estimadores M presentan menor Varianza

Asintética que la Media y la Mediana.

Ademas de los Estimadores M de Huber, Hampel y Tukey también
han propuesto estimadores de tipo Maxima Verosimilitud, a

continuacion se presenta el estimador sugerido por Tukey.
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Definicion 2.14 Estimador M Bicuadratico.

Mientras que Huber propone una familia de funciones intermedias
entre las correspondientes a la distribucion N(0,1) y a la doble

ol

exponencial e "', Tukey considera a la distribucion T, la cual posee
colas “mas pesadas” que la normal, véase el Cuadro 2.5. Para este

caso Tukey considera mejor usar ¥ que sean “redescendientes”,

esto es, que limy(x)=0, asi el Estimador M Bicuadratico o

Biponderado es aquel que satisface (2.6) donde

— — 2 3 1
p(x){l [1=Gx/ky ] si 4 <k 2.40)
1 si [ >k

y(x)

2 donde

con derivada p'(x)=6

y(x)= ){1— (%)T (x| < k)

1 |x<k

donde I(|x|<k)=
(d<k) {0 | > k

asi, a manera de ponderaciones es:

w :{1—(%)2}2 1| < k)
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La idea de Tukey es que, las observaciones que estén muy alejadas
de la concentracién de datos, no solo sean ponderadas sino, en

cierto punto rechazadas (con ponderacion cero).

Cuadro 2. 5
Estimadores Robustos
Densidad de la Distribucion Exponencial, Normal estandar y t;,

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Elaborado por: Néstor Montario P.

2.5.4 Dos algoritmos para calcular Estimadores M

A continuacion se describen dos algoritmos para calcular el

Estimador M de acuerdo a como indica Boente, G. & Yohai en [2].

Algoritmo basado en Medias Ponderadas Iteradas (MPI)

Sea w(u)=w(u)/u. La ecuacion (2.9) se puede escribir como:

zm—mw(’@—ﬁj =0
i=1 2
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esto es

expresando 4 de manera implicita,

ixiw((xi—,&)/é')

=
Zw((x[ —-Q)/6)

i=1

Como se puede observar, esta expresion sugiere un algoritmo

iterativo para calcular /.

En efecto, considérese como un estimador inicial f, de u, a la

Mediana Muestral, entontes la siguiente iteracion es

A

Zn:xiw((xi —f1,)16)
==

iw((xi—ﬂo)/é')

y en general f,., estd dada por

Zn:xiw((xi_:ah)/é-)
By = izln (2.11)
2 w((x -4,)16)

Se puede mostrar que si ¥ es continua, entonces cuando éste

algoritmo iterativo converge, lo hace a una solucion de
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iw(x"_”jzo (2.12)

Se supone que lim, . A, = /i, luego tomando limite en ambos lados

de (2.11) se tiene.

n

inw((xi —-[)/6)

> w((x, —2)/6)

i=1
Esta expresion define a fi como promedio ponderado de las x; con
pesos proporcionales a w((x, — )/ &). Para la media aritmética se

tiene w(u)=1, y para el estimador M de Huber, la correspondiente

funcién de peso esta dada por

1 si|u|£k
Ho(oN_
Wi ()= i si|u|>k
o

Algoritmo de Newton Raphson (NR)
Boente, G. & Yohai en [2] muestra que el algoritmo de Newton
Raphson para calcular la raiz de (2.12) tiene la siguiente expresion

recursiva

2w (i -4,)16)
Lo = A, + 62 (2.13)
dw'((x-,)!06)

i=1
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Para el caso del Estimador M de Huber, esta expresion toma una

forma particularmente interesante, pues para calcular el valor de u
se puede dividir el conjunto de observaciones en tres subconjuntos
D_={i:(x,— )/ 6<-k},

D, ={i:|x,— |/ 6 <k},

D, ={i:(x,— )/ 6>k},

Asi, se tiene
—k si ieD.
w((x,—a,)/6)=(x,—)/ 6 si i€eD,,
k si ieD,

y con derivada

0 si ie D (&)
w'((x,—@1,)/6)=41 si ie D,(f,)
0 si ieD,(4,)

Ay

Sea n_, nyyn, el nimero de elementos de D, D,y D,
respectivamente, al reemplazar en (2.13) se tiene:

k(n, —n)+> (x, -1,/ 6 |
~ ~ ~ n,.—n_ .
.., =i +o Dy == O'k+—in
n, n, n, e D,
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Obsérvese que el miembro derecho de esta ultima expresion solo

depende de D, D,y D,. Estos tres conjuntos forman una
particion del conjunto {1,2,...,n}. Es claro que hay un ndmero finito
de éstas particiones, y por lo tanto si /1, converge, lo debe hacer en

un numero finito de pasos.

Ejemplo:

Se han generado 18 datos que siguen una Distribucion Normal
Estandar, los mismos que han sido contaminados con 2 datos; es
decir, esta muestra corresponde a un entorno de contaminacion

descrito en (2.1) donde F,es una Normal Estandary £=0.1

Los datos son:

2.800 -0.540 0.028 -0.381 0.017
2.289 -0.053 -1.711 1.327 -0.711
-0.879 -0.027 -0.998 -0.838 1.234
-0.229 -2.135 1.207 -0.040 -3.600

Donde la Media aritmética es igual -0.162 y la Mediana muestral
igual a -0.141 estan bastante alejados del valor u que es igual a
cero. Como se puede observar en el Cuadro 2.6, el Estimador M de
Huber para el parametro de posicion, aplicando el procedimiento de
Newton Raspdn, resulta igual a -0.059; es decir, en este caso brinda

una mejor estimacion que la Media y la Mediana Muestral.

90



A continuacién se presenta una tabla con los pesos asignados a

cada observacion para cada iteracion generada con c=1.5

Cuadro 2. 6
Estimadores Robustos
Procedimiento de Newton Raphson

Muetra inicial Iteracion 1 Iteracion 2 Iteracion 3 Iteracion 4
Xi peso | Xi*peso | peso | Xi*peso | peso | Xi*peso | peso | Xi*peso
1 2.800 1.500 0.000 0.156 0.000 0.150 0.000 0.149 0.000
2 2.289 1.500 0.000 0.156 0.000 0.150 0.000 0.149 0.000
3 -0.879 -0.738| -0.879 |-0.724| -0.879 |-0.729 | -0.879 |-0.730| -0.879
4 -0.229 -0.088 | -0.229 |-0.074| -0.229 |-0.080| -0.229 |-0.080| -0.229
5 -0.540 -0.399 | -0.540 |-0.385| -0.540 |-0.391| -0.540 |-0.391| -0.540
6 -0.053 0.088 | -0.053 | 0.103 | -0.053 | 0.097 | -0.053 | 0.096 | -0.053
7 -0.027 0.114 | -0.027 | 0.129 | -0.027 | 0.123 | -0.027 | 0.122 | -0.027
8 -2.135 -1.500 | 0.000 0.156 0.000 0.150 0.000 0.149 0.000
9 0.028 0.170 0.028 0.184 0.028 0.178 0.028 0.178 0.028
10 -1.711 -1.500 | 0.000 0.156 0.000 0.150 0.000 0.149 0.000
11 -0.998 -0.857 | -0.998 | -0.843| -0.998 |-0.849| -0.998 |-0.849| -0.998
12 1.207 1.349 1.207 1.363 1.207 1.357 1.207 1.357 1.207
13 -0.381 -0.239 | -0.381 |-0.225| -0.381 |-0.231| -0.381 |-0.231| -0.381
14 1.327 1.468 1.327 1.483 1.327 1.477 1.327 1.476 1.327
15 -0.838 -0.697 | -0.838 |-0.683| -0.838 |-0.689| -0.838 |-0.689| -0.838
16 -0.040 0.102 | -0.040 | 0.116 | -0.040 | 0.110 | -0.040 | 0.110 | -0.040
17 0.017 0.159 0.017 0.173 0.017 0.167 0.017 0.167 0.017
18 -0.711 -0.570| -0.711 | -0.555| -0.711 |-0.561| -0.711 |-0.562| -0.711
19 1.234 1.376 1.234 1.390 1.234 1.384 1.234 1.384 1.234
20 -3.600 -1.500 | 0.000 0.156 0.000 0.150 0.000 0.149 0.000
p-estimada -0.141 -0.159 -0.059 -0.059 -0.059

Elaborado por: Néstor Montafio P.
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2.6 Estimadores de Escala

Hasta el momento se ha tratado sélo el problema de la estimacién
del parametro de posicién, siendo necesario aun considerar la
estimacion del parametro de dispersion. Considérese el modelo

X, =ou, (2.14)

donde las u, son i.i.d con densidad f, y >0 es el pardmetro a

estimar.

Se debe resaltar que en el modelo (2.14) o es un parametro de

escala para u,, sin embargo bajo el modelo x,=u+ou, , o

representa un parametro de dispersion para las xi .

A continuacién se presentan algunos ejemplos de estimadores

robustos de escala.

Definicion 2.15 Mediana Absoluta de las Desviaciones

Analogo a la Mediana se presenta la Mediana Absoluta de las
Desviaciones, que se define como

MAD(x) = Med |x— Med (x)|
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Pero este valor no converge a la Desviacion Estandar en
poblaciones Normales, por ello debe normalizarse de la siguiente
manera

MAD(x)

MADN (x) =
0.675

2.6.1 Estimadores M de escala

Siguiendo el modelo (2.14), la densidad correspondiente a x; es

Conociendo que los estimadores M son una generalizacién de los
Estimadores de Maxima Verosimilitud, se procede a obtener el
Estimador de Maxima Verosimilitud bajo el modelo (2.14); asi, la

funcion de Verosimilitud es

aplicando logaritmo
—n1na+1nf0(ﬁ)+1nfo(ﬁj+---+1nf0(ﬁ) (2.15)
o o o

Se maximiza la ecuacion (2.15)

T fo’(ﬁJ<—xla‘2>+---+ 1 fo’(ﬂj@xna‘z):o
raiC ol
o o
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( x,
1 n xlﬁ)(o_j_n

2
o’ 5 f()cij o
0
c

X . X
¢ o015)
= ——===1 (2.16)

—f, (1)
Sea p(t) =1y (t) con w(t) =—2
p)=ty(t) w (1) 0

0

, entonces (2.16) equivale a:

1 C xi —
o3 )

i=1

En general, si un estimador satisface la ecuacion

1’2,{"—1]:5, 550 (2.17)
n - (o2

entonces se le llama estimador M de escala.

Notese que, para que (2.17) tenga solucibn es necesario que

0< d < p(=0); entonces, si p es acotado, sin pérdida de generalidad
se puede asumir que:

p()=1; 6€ (0,1)
Mayormente se utiliza una funcién £ cuadratica cerca del origen;
esto es, p(0)=0 y p"(0)>0, y en tales casos un Estimador M de

escala puede ser representado como un promedio ponderado de la
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Raiz de las Sumas Cuadréaticas. Se define la Funcién de

Ponderadores como:
p(x)/x' six #0
w. =
’ p"(0) six; =0

Entonces (2.17) es equivalente a:

Definicion 2.16 Estimador M Bicuadratico de escala

Un estimador de escala que se utiliza frecuentemente es el

estimador Bicuadratico o también llamado Biponderado, donde p

esta dado por (2.10) con k=1, es decir

p(o=min{i-(1-x*), 1} y §=05.

Se procede a considerar el modelo completo de posicion vy
dispersion, con ambos parametros desconocidos. Supdngase que se
trabaja con el modelo

X, =U+oOou, (2.18)
donde u, tiene densidad f,. Donde u y o son los parametros a
estimar.

Entonces x, tiene densidad:
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f(x>=if0[x_”j
O O

2.6.2 Estimadores M de localizacion y dispersion.

Bajo el modelo (2.18), &t y & se denominan estimadores M si

satisfacen:

1 & X, — [
— =S
nlz_l:pdls( j

&
donde y(1) = p,(t) , Py (x)=xp(x),y 6=1

No es necesario buscar los estimadores de posicion y dispersién al
mismo tiempo, por ejemplo se podria calcular sélo el estimador de

posicion y tomar a 6 = MADN(x)

Hasta ahora se ha tratado de explicar, con cierto detalle, la teoria de
la Estimacion Robusta para el Caso Univariado; esto se ha hecho
con la finalidad de facilitar al lector la comprension de los aspectos
basicos la Estimacidon Robusta, pues el propédsito del presente
trabajo es medir la calidad de algunos Estimadores Robustos

Multivariados.
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2.7 Caso Multivariado

Considere la estatura (cm) y el peso (kg) de veinte estudiantes,

datos que se muestran a continuacion

cm kg cm kg cm kg cm kg
164 65 179 69 175 77 178 74
178 81 166 69 189 85 175 79
187 88 169 72 179 84 175 70
179 84 185 86 178 79 175 75
178 77 172 70 173 74 189 65

Un primer pensamiento puede llevar a verificar la existencia de
valores extremos en cada variable de forma independiente, los
graficos Q-Q expuestos en el Cuadro 2.6 no presentan existencia de
valores aberrantes, es mas, los datos se ajustan a una Distribucion
Normal; sin embargo en el Grafico de Dispersion para las dos
variables estudiadas se observa un valor atipico, el mismo que

corresponde al punto (189, 65).

Sea X,, =(176.53, 76.73) el vector de medias correspondientes a los

datos sin el valor atipico, y X,, =(177.16, 76.14) el vector de medias

correspondiente a los veinte datos, se puede ver que la diferencia

entre ambos vectores es “pequena”; sin embargo, considere las

1 1
Matrices de Correlacion R, = y Ry,=
0.833 1 0.549 1

correspondientes a los datos sin valor atipico y a los datos

97



completos respectivamente, se puede notar que existe “gran

influencia de este valor atipico en la correlacion entre las variables.

Cuadro 2. 7
Estimadores Robustos
Influencia de valores extremos en una distribucion Bivariada

Grafico Q-Q entre la distribucion de la Estatura (cm) y el Peso (kg) Vs. La Distribucion

Normal
1 901

I
&
1

185

©
S
1

180

175+

1704

Cuantiles de la distribucion Normal
Cuantiles de la distribucion Normal
~
]

1

165

1 T T T T T 60 T T T T T
160 165 170 175 180 185 190 60 65 70 75 80 85 90

Cuantiles de la distribucion de la Estatura Cuantiles de la distribucion de la Peso

Grafico de dispersion: Estatura Vs. Peso

90 ~
85 - ® ¢ .
i L 2
° 80 ® o
= 75 | ’0 L 2
] . X3
& L 4
70 - * ¢ ¢ P
65 - ® ¢ (189, 65)
60 T T T T . . :
160 165 170 175 180 185 190 195
Estatura (cm)

Elaborado por: Néstor Montafio P.

La Matriz de Varianzas y Covarianzas y su correspondiente Matriz

de Correlaciéon son el punto inicial de muchos de los andlisis
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multivariados como Componentes Principales, Andlisis de
Correlacién Canédnica, etc. Asi, este ejemplo permite entender la

importancia de los estimadores robustos en muestras multivariadas

Analogo al caso univariado, el Estimador Robusto Multivariado debe
cumplir las propiedades de Eficiencia y Estabilidad; ademas en
procedimientos como Andlisis de Discriminante, Correlacion
Canédnica, etc. se trabaja con transformaciones lineales de las
variables, entonces se desea que los estimadores cumplan
propiedad de equivarianza, esto es:

Sea y = Ax+b entonces

i) =ApX)+b

2(Y)=AZ(X)A

2.7.1 Eficiencia de los Estimadores Robustos Multivariados

El concepto y las condiciones son las mismas que en el caso
univariado considerando como modelo paramétrico central a la

Normal p-variada, es decir

Sea (ji,, %, ) los estimadores de localizacién y dispersién para una
muestra de tamafio n y sea (ji_,X_) sus valores asintéticos,

A

entonces (i, , X, ) son consistentes si se cumple que

99



Si x,~N,(n,X) entonces fi_=p Yy £ =c¢X donde ¢ es una

constante

Ademas, los estimadores fi,,£ deben ser asintbticamente

n’

normales
Jn (i, —ji.) — N, (0.V,)
\/;(vec(ﬁ‘.n —ﬁ‘.m)) —— N,(0.Vy)
donde q:M y vech(X) es el vector que contiene los ¢

elementos de la triangular inferior de X

Un aspecto a considerar es el siguiente:

Suponga que XY =Var(x) y a es un vector constante, entonces

Var(a™x)=a">a. Asi, si > es cualquier matriz de dispersion

“robusta”, entonces +a">a puede ser considerada como una
Medida Robusta de Dispersion de la combinacion lineal a™x. Sea
AR)2...24,(2) los Valores Propios de >. en orden descendiente y
e ...e, los correspondientes Vectores Propios, se puede demostrar
que, para cualquier matriz simétrica 2., el minimo y maximo de
a"Ya con [Ja|=1 es equivalente a 4, y 4, respectivamente y con

a=e, y a=e correspondientemente. Al ser importante las
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relaciones lineales entre variables, se debe considerar que no sélo
es peligroso que el mayor Valor Propio se vuelva muy grande sino
también el menor Valor Propio se vuelva mas pequefio. El primer
caso ocurre cuando existen valores extremos, muy alejados de la
concentracién de datos, y el segundo caso es provocado por

observaciones concentradas en el mismo punto.

Definicion 2.17 Punto de ruptura Asintético

Con el entorno de contaminacion F¢ en (2.1), donde Eg y H son

Distribuciones Multivariadas, se define el Punto de Ruptura
Asintético de (ﬂ,i) como el mayor valor e*e (0,1) para el cual

existen valores finitos positivos «a,b,c tales que, para todo G :

|2, (1-e)F +£G)|<a
b< A, (E(1-e)F +£G))<A(E(1-#)F +£G))<c

Es decir, el Punto de Ruptura Asintético representa la mayor
Contaminacion; tal que, la norma del Estimador de Posicién sea
menor o igual a a y los valores propios correspondientes al

Estimador de Dispersién estén en el intervalo [b, c].

En general, las ideas y definiciones dadas en 2.3 se mantienen en el

contexto multivariado por lo que no se continuara con definiciones
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relativas a medir la robustez de un Estimador, se procede a definir

los estimadores M para el caso multivariado.

2.7.2 Estimadores M para muestras multivariadas

En el caso univariado es posible definir o hallar por separado
Estimadores robustos de Posicion y Dispersibn que tengan la
propiedad de equivarianzas. Esto es mas complicado de realizar en
el caso multivariado por lo que es mejor estimar Posicion y
Dispersion simultaneamente. Considere la Funcién de Densidad
Multivariada,

1

fxu2)= h(d(x,1,Y)) (2.19)
Jzl

Notese que escogiendo h(s)=cexp(—s/2) con c=Q2x)""*y

dx, 1, 2) = (x— )" X7 (x— 1) (2.20)
se tiene la Funcién de Densidad Normal Multivariada, donde
d(x,u,2.) es la Distancia de Mahalanobis. De manera similar al
procedimiento utilizado en los Estimadores M de Escala, se
encontrara el Estimador de Maxima Verosimilitud para la Funcion de
Densidad (2.19) para luego generalizarla a un Estimador M.

Sea x,,...,x, una muestra i.i.d de una funcién f de la forma (2.19)

donde h se asume positiva. Se procede a calcular el Estimador de
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Maxima Verosimilitud de u« y >, nétese que la Funcién de

Verosimilitud es:
1 n
LX) =—m [ [P(d(x. . 5))
DI
Aplicando logaritmo se obtiene:

log(L(. %)) =~ log|¥] + Y- log(h(d(x,,2.)))
i=1

—2log(L(u, X)) = nlog|X| + > p(d(x;,1.X))
i=1

Donde p(s)=-2log(h(s))

2 13
——log(L(p. X)) =log[3]+—3 p(d(x,. 4. 2)) (2:21)
i=1

Derivando la expresion (2.21) con respecto a u, para maximizarla,

se tiene:

o 1
E(logm +;;p(d(xi,,u,2))) =0

&, o
_Zp (d(xi’ﬂ’Z))

S dx,1,Y)=0
ppa 5 (X, 14,20)

=(A+A")b

T
Se puede probar que: %

donde id(xi,ﬂ,Z) =i(x—ﬂ)T Yl x—p) =237 (x—p)
ou ou

n

25 LY (d 0. 5)) (x = ) = 0 (2.22)

n =i
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Derivando la expresion (2.21) con respecto a X'

o ( log‘z ‘+ Zp d(x,, i, Z))J

n

(togl ) +2 39/ (4, 4.D)) 5o

o o
i=1 5!

—F d(Xl,ﬂ Z)_

olog|A
Se puede demostrar que LH

)
=(A")" —b"Ab=bb"
(A")" yque SA
Se tiene ademas que:
. d(X, 1, X)) = —— (x— ) T (x— ) = (x = @)(x — )"
62_1 i’lu’ 52_ lu :u ,U ,u

Entonces,
1& , T
—Z+;Zp (dx,, 1, 2))(x— ) (x— )" =0 (2.23)
i=1

Asi, (2.22) y (2.23) son equivalentes a:

con W =p'(d(x,,14,))

En general, se define a los estimadores M como soluciones de:

> Wi (d)(x, =) =0 (2.24)

LS W (d)(x - 2) (x,— 1) =5 (2.25)
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donde W,y W, no son necesariamente iguales. Notese que en

(2.25) se puede interpretar a 3. como una Matriz de Covarianza

Ponderada y en (2.24) se puede expresar a 2 como una Media
Ponderada.
PILACAL

A==
pIACH
donde las ponderaciones dependen de la Distancia de Mahalanobis

(2.20).

La unicidad de las soluciones de (2.24) y (2.25) requieren que

W,(d) sea una funcion no decreciente de d.

Se denomina un Estimador M de Localizacion y Dispersion

Mondétono si W,(d) es no decreciente y Redescendiente si no lo es.

Los Estimadores M son definidos como soluciones para las
ecuaciones (2.24) y (2.25) , mientras que los Estimadores M
Redescendientes deben ser definidos para la minimizacion de
alguna funcién objetivo como los Estimadores que se definen a

continuacion:
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2.7.3 Estimadores basados en una escala robusta

El objetivo de los Estimadores robustos de Escala es definir
Estimadores Multivariados de Posicién y Dispersion que hagan

“pequenas” las distancias d,. Para este fin se minimiza algunas
distancias, lo que puede implicar que el menor valor propio de )
tienda a cero; para prevenir que esto suceda, se define ‘i‘ =1. Se
denomina S, al conjunto de matrices simétricas definidas positivas
p x p. Para un conjunto de datos X, sea d(X,[z,i) el vector con
elementos d(x,,ﬂ,ﬁ]); i=1...,n, y sea 6 un Estimador de Escala
Robusto. Entonces se define los estimadores i y 3. como:
&(d(x,4,5))=min; donde ze R, Tes,, [$=1  (2.26)

Se puede mostrar que los estimadores definidos por (2.26) son

equivariantes.

Definicion 2.18 Estimadores S

Un ejemplo de Estimadores Robustos de Escala son los
denominados Estimadores S, los mismos que cumplen con (2.26)

tomando 6 como un Estimador M de Escala que satisface

1 n di —
DY p(gj _5 (2.27)
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donde p es una funcion acotada.

Si p es diferenciable, puede mostrarse que la solucion para (2.26)

debe satisfacer las ecuaciones (2.24) y (2.25) de los Estimadores M;

es decir,
n d R
W(—:j(xi =0 (2.28)
i=1 o
1. (d A e
- W(—A’j(xi -, —f) =cX (2.29)
ni= (2
donde

W=p'yé=6d,...d,)
y ¢ es un escalar tal que ‘i‘ =1.

Esto claramente muestra a los Estimadores S como una

particularizacion de los Estimadores M.

Notese que si p es acotada (como es lo usual), dW(d) no puede

ser monétona; en realidad, para este tipo de estimadores, la Funcion

de Ponderaciones W(d) tiende a cero para distancia “grandes”. Asi,

un Estimador S no es un Estimador M mondétono, y por lo tanto las

ecuaciones (2.28) y (2.29) brindan s6lo un minimo local de 6

A continuacién se presentan dos ejemplos de Estimadores S a ser

utilizados en el presente trabajo.
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Definicion 2.19  Estimador S Bicuadratico Multivariado

Se define al Estimador S Bicuadratico o Biponderado multivariado

como un estimador con escala dada por (2.27) con
p(t)=min{l,1-(1-1)’}

Que tiene la siguiente Funcién de Ponderaciones

W) =31-1)1(t<1)

Definicion 2.20 Estimador S T-Bicuadratico

Mientras mayor sea el numero de variables, los estimadores S con
funcion de ponderaciones continla se aproximan al vector de
medias muestral y la matriz de varianzas y covarianzas muestral,
esto implica una pérdida de robustez; Rocke en [26] considera este

problema y propone un tipo de estimador con funcién p dependiente

del ndmero de variables, en particular propuso una familia de

estimadores cuya funciéon p cumple que

lim p(d)=1(d >1)

poee

Se denomina g, , al a-cuantil de y,. Para valores p grandes la

. . .z 2 . . sye 2
distribucion  x, es aproximadamente simétrica, con .5 Y

2 2
Xp a-arp ZP " Xpa
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Un estimador se denomina Estimador S de Rocke si cumple (2.26) y

(2.27) con
0 para 0<t<l-y
2
pt)= =1 3— =1 +l; para l1-y<t<l+y
4y 4 2
1 para t21+y

que tiene como derivada la Funcion de Ponderacién

W(t)=i{1—(t—_l ]I(l-J/StSH;/)
4y /4

2

donde ¥ =min {M—l,l .
4

Definicion 2.21 Estimador Covarianza de Minimo

Determinante MCD

Zuo en [32] indica que los estimadores MCD propuestos por
Rousseeuw escogen h observaciones las cuales minimizan el
determinante de la Matriz de Covarianzas Clasica, asi, los estimador
MCD de localizacion es el promedio de las & observaciones y el
estimador MCD de escala es un multiplo escalar de su Matriz de

Covarianzas correspondiente a las 1 observaciones.
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Este estimador es talvez el mas popular debido (en parte) al “rapido”
célculo de los estimadores por parte de varios algoritmos

desarrollados.

Definicion 2.22 Estimador Stahel-Donoho (DS)

La idea del estimador Stahel-Donoho, propuesto por Stahel (1981) y
Donoho (1982) es que un “valor aberrante” multivariado debe serlo
también en alguna proyeccion univariada, de ahi que el estimador

DS, es un vector de Media y Matriz de Covarianzas ambos

ponderados de tal manera que la ponderacion de X, es una funcion

de la “lejania” de X;, denotada por #(X;).

Es decir, sean W, y W, dos funciones de ponderaciones y se define

L (2.30)
Wi =
A 1 n N R
S= D W (X, - (X, — )" (2.31)
i:lwiz i=1
con
w;=W;(t(x;)), j=12. (2.32)

Donde #(x)=maxt(x,a), dada una direccion ae R” con |a]=1;

asz{aTxl ..... aTxn} representa la proyeccion del conjunto de datos
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X alolargo de a. Sea i y 6 estadisticos univariados robustos de
localizacion y dispersion; por ejemplo, la mediana y la Mediana
Absoluta de las Desviaciones respectivamente. La “lejania” con
respecto a X de un punto xe R” alolargo de a es definido por

x'a— ﬂ(aTx)

fxa)= 6'(aTx)

La lejania de x es definido por

t(x) = max £(x,a) (2.33)

2.7.4 Algoritmos para calcular Estimadores Robustos

Multivariados

Estimadores M Monoétonos
Se inicia con los estimadores iniciales f, y X,; por decir, el vector

de coordenadas de la mediana y la matriz diagonal con la Mediana
Absoluta de las Desviaciones Cuadraticas Normalizadas de las

variables en la diagonal. En la iteracibn k se define

d,=d(x,,i,,¥E,) y se calcula

DI

1 N N
- n > Zk+1 = Z‘/VZ(dki )(X, My )(Xi — My )T (2-34)
PIRACH

My -
n o
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Como la solucién es unica para los Estimadores M Mondétonos, el
punto de inicio influye s6lo en el numero de iteraciones pero no en el

resultado final.

Soluciones locales para los Estimadores S

Como el Minimo Local de & son soluciones de las ecuaciones
(2.28) y (2.29), un procedimiento natural para minimizar 6 es usar el
procedimiento iterativo (2.34) para resolver ecuaciones, con
W, =W, =W donde W =p’. Ademas siendo :W(r) redescendiente,
este par de ecuaciones serian sélo un Minimo Local de o, por lo

tanto los valores iniciales son esenciales. Se asume por el momento

que se tiene los valores iniciales i, y X, .

En la iteracion k se calcula:

A a A A di
d,=d(x,,1.,%,), 6, =6d,,....d,), &, =W 6'_k (2.35)

k

Entonces se calcula

A fl_ QX - . R A (
‘uk Zlnl ’ Ck :Z% (Xi _:uk+1 )(Xi _lté(+l )T’ Z"k+1 = ACkl/p (236)
Ck

a=
Zi:l @, =l

Se puede detener la iteracion cuando el cambio relativo

(6,-6,.,)/ 6, es menor a una tolerancia dada. Experiencias
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muestran que como el decrecimiento de &, es generalmente lento,

no es necesario recalcularlo en cada paso.

Si W no es monétono, los pasos iterativos (2.35) y (2.36) no son

garantizados para generar un decrecimiento de &, en cada paso,

sin embargo, el algoritmo puede ser modificado para asegurar un

decrecimiento en cada iteracion, situacion que no sera tratada aqui.
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CAPITULO 3

3 Método Monte Carlo

3.1 Introduccion

En este Capitulo se exponen ciertos aspectos existentes detras del
Método Monte Carlo, particularmente cuando se asume

independencia entre las variables aleatorias generadas.

Se presenta el Método de Transformacion Inversa que permite
generar muestras aleatorias a partir de Distribuciones especificas
pero que no es aplicable para el caso de la Distribucion Normal, por
lo que se expone un algoritmo para la generacién de Normales
aleatorias univariadas y p-variadas. Por ultimo, se trata de manera

somera la generacién de numeros pseudoaleatorios.



3.2 ¢{Porqué Simular?
En el capitulo anterior se presenta varias formas de cuantificar la
calidad del estimador robusto, sin embargo estas medidas no son
faciles de obtener analiticamente, por ello se explora otro campo
"reciente” de la Estadistica: la Simulacién, particularmente el
conjunto de técnicas denominadas Método Monte Carlo, cuyo
algoritmo Metropolis fue considerado como el mas destacado del

siglo veinte, segun [4].

Como se menciona en el primer capitulo, el objetivo del presente
trabajo es evaluar el comportamiento de varios Estimadores
Robustos para el vector de medias y la matriz de varianzas vy
covarianzas de un vector p variado X, para ello se generan muestras
aleatorias con Funcién de Distribucion conocida a partir de las
cuales se calculan los estimadores a analizar. Para observar el
comportamiento de los estimadores bajo diferentes condiciones, se
cambiaran varios de los parametros de las Distribuciones utilizadas
para generar las muestras. Para esto en el presente capitulo se

desarrollan ciertos aspectos referentes al Método Monte Carlo.

Segun Jimenez en [17], entre 1940 y 1950 aproximadamente en el

Laboratorio de los Alamos se plante6 un problema de dificil solucién.
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Se trataba de determinar el recorrido de los neutrones con los
diferentes medios. Una solucion que recurriese a los procedimientos
“clasicos” resultaria laboriosa y complicada. Los técnicos conocian
los datos fundamentales que se necesitaban para resolver el
problema; sin embargo, la dificultad surgia al tratar de relacionar los
datos en una sola formula. Ulam y Neumann idearon una solucion
que esencialmente consistia en que una ruleta resolviera el
problema propuesto. Se fueron agrupando las probabilidades de los
distintos sucesos, obteniéndose una soluciéon que quedaba dentro de

la aproximacién exigida por los técnicos.

El Método se lo denomin6 Monte Carlo, que es utilizado para
aproximar valores de integrales, sumatorias y minimizacion de
funciones. Segun Fishman en [6] el algoritmo de cada técnica tipo
Monte Carlo se puede resumir en:
i.  Generar una muestra aleatoria
i. Convertir los datos muestrales a un estimador de la
solucion del problema estudiado

iii.  Evaluar el error de aproximacién
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3.3 Método Monte Carlo
Formalizando lo mencionado:

Sea X' =(x,x,,...,x,) un vector perteneciente a R™, sea g: R™ a R
una funcion y sea ¥ < R"™ una region para la cual la integral

ﬂzj.lg(x)dx (3.1)

existe; cuando X es un conjunto de puntos discretos, entonces

A=Y g(x)

xeX

El propésito del Método Monte Carlo es estimar A, para ello
selecciona un numero finito de puntos pertenecientes a X'y los utiliza

para hallar una aproximacion de 4 en (3.1).

Ahora, supdngase que

L{ g (X)dx < o0
y sea a):{w(x)ZO:xe Z;J'Za)(z)dz:l} una Funcién de Probabilidad
con la siguiente propiedad

[ £ LRI (3.2)
¥ a(x)
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Para un vector aleatorio m-dimensional X' =(x,x,,...,x,) con

Funcion de Probabilidad @, el radio % tiene momentos
w

E[(LX)M:J (&] ox)dx ; t=1,2,...
a(X) 7\ (x)

g(X) tiene media

E{g(X)}: a
a(X)

en particular,

y varianza

Varw[g(X) } =0’ :J [&X)} o(x)dx — A?
a(X) L a(x)

3.3.1 Monte Carlo bajo hipoétesis de Independencia

(3.4)

A continuacion se presenta el algoritmo que describe el Método

Monte Carlo en una forma muy simple que genera n vectores

aleatorios independientes pertenecientes a R™, a partir de los cuales

se calcula un promedio A, como una aproximacion de A.
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Algoritmo IMC

Ingresar n (numero de vectores aleatorios)
i=1
While i <n;

generar aleatoriamente X” =(X",...,x") a partir

evaluar M

a(X?)

i=i+1

Calcular:
7oLy eX) (35)
tong a)(X(’))

Calcular s; como una aproximacion de o*

Asi planteado, 4, en (3.5) cumple las siguientes propiedades.
i. PorlaLey de los Grandes Numeros se tiene que,

y—_——)
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i. Como los datos son independientes e idénticamente distribuidos,

entonces

En vista de que n se incrementa, esta propiedad muestra que la

varianza del estimador decrece a razénde n'.

iii. Por el Teorema del Limite Central se tiene que,

A4 —L2 5N,
o’ /n

Sin embargo o es desconocido, por lo que es necesario estimarlo a

través de S’, asi, si la condicion

L{wdx«w

@' (x)
se cumple, entonces:
iv. $’—L>0’

V. 4, _’1%1\7(0,1)
S

n

ERN)

c ,
—, el mismo que
nz

El estimador A, tiene Error Estandar (EE) igual a

es aproximado por
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o .
—, aproximado por
n 2

y Error Relativo (ER) igual a

ER = —*

Para ilustrar el Método Monte Carlo se aproxima el valor de una

integral, la cual es sencillamente evaluada analiticamente

Sea izjolg(x)dx donde g(x)=x. Se escoge @ como la

Distribucion Uniforme con parametros 0 y 1, es decir

I; 0<x<l1
(x) =
0; restodex

Luego, se genera 100 numeros aleatorios con Funcién de

Distribucion w(x), a partir de los cuales se evalua (3.5) obteniendo

Ao = 0.284. Para ilustrar la convergencia del Método Monte Carlo

se repite el experimento para diferentes valores de n, el Cuadro 3.1
muestra la estimacién resultante para valores de n=500,1000,...5000; se

puede ver que n=5000 la estimacion presenta un error menor a

0.001 pues A, = 0.3334 mientras que 1= 0.3333.
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Cuadro 3. 1
Estimadores Robustos
Convergencia del Método Monte Carlo en funcidon de n

0.40
0.35 -
B} -
2
G 0.30
1]
E
7
w025 -
0.20 T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Valor de n

Elaborado por: Néstor Montario P.

3.3.2 Generacion de Variables Aleatorias No Uniformes

Notese que en el ejemplo anterior se eligi6 como @(x) una

Distribucion Uniforme pero podria ser cualquier otra Distribucion; asi
se han desarrollado diversos métodos para generar muestras
aleatorias de cualquier Distribucion. A continuacion se presenta el
método de la Transformacién Inversa, que es el método mas

conocido.

Método de Transformacion Inversa

Este método utiliza la Distribucibn Acumulada F(x) de la

Distribucion que se utiliza para generar muestras aleatorias. Puesto
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que F(x) esta definida en el intervalo (0,1), se puede generar un
namero aleatorio uniforme R y tratar de determinar el valor de la

variable aleatoria para la cual su Distribucién Acumulada es igual a

R, lo cual lleva a resolver la siguiente ecuacion:

F(x)=R x=F"(R)

Asi por ejemplo, la aplicacion del Método de Transformada Inversa

para la Distribucion Exponencial se presenta de la siguiente manera:

Ae ™ x>0

f(x)z{ 0 x<0

F(x)= j AeHdt=1—-e ™
0

l1-e™ =R

e =1-R

O
En el caso particular de la Distribucion Normal, F(z) no se puede
hallar analiticamente, entonces, para generar muestras aleatorias a
partir de una Distribucién Normal no se podria utilizar el Método de
Transformacion Inversa, por lo que se desarrollan métodos

alternativos como el siguiente.
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Generacion de muestras aleatorias a partir de una Distribucion

Normal

Del Teorema del Limite Central se puede decir que la suma de n
variables aleatorias independientes se aproxima a una Distribucion
Normal a medida que n se aproxima al infinito.

Sea u,,u,,...,u, €s una sucesion de n variables aleatorias U (0;1)

1 1
entonces E(u,)=5 y var(u,)=— entonces

Tiene una Distribucién Normal Estandar a medida que n se aproxima
al infinito.
Entonces, para generar muestras aleatorias se sigue el siguiente
seria:

i. Ingresar uy o

i. Generar n nUmeros aleatorios U(0;1)

iii. Calcular
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Se ha comprobado que utilizando n=12 la confiabilidad de los
valores generados es aceptable. La ecuacion (3.7) queda de la

siguiente manera:

x=,u+0'(znlui —6}
i=l1

En el presente trabajo se necesita simular muestras a partir de una
Distribucion Normal Multivariada, para ello utilizaremos el siguiente

algoritmo que utiliza la descomposicion de Cholesky

Generacion de una Muestra Normal p-variada

Sea z~N,(0,1), sea y=zA+p entonces y~N,(n,EZ=A"A). Asi,

para generar vectores aleatorios que sigan una distribucién Normal

p-variada N,(n,X) se sigue el siguiente algoritmo

Ingresar py X
Obtener la descomposicion de Cholesky de X, esto es
r=A"A

Generar Z, , donde z, ~ N(0,1)

nxp

Transformar Z a Y usando la expresion Y =ZA +U donde U

es la matriz resultante de repetir el vector p* n veces.
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El resultado final es una matriz Y, cuyas filas representan los

vectores aleatorios generados.

Se puede observar que la generacién de una muestra aleatoria a
partir de cualquier Distribucidon depende trascendentalmente de la
generacion de una secuencia de numeros aleatorios independientes

idénticamente distribuidos a partir de una U(0;1); sin embargo

ninguna técnica tipo Monte Carlo puede literalmente generar
nuameros aleatorios por lo que se utilizan los llamados Generadores

de NUmeros Pseudoaleatorios

3.3.3 Generacion de numeros Pseudoaleatorios

Se presenta el algoritmo mas conocido para la Generaciéon de

nimeros Pseudosaleatorios

Generador Congruencial

Se define

X

o =ax, modm

donde:
Xp,a,c>0y m>x,,m>aym>c
x,: representa la semilla; x, >0

a: es un numero entero positivo llamado multiplicador
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m: es el médulo y representa una cota superior entera

para x;i=12,...

, . . X. .
Asi, la secuencia de fracciones u, =— es usada para aproximar una
m

secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas a partir de una U (0;1).

Existen otros generadores de numeros pseudoaleatorios, segun
Fishman en [6] el generador que presenta mejor rendimiento es el
Mersenme Twister desarrollado por Matsumoto y Nishimura en [20]

el mismo que se utiliza en el desarrollo del presente trabajo.
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CAPITULO 4

4 Simulacion

4.1 Introduccion

En el capitulo final del presente estudio se compara el
comportamiento de algunos de los Estimadores Robustos para el
Vector de Medias y Matriz de Varianzas y Covarianzas definidos en

el segundo capitulo .

Se explican los escenarios considerados en la simulacién, luego de
lo cual se presentan un resumen de los resultados de la simulacion
para cada uno de los estimadores que conforman el presente
estudio; efectuando cuadros comparativos y eligiendo el mejor de los

estimadores en cada escenario.



4.2 Generalidades
En el segundo capitulo se definen algunos de los Estimadores
Robustos para el Vector de Medias y Matriz de Varianzas vy
Covarianzas mas conocidos, ademas se presentan varias maneras
de medir la Robustez de un Estimador como: Sesgo Asintético
Maximo (2.2), Varianza Asintotica Maxima (2.3), etc; si bien, estas
medidas analiticas nos permiten realizar comparaciones entre los
Estimadores Robustos, es necesario recordar que las mismas son
definidas Asintéticamente, quedando sin explicar el comportamiento
de dichos Estimadores en Muestras Finitas, ello es lo que se explora

en el presente capitulo utilizando Simulacion Matematica.

En este tipo de estudio, se generan muestras aleatorias a partir de
distribuciones en las que se manipula una serie de parametros con
el objetivo de simular varias condiciones y asi estudiar el
comportamiento de los Estimadores Robustos bajo estas
condiciones; tal vez el primer estudio comparativo de estimadores
robustos fue el realizado por Andrews et al. en [1], en dicho estudio
se dio a lugar a la nocién de la tres "esquinas" para representar las
posibles situaciones que se puede encontrar en la practica, se
propuso probar los Estimadores Robustos bajo un enfoque muy

optimista (Generando una Distribucién Normal), muy pesimista (a
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través de una t de Student con un grado de libertad, llamada
Cauchy) y la ultima prueba consistia en 20 datos, 19 de los cuales
eran generados a partir de una Normal Estandar y el Ultimo
generado a partir de una N(0,100). Los dos primeros casos son el
punto de partida del presente estudio, es decir, se consideraran
muestras generadas a partir de la Distribuciéon Normal Multivariada
N(0,X) y la Distribucibn Cauchy CAU(0,X), cuyas diferencia,

recordando el segundo capitulo, es el “peso” de sus colas.

Las muestras generadas seran contaminadas, para ello se considera

el Modelo de Contaminacion (2.1) definido por

Fe={(1-€)F,+eH; 0e®}, donde &=0;0.050.1y03 de tal

manera que se observa el comportamiento de los estimadores

analizados bajo condiciones de:

e No Contaminacion £=0 caso que permitird compararlos con los
Estimadores de Maxima Verosimilitud,

e Contaminacion Moderada £€=0.05 y 0.1 que parece ser lo mas
cercano a la realidad vy

e Contaminacion Extrema &£=0.3 cuyos resultados se pueden
utilizar para verificar si el Punto de Ruptura de los Estimadores

es menor a 0.3.
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Ademas, para la Distribucion H que genera la contaminacion en el

modelo (2.1) se ha escogido tres Distribuciones:

e Distribucién Normal Multivariada N(0,9%), que sigue la idea
propuesta por Tukey en [27] y que es la Distribucion
frecuentemente utilizada en este tipo de estudios.

 Distribucion Normal Multivariada N(0.537a,,9%), es decir una
Contaminacion Asimétrica donde a, representa el vector propio

correspondiente al menor valor propio asociado a la Matriz de
Varianzas y Covarianzas; este tipo de contaminacién es utilizada
por Devlin en [5]; y

e Distribucién Uniforme Esférica Uesf(d), donde d representa la

distancia hacia el origen; esta Distribucién se utiliza bajo el
supuesto que una observacién errbnea puede producirse en
cualquier punto con igual probabilidad, por lo que se escoge esta

Distribucién para modelar lo planteado.

Por otro lado, como se menciona en el capitulo dos del presente
trabajo, el Entorno de Contaminacion (2.1) indica que una proporcion
£ de vectores no siguen la distribucion original, suponiendo asi, que
todas las componentes de dichos vectores estan contaminadas o No
estan contaminadas; esto sin embargo no es necesariamente lo que

ocurre en la realidad, pues se puede pensar que los errores se dan
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en una o varias componentes de la observacion, dificiimente en
todas; en base a esto se considera otro tipo de contaminacion, la
misma que contamina cada variable independientemente, es decir,
mientras en el modelo (2.1) una observacion tiene probabilidad £ de
estar contaminada, el segundo modelo considerado indica que cada
componente de la observacion tiene probabilidad & de estar
contaminada. Las distribuciones utilizadas para generar la

contaminacion por variable son: Distribucion Normal N(0,90,) y la

Distribucion Uniforme U (-5,5).

4.3 Detalles de la Simulacion
4.3.1 Parametros de la Simulacion

Numero de Variables y Tamano de la Muestra

Para el presente estudio se trabaja con p=6, donde p representa el
namero de variables y con tamafo de muestra n=kpdonde

k=510 y 20

Caracteristicas de la Poblacion sin Contaminar

Como se menciona previamente, las muestras son generadas a

partir de la Distribucion Normal Multivariada N(0,X) y la Distribucion
Cauchy CAU(0,X). Donde para X se utilizan dos Matrices de

Varianzas y Covarianzas:
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a la misma

que le

100 1
0 O 1
0 0 -499
0 0 —-499
corresponde

1
-499

los

1

valores

(4.1)

propios

A, =2.029,4, =4,=1.499,4, =0.943, 4, =0.028,4, =0.002. La segunda

matriz considerada es

1
.08
.10
12
-.10
-08

cuyos valores propios son

A, =1.282,4, =1.253,4, =1.120, 4, =1.056, 4, = 0.719, 4, = 0.697

1
12
-.10
-.08
.10

1

-08 1
.08 .10
-01 .08

1
A2

1

La matriz definida por (4.1) fue utilizada por Devlin en [5], la misma

tiene correlaciones que varian entre .10 y .95, de tal manera que se

prueba la habilidad del estimador para detectar esta variedad de

correlaciones, ademas, 4, es muy cercano a cero lo que indica que

la matriz es “casi” singular, esto permite medir el comportamiento de

los estimadores en condiciones de “casi” singularidad, finalmente, al
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igual que las correlaciones, los valores propios asociados a X,

también varian ampliamente.

La matriz definida por (4.2) en cambio, presenta correlaciones vy

valores propios asociados a X, con poca diferencia, asi se mide la

capacidad del estimador para detectar las pequefias variaciones que

se muestranen L, .

Detalles Técnicos

El software utilizado para la simulacion es R version 2.8.0 [24],

El Algoritmo para generar los nimeros aleatorios uniformes es el
Mersenne Twister, y el algoritmo utilizado para generar la muestras
Normales p-variadas es el Método de la Descomposicion de

Cholesky, ambos mencionados en el capitulo anterior.

Estimadores Robustos a ser estudiados

Para el presente estudio se han considerado los siguientes

estimadores:

e Estimador de Maxima Verosimilitud para el Vector de Medias y
Matriz de Varianzas y Covarianzas, al mismo que se le llamara
Clasico

e Estimador M de Huber

e Estimador Bicuadratico
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e Estimador T-Bicuadratico
e Estimador MCD

e Estimador DS, Stahel y Donoho

Criterios de Evaluacion

Con el proposito de evaluar la Eficiencia y Estabilidad de los

Estimadores de Maxima Verosimilitud y Robustos estudiados; se

N
define X ={L1Y x el Vector Promedio de las estimaciones para
N
1

el Vectores de Medias correspondiente al estimador ¢ en las N

repeticiones, x'° :max{i(”} el vector que representa el Vector “mas

alejado”, en términos de la distancia Euclidiana, de los Vectores de
Medias correspondientes al estimador ¢ en las N repeticiones,
entonces se obtiene el Sesgo Promedio Total y Sesgo Maximo Total

calculando la Distancia Euclidiana entre el Vector de Medias Real

con X¢ 'y XY respectivamente; se define también
sy, (X)=> sd[ X' ] la Suma de las Desviaciones Estandar de

cada componentes del Vector de Medias correspondiente al

estimador e, tal que sd,,,, (i(")) representa la Desviacion Total.

Por ultimo, bajo el supuesto que el mejor estimador es el que

presente un mejor balance entre: su comportamiento promedio, su
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“peor” comportamiento y la dispersion de sus estimaciones, se
establece un indice que es la media aritmética entre el Sesgo
Promedio Total, Sesgo Maximo Total y la Desviacién Total, de tal
manera que el estimador que presente menor indice sera el mas
Eficiente y Estable en cada escenario estudiado, estableciendo igual

importancia a las tres componentes.

Sin embargo, en situaciones reales, no se conoce cuan contaminada
esta la muestra, ni que Distribucién genera la contaminacion, etc.
solo se tiene la matriz de observaciones y el tamarno muestral, por lo
que se explora el comportamiento de los estimadores en funcién del
Sesgo y Curtosis Muestral, con el propésito de que dichas medidas
junto con el tamano de la muestra sirvan como criterios para decidir

que estimador utilizar.

4.4 Resultados de la Simulacion
4.4.1 Analisis por Escenario

Se empieza con dos casos donde la muestra es generada a partir de
una Distribucién Normal sin contaminar, estos casos son
particularmente Gtiles para comparar los Estimadores Robustos con
la Estimacion de Maéaxima Verosimilitud, luego se presenta los

resultados de la Simulacion para los escenarios estudiados.
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El caso de Poblacion Normal N(0,X), X =X , sin Contaminar

En el Cuadro 4.1a se muestra la Tabla de Resultados de la
Simulaciéon para una poblacion Normal No Contaminada, en las
columnas se presenta el Sesgo Promedio Total, Desviacién Total,
Sesgo Maximo Total e Indice correspondiente a cada Estimador
agrupados en funcion de los valores de k, donde k=5,10 y 20,
mientras que las filas corresponden a cada estimador agrupados por
el parametro a estimar, esto es Vector de Medias, Valores Propios

de X y Matriz de Covarianzas X.

De la simulacién se concluye que para k=5 el Estimador Clasico
para el Vector de Medias presenta un Sesgo Promedio de
0.023 + 0.693 y Sesgo Maximo de 1.486; es decir, el promedio del
Vector de Medias resultante al utilizar el Método Clasico de
Estimacién se encuentra a una distancia 0.023 con respecto al
Vector de Medias Poblacional, la estimacion mas alejada esta a
1.489 unidades de distancia y la Desviacion Total es 0.693, valores
que implican un indice de 0.734. Al considerar el indice planteado
se aprecia que para los valores de k=10 y 20, los Estimadores
Clasico y M de Huber son los que mejor se aproximan al valor del

Vector de Medias Poblacional.
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Utilizando el mismo procedimiento para los Valores Propios, se
encuentra que los Estimadores M de Huber y Bicuadréatico son los
que presentan un mejor balance entre su Sesgo Promedio Total,

Sesgo Maximo Total y Desviacién Total.

En la parte inferior del Cuadro 4.1a se observa el error promedio de
la estimacion de cada componente del Vector de Medias y de los
Valores propios agrupados de acuerdo al tamafio muestral k, asi,
para k=5 se puede ver que en promedio el Estimador MCD
subestima la primer y segunda componente del Vector de Medias,
sobreestima la tecer componente, subestiman la cuarta y quinta
componente y sobreestima la sexta componente; ademds, para
todos los valores de k los estimadores presentan un comportamiento
similar pues, ordenando los estimadores de mayor a menor,
sobreestiman el primer y segundo valor propio, subestiman los 3
siguientes para finalmente estimar con “poco” error el menor valor

propio.

Cada Matriz mostrada en el Cuadro 4.1b presenta en su triangular
inferior el valor de la Matriz de Varianzas y Covarianzas X (en
negro) y la estimacion promedio del estimador correspondiente en la
triangular inferior de cada matriz presentada en el Cuadro 4.1b se

puede observar el valor promedio de la estimacién de cada
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Cuadro 4.1 a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X =X, sin Contaminar

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Pram Desy hdax Indice  Prom Desy hax Indice  Prom Desy hdax Indice
Clasico | 0023 +| 0693 | 1486 | 0734 0009 +| 0433 | 0945 | o043 D008 +| 0307 | 0F97 | 0.338
2, Mhuber| 0022 = 0836 | 1459 | o70sf0012 +| 0433 [0986 [ oamfoon +fozz Fo7er B oase
& teic [ooz +Foen M7y Wosel omo +Fosrs Fioss Wossfoon «Fosw Foeos Bosss
$ 2 Bic | o023 | oeso [ 1495 | n.mg 0012 +f0443 F1.019 F 0491 @001z +Fo32s B0s15 D385
> mcp [ 0023 +fo7re Pism B oses| 000 +fos0r P12z Woseofoon +003ss foszs Boaes
DS Pooze +Poes Wios WG Punis +Fosss 2o s Einis + Fosee Foss7 G ais
Clasico | 1532 = 1426 | 7.920 | 3626 0808 + 0870 | 3719 I L739) 0423 +| 0642 | 2200 I L1055
g @ Mhuber | 0633 +| 0857 | 2552 | 1364 0423 +| 0672 24122 | 1072/ 0266 + 0440 | 1284 | o0.e5e
L2 TBic 1384 +| 1449 | 4843 [ 2559/ 0500 +/ 0807 | 2610 B 1336l 0323 +[ 0525 [ 163 B n.s2s
EE Bic 0755 + 0896 | 3922 | 1858l 0469 + 0725 [ 2639 | 1o7el 0285+ 0505 1416 [ oo7e
MCD 2692 = 1744 | 7660 B an3z) 1060 =) 0942 | 4041 B 201a) 0455 +| 0545 | 2164 01055
DS 2266 + 2392 (18588 B wvas) 0739 + 0860 | 3171 B 15w 0376 +| 0596 | 1.955 I 09ve
. Clasico L0666 01965 L9778 | 413600373 £01.220 A6 [ 204700187 +[0.779 N2778 B 1251
2 8 Mhuber| 0080 [ 1357 [ 3586 [ 16e1) 0041 x| 0988 | 2422 | 11m| 0028 +[ 0859 [ 1710 [ 0738
~n 5 TBic [0288 tl2200 Fs5945 [ zennf o069 +fM246 3164 I 14s3f 0033 zfDrez B2iz22 B osms
4= S Bic | o065 +f 1445 [ 4243 | 1918 oozr +F 1080 Pzerz [ 1327l oo2s «PFor2s [1es0 [ onesy
= 8 mco  WEss +WEoa0 Feex2 Wa7nWEs +Wis2 BE7a Wzow e «B0es: B2 Iiass
DS Foos2 P27 Pvzns B0 7oo7) oos2z +[M4ss 3o B 1s13] 002 +P0es4 P2aos B o107z
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=5)
0.0250 4
00200 -
0.0150 -
0.0100 4
0.0050 4
0.0000 -
-0.0050 -
-0.0100 6
-0.0150 - -1.0000 -
—Clasico MHub ——TBisq ——Bisq MCD ——DS = (Clasico MHub ===—=TBisq == Bisg MCD == DS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Error en Estimacion de los VValores Propios (k=10)
0.0150 -
0.0100 +
0.0050 -
0.0000 +
-0.0050 8
-0.0100 -
—Glasico MHub —— TBisq ——Bisq MCD —Ds Clasico MHub TBisq =—Bisq MCD == DS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0080 - 04000 -
0.0060 0.3000 -
0.0040 09000 1|
0.0020
0.0000 01000
-0.0020 0.0000
00010 -0.1000 - 8
-0.0060
-0.0080 -0.2000 -
-0.0100 - -0.3000
—Clasico ——MHub ——TBisq ——Bisq MCD =——D5 Clasico MHub TBisa ——Bisa MCD —— DS

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro 4.1b

Estimadores Robustos
Caso Poblacion N(0,X), X =X, sin Contaminar

0003 0004  -D.009 E\\) N ¢ 0 0 1‘\'- u 0005 0006 0017
0003 0005 0001 049 \ N o i 023 0813 \ . ] 0013 0009 0033 )
0.499 ~N 0 0 0 0499 0498 N\ 400 0499 N\

o 0 1} -0.:
-0.016 0014 0012 0676 -0.66

1) 1) [1] -0.:
-0.004 -0.008 0.009 -0.492

0 0 { 0 0 h
0.017 0.018 1] -0.012  0.006

1] 0 (1] 1] 0 (1] 0. 0 o 0499
0.006 0.005 o 0.004 0.004 -0.003 0. 0.007 -0.007 -0.505 \

1] 1) (1] 0.499 \ o 1] o -0.499 -0.499 \
0011 0M3 0 0531 0005 0006 0001 0502 0498

1) [1]
-0.009  0.005

-0.499

1] 0 o 0. ) o 0 1]
0.004 0.005 -0.008 -0.5 0.003 0.006 -0.013 -0.508

1] 0 1] -0.499
0.003 0.004 0.003 -0.497

——C(Clasico ==—MHub =—TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real
Elaborado por: Néstor Montario P.

-0.499  -0.499

o 0 1]
-0.491 0.002 0.002 0.003 0495  -0.495
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componente de X, mientras que en su triangular superior se
presenta, para k=5 y 20, las elipses que representan la correlacion
existente en la nube de puntos correspondiente al cruce de cada par
de variables, se representa en negro la elipse generada con los
verdaderos valores y en color la elipse generada con el valor de la
estimacion promedio, asi, la estimacion de X correspondiente al
Estimador M de Huber y k=5 converge (segun la teoria del Método
Monte Carlo) a los valores 0.972, 0.296, 0.001, -0.005 y 0.005 en su
primer columna, en la misma cuyos valores verdaderos son 0.95,
0.30, 0, 0, 0; por ultimo las elipses correspondientes a este
estimador se superponen casi perfectamente con la elipse generada

por los valores poblacionales.

El caso de una Poblaciéon Normal N(0,X), X =X, sin Contaminar

El Estimador M de Huber brinda, en todos los tamafios muestrales
considerados la mejor estimacion, en funcion del indice planteado,
de los Valores Propios asociados a la Matriz de Varianzas y
Covarianzas, en particular, para k=20 obtiene un indice de 0.555
resultado del Sesgo Promedio igual a 0.339, Sesgo Maximo de

1.003 y Desviacion Total de 0.323 (Véase Cuadro 4.2a)

Al analizar los resultados concernientes a la estimacion del Vector

de Medias, se encuentra que a pesar de que el Sesgo Promedio
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Cuadro 4.2a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X =X, sin Contaminar

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

5 10 20
Prom Desy hax Indice  Prom Desy hax Indice  Prom Desy hlax Inidice
Clasico | 0.014 +| 0670 | 1635 0.773] 0012 +| 0443 Fo964 | o.473] 0015 +| 0312 | 0681 | 0.336
@ Mhuber [ 0018 +| 0637 | 1435 | ossel 0014 x| 0442 [ 0921 | oassloos [ oms [orze B oosss
= un . E,
5 8 TBic ooy +foesz Di7e2 Woesrfome +[ o466 Fi130 Bosslooe =032 fo7r B ooass
g2 gic Fooo +foeo [14m [ o7 foor +[ 0451 fogro [ ooerslbon «foa2 Fozen B oses
= mco ooz +foeos Pires Wosnlfome +fosor Do B osaloorr [P0z Foeos oses
ps [ooor +foess Fizes Woeealo0is 00526 [isr Wosn ooz +foass Fozos oaes
@ Clasico | 1740 +| 1252 | 5773 L 3.255) 0825 +| Db34 | 3251 DL Le0s| D437 +| D401 | 1686 D 0861
e Mhuber | 0833 £ 0617 | 2448 | 1299/ 0532 £/ 0422 | 1503 | oewsl 0339 £l 0323 | 1003 |oosss
@ TBic | 1619 + 1126 [ 591 [ 2902 0714 £ 0522 [ 207 [ vossloant +l o3 103 [ ooew
$  Bic 0934 +| 0716 | 2706 | 1452/ 0584 x| 0486 | 1408 | oszel 0373 £ 0360 | 1099 [ oosl
2 mop 2713 t01303 [e283 B 24320134 +[Poees Foeoe IE=a:Poss +00a1s Dissz IEGsan
> DS 2288 +| 1892 (18519 I 7se7) 0eer +| 0615 [ 2489 1317 n4se +) oaor | 1472 079
. Clasico [0533 +0 1890 11196 | 457300326 11195 L6358 L 2293 = 0. ' 1212
o B Mhuber| 0066 +[ 1305 | 3819 | 170 oms +| 0ge0 | 2346 | vaosl oo2s +f oes2 | 1628 [ o770
= 2 %
n 5 TBic [0z +02196 Frr2 B osaozloost +F1072 Faore B ovasaflongs +Bozes Fror B nooe
=
B8 Bic 0059 sl14s5 | 4037 | vesoloom B0 lass | oraov| ooss foms Bsse B oers
Z 2 moo Widss «BE02s Fioso B asreBiaer + Wi Baose W2asBine « Boee B2aer BNaase
DS PO759 +0266R3 FP0144 B 7ass| 0042 £+ 362 P39s0 B 1795 0028 +POass P2z2s B 1041

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5)
0.0250
0.0200
0.0150
0.0100
0.0050
0.0000
-0.0050
-0.0100
-0.0150
-0.0200

—— Clasico

MHub

TBisq Bisq MCD ——D5

2.5000

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=5)

MHubh =——TRizn

Clasirn Rizn Men ——nNs

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)

0.0150 1.0000
0.0100 - 0.8000 -
0.0050 0.6000 -
0.0000 0.4000 +
0.2000
-0.0050
0.0000 +
-0.0100
-0.2000
-0.0150
-0.4000 -
-0.0200 -
——Clasico MHub —— TBisq Bisg MCD —— DS -0.6000 - ) ) )
Clasica MHubh —— TRisn Risn MED —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0100 - 0.5000 -
0.4000
0.0050 0.3000 4
0.0000 0.2000 4
0.1000 -
-0.0050 0.0000
00700 - -0.1000 -
-0.2000 -
-0.0150 - _0.3000 -

MHub

— Clazico TBisq = Bisq MCD ——DS

MHuh =—— TRizn

Clasirn Rizn MO = N8

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro 4.2b

Estimadores Robustos
Caso Poblacion N(0,X), X =X, sin Contaminar

O C
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=] b=1;
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-
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@ o
,
/C" C)

00000700000

0.08 0.12 \ -0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 \ -0.08

-0.08 0.1 -0.1 0.1 -
-0.084 0103 .0.108 0085 0127 0070 0008 0101 o.og 0121 -0.082 01 -0

28
g
=
I=F
=
2
=9
S5

OOOO0

0.0 1 -0.1 0.08 0.12
0.085 0.095 -0.105 0.08 0.12
=——(Clasico =——MHub =—TBisq =——Bisq MCD ==—DS =—Real

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Total correspondiente al Estimacion Clasico es siempre el menor,
este estimador, para los tamafnos muéstrales iguales a 30 y 60, no
es el de menor indice consecuencia de su Desviacion total y Sesgo

Maximo Total.

Segun el Cuadro 4.2b la estimacion de la Matriz de Covarianzas
correspondiente al Estimador Bicuadratico y k=20 converge (segun
la teoria del Método Monte Carlo) a los valores 0.079, 0.11, 0.12,
-0.101, -0.081 en su primer columna, obteniendo el menor Sesgo
Promedio Total, y siendo junto al Estimador M de Huber los que

ofrecen una mejor estimacion.

El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,X), X=X, sin

Contaminar

En el cuadro 4.3a parte inferior se observa que el error
correspondiente a cada componente del promedio de la estimacion
del Vector de Medias para cada estimador, asi por ejemplo se tiene
que el Estimador MCD para k=10 subestima la primer componente
en 0.0083 unidades, la segunda, tercera, cuarta y sexta por 0.0064,
0.0035, 0.0051 y 0.0004 respectivamente, ademas sobreestima la
quinta componente por 0.0053 unidades, valores que proporcionan

un Sesgo Promedio Total de 0.013.
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Los valores representados por “---” son aquellos que indican que el
estimador presenta un Sesgo “grande”, asi, se puede ver que el
Estimador Clasico brinda estimaciones distantes del valor real en
todos los casos, esto es también mostrado en el Gréafico 4.3b donde
por medio de las elipses se puede observar como la estimacion

proporcionada por el Estimador Clasico se aparta del valor real.

Se puede apreciar ademas como el error "pequeno” en la estimacion
de la Matriz de Varinzas y Covarianzas causa una “buena”
estimacion de los valores propios, siendo el Estimador Bicuadratico y
MCD los que menor indice presentan para k=5 y 10; mientras que
para k=20 los Estimadores MCD y DS son los que mejor balance
entre Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total y Desviacion Total

muestran.

Noétese en el Cuadro 4.3b como las elipses generadas por el
estimador Clasico se alejan marcadamente de las generadas por el

verdadero valor de la Matriz de Varianzas y Covarianzas.

Por ultimo, en las 500 repeticiones de este caso correspondientes a
k=5 el Estimador M de Huber no convergié 12 veces, esto es que el
algoritmo no encontr6 solucion numérica en las iteraciones

realizadas.
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Cuadro 4.3a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién CAU(0,X), X =X, sin Contaminar

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy Ilax Indice  Prom Desy Tlax Indice  Prom Dasy hax Indice
Clasico 177.378 14978 — - T3 | 4655 716591 0241053 0084 +| 4,843 391,010 132,273
2, Mhuber | 0.047 +/ oges P23st B 1102l oozs | o620 | 1428 | oesol 0011 2| D428 | 0967 | 0469
£ & Tgic | o004 +| 0oz Pem4 Wosss| ooz | 063 | 1613 | o7eel 0026 2| 0479 | 1048 | 0518
g2 Bic o045 +| 040 [2218 | voss| oo +f om0 | 1367 | oesel ooz x| odor | 0935 | oasa
> MCD o054+ 093m [2241 B w07l 0013+ oe2e | 1621 | o7sal 0ot ) 0439 | 1080 | sz
DS 0034 +| 0835 | 1940 | o937/ 06 +| os9r | 1514 | o709) 0016 2 0425 | 0950 | o6
g Clasico + + +
2 Mhuber 8801 = 6757 51080 | 2220906753 £[ 074 (25143 Wazazel 5906 +[ 2740 (19202 [05.203
o TBic (10176 = 8344 (93705 Pavans| 6728 = 5045 25051 Wazers| 5225 +| 2886 [ 23001 Pioan
£ Bic 6916 +| 5212 40263 | 17798 5017 +| 3m49 (18338 [ soo1l 4300 ) 2411 14457 B 7086
2 mop 9065 +| 7385 42272 | 19575 4000 & 3088 13959 | o1z 2746 + 1789 | 8388 | aem
> ps 11671 + 10.576 190.074 70,940 4785 + 3559 | 3mass Wsos7) 4115 +) 2382 12980 [ 6.902
Clasico + + +
e 8 Mhuber B6998 +[leo72 46980 [ 20307066es +[aq0e 123972 Mavaze M6z 8079 Biess Wear
n 5 TBic Weros W80 (79492 Faraz B0y «WEze0 [E8sc0 WizozsWa2os «Sisss WGz 5009
£ 8 Bic | 479 [ oo [42079 [ 1701508970 «Fase2 [oaz B soxslEees «Fase Wiasse e
=22 moo [Feiao £f7ss2 (45319 | 1osesl 2o «| 3637 (15785 | 7az6] 2144 2| 2295 [ 9708 | ams
DS Pes2e +P8sss Brnses ez raal 3630 £l 401 BE0214 Pizesl3413 +f2rm Fis1wo B oeam
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) Eror en Estimacion de los Valores Propios (k=5)
0.0800 - 12.0000
0.0400 4 10.0000
0.0200 | 5.0000
6.0000
0.0000 -+
4.0000
-0.0200 -
2.0000
-0.0400 4
0.0000 + T T T T
-0.0600 - ) ) 1 5 &
——MHub  ——TBisq Bisg MCD  ——DsS ——MHub TBisa Bisa MCD  ——Ds
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0150 7.0000
0.0100 6.0000
5.0000
0.0050 40000
0.0000 3.0000
-0.0050 | 2.0000
-0.0100 1.0000
00180 0.0000 + T T T T T
. ——MHub TBisg Bisg MCD  ——D5 —— WHub TBisa ——Bisa MCD  —— s
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0200 - 5.0000
00150 4
0.0100 4 40000
0.0050 3.0000
0.0000
-0.0050 - 2.0000
-0.0100 4
00150 - 1.0000
-0.0200 + 0.0000 - . . . . ‘
-00250 -
" . 1 2 5 [
——MHub  ——TBisq Bisq MCD  ——DS —MHub  ——TBisa Bis MCD  ——DS
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Cuadro 4.3b

Estimadores Robustos
Caso Poblacion CAU (0,X), X =X, sin Contaminar

k=5

0 Q
0002 0.0561

1] 0 o 0.499
00754 00654 00458 -1.6735

0 0 Q 0499 0499
00986 0064 01107 -1.7941 -1.7817

0011 0022

.I]Eﬁll -I]EEZ -0.219 \;\) U

i i i i i [ o [ @ B8 N [
0005 0005 O RX ) 0437 0407  0.07 2009 \)

0.3 0.1 A (
97,611 5971.751 \

1] 1] 0 0 1] 1] 1] o [1]
3869.88815304.821.383.142 o -0.006 0.009 -0.024 -0.019 0.001
1] 1] 0 -0.499 1) 1) 1] -0.493 0 0 0
2330.456-2461.346 -10027.5 -2756.139 -0.006 -0.007 0.009 -1.399 0.029 0.025  0.019

0
J

0000
C

/
O0000 700

0.439

1.266
0 1] a -0.499  .0.499 0 1) 1] -0.499 -0.499\ 1) 1) 0 0.499  .0.499
5471.24318202.33610886.145 -0205.05 -8961.237 0007 0014 0017 1415 1427 -0.004 .0.006 -D.017 1.271 1.245

7 0000

OO0
OO0
COOOO0O

1) 1] 1)
-0.027 -0 -0.f

1] 1) 1] -0.499
0.023 0.018  0.028 -1.15

1] 1] 1]
-0.021  .0.017  -0.015

[1] [1] 0 -0.499
] 0.020 0.026  0.021 BEL]

-0.499  -0.499

0 1] o 0 1] 1] -0.499  -D.499 -0.499 0499
0.006 0.003 -0.005 -1.161 1164

,[I.g[IE ,u_gug r[l.g[IZ -1.118 -1.116
——C(Clasico =——MHub —TBisq =—Bisq MCD ——DS —Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El Caso de una Poblacion Cauchy CAU0,X=X,), sin

Contaminar

Notese en el Cuadro 4.4a que para k=10 el promedio del Vector de
Medias resultante al utilizar el Método Bicuadratico se encuentra a
una distancia 0.015 con respecto al Vector de Medias Real; y la
estimacion mas alejada esta a 1.311 unidades de distancia; ademas
este método presenta una Desviacion Total de 0.556, por lo tanto el
indice correspondiente es 0.734. Al considerar el indice planteado
se aprecia que para k=5 y 10, los Estimadores DS y Bicuadratico
son los que mejor se aproximan al valor real, mientras que para k =
20 el Estimador M de Huber y Bicuadratico son los que presentan

menor indice.

Ademas, con tamano muestral 30 y 60 con respecto a los Valores
Propios los Estimadores sobreestiman los cinco mayores Valores
Propios y subestiman el menor Valor Propio, mientras que para

tamano muestral 120 todos los Valores Propios son sobreestimado.

Al igual que el caso en el cual la Muestra es generada a partir de

una Poblacion Cauchy CAU0,2=X,) No Contaminada, al

Estimador Clasico le corresponden altos valores para su Sesgo

Promedio Total, Sesgo Maximo Total y Desviacion Total.
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Cuadro 4.4a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion CAU (0,X), X =X, sin Contaminar

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy Ilax Indice  Prom Desy Tlax Indice  Prom Dasy hax Indice
Clasico | 1.154 +| 5060 1284.199 1 86.608] 1.732 + | 5011 (44020 + 4492
@ Mhuber | 0032 =/ 0895 | 2152 | ozl 006 +| o607 D401 B oers| ooid +| 0433 [ 0971 | o047
=
« & Thic |0047 «[ 1013 | 289 | 1293 om3 +| o063 D459 Wozos| 0017 2| o470 Piios Bassz
3 -
52 gic o042 £ 087 | 2131 | voml oms £l osse [ 1311 | oezrl o5 x| o [ooes | oars
@ =
> mco | 0030 ) 0o3 | zsss | 1as2| omz o+l osie Biaez Bogosl norr 2l oass Bios oszs
DS | 002 +| 0827 | 2162 | 1005 0mz2 x| os7s [ 1327 | oess| oms | 0429 [ 1003 | oo.983
9 Clasico - - % -
B Mhuber | 7552 =+ 47098 | 34671 | 156770 8514 = 3004 (30832 Paaasol 4840 #2071 (12341 a7
=]
o TBic [ 9028 + 6508 59509 Wasoas) 5898+ 3832 (2424 Panzael 4394 | 2208 (13340 Wesa0
$ Bic 6099 +| 4705 | 31860 | 14221) 4190 +| 2841 (23960 [ 10330 3640+ 1899 10483 [ saa
CEN 1o)] 7769 +| 5545 | 33671 | 15669 3405 £ 2231 (19102 | so246 2403 + 1318 | BA32 | 3289
> ps 10142 + 10570 | 78.345 W83.110) 908 + 2825 3514 Wsos2) 3450 #1881 | 9878 B s.0m
Clasico - - % - 1 -
e E Mhuber BB.005 = 5855 | 39610 | 171500797 =P aes7 P2oe09 Wizess 471 +P27es Bi3307 esms
w 5 TBic [Pesas 0730 Wazro Waoocaldon e 126573 WiverBErsz 807 BiEas Tas
£ 8 Bic | 2039 s 5ee1 39616 [ 1643903306 «Faers (23207 ManoosfB202 «Faser M2os Wssss
=2 meo [Peoss xleron 4309 | 1s2esl 2317 «| 3221 [18983 | sisal 1884 2| 2110 [ 8485 | a1
DS PEsss +08312 PBeszs Waazesl 2046 £l 3602 086217 WiazssPaor1 +P2s52 Fiis1s | osem
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=3)
0.0300 10.0000
0.0200 2.0000
0.0100
6.0000
0.0000
-0.0100 4.0000
-0.0200
2.0000
-0.0300
-0.0400 0.0000
00500 72.umoJ 1 2 3 4 5 6
——MHub  ——TBisq Bisg Mcp ——Ds ——MHuh  ——TRitn Ricn [V B — G
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0160 - 5.0000 -
0.0100 - 4.0000 4
3.0000 -
0.0060
2.0000 -
0.0000 -
1.0000 -
-0.0060 -
0.0000 T T T T
-0.0100 - 1 2 3 4 5 L1
——MHub THisg Bisg MCD  ——DsS -1.0000 - i )
——MHuh —TRisn Risn MDD — N8
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0140 - 3.5000 -
0.0120 3.0000 1
00100 ’
0.0080 2.5000 -
0.0060 2.0000 -
0.0040
0.0020 1.5000 -
0.0000 1.0000 -
-0.0020
-0.0040 0.5000 -
-0.0080 _ _ 0.0000 i i i i :
—MHub TBisq Bisg MCD ——DS pHb TRisn 3 Risog Men as
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Cuadro 4.4b

Estimadores Robustos
Caso Poblacién CAU (0,X), X =X, sin Contaminar

0.1
0.2836

-0.08
0.3077

0.1
0.3456

)OO
)OO

0
P

 C

0. 0.1z (A 0. 0.i2 A { 7§ 0y 04 042 S ( Y7 3
06041.28606572.994 \% ) %) 0.266 0342 \K J ( ) k ) 0.253 0334 \( ] ( )
0.12 0.1 -0.08 0.12 0.1 -0.08
0349 0273 .0.208 0266 .0.263 -0.183
0.1 -0.08 0.08 0.1 -0.1 -0.08 0.08 0.1
0292 022 022 0273 0220 0201 018 0.266
0,08 0.1 0.1 0.08 0.12 \ -0.08 0.1 0.1 0.08 0.12
0235 0281 .0.286 0235 0342 0205 0246 0267 0185 0282

e
=

O
O
O

0000
O0000 700

0.12 0.4 0.1
0.236
-0.1 -0.08 -0.1 -0.08 0.08 0.1
-0.224 0.168  0.167 0.218
-0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 -0.08 0.1 -0.08 0.1 0.1 0.08 0.12
-0.186 0.225 -0.25 0.189 0.266 -0.19 0.222 -0.26 0.16 0.235

——C(Clasico =——MHub —TBisq =—Bisq MCD ——DS —Real

Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), =X, Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.05 y H =N(0,9X%))

De acuerdo al Cuadro 4.5a, el Estimador M de Huber brinda, en
todos los tamafos muestrales considerados, la mejor estimacién de
los Valores Propios asociados a la Matriz de Varianzas vy
Covarianzas, en particular, para k=10 obtiene un indice de 1.124
resultado del Sesgo Promedio igual a 0.525 +, Sesgo Maximo de

2.188 y Desviacién Total de 0.658.

La estimacion de la Matriz de Covarianzas correspondiente al
Estimador T-Bicuadratico y k=5 converge a los valores 1.052, 0.317,
0.002, 0.012, -0.013 en su primer columna, mientras que para k=20
esos valores son 0.989, 0.317, -0.005, -0.002, 0.007 (Véase el

Cuadro 4.5b)

Se encuentra ademas que para k=5 el error de la Estimacion
promedio de cada Valor Propio correspondiente al Estimador Clasico
es menor a los errores correspondientes al Estimador MCD, esto sin
embargo no se mantiene para mayores tamafno muestrales donde el
Estimador Clasico sobreestima el primer Valor Propio con error

promedio mucho mayor a los Estimadores Robustos.
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Cuadro 4.5a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X =X,, Contaminada con £€=0.05 y H =N(0,9%))

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

MHub

——Clasico TBisq Bisq MCD —— DS

k
5 10 20
Prom Desy Ilax Indice  Prom Desy Tlax Indice  Prom Desy hax Indice
Clasico | 0025 +] 0745 | 1612 I 073500009 +1 0479 L1161 I 0.550] 0008 +10.348 10833 1 0.3%6
@ Mhuber | 0.025 =/ 0535 | 1397 | oeesl 0008 +| 0426 | 0971 | oaesl o007 +| 0316 [ 0775 | 0.366
= 5 -
£ & Thic [oozs +0Po7oe Diess Wosszlooos +0o4e1 Diame B ossoloomo +fos3z [orar B oosve
g2 Bic [oozr +loess [1468 [ omsPoooe +loass [ ooe0 [ oamsloor +0o330 [or [ oo
> mco  [oox +Po7ss Fizsr Wnsas| ooor +Posos Bia9n Woser| ooor +00a4z Fores B oams
DS oo +lo7ee [i7es Woseal 0oor +losi4 [iose B ossrlomo +f0347 [osio B 038
@ Clasico | 2534 *| 1097 | 553 [ 4683 2075 +| 1390 | 7.148 L3538 1566 *| 0060 | 3070 [ 2.169
2 Mhuber | 0807 =/ 0930 | 3746 | 1828l 0525 £ oess | 2188 | 1124l 0343 s+ 0483 | 1555 | 079
& TBic | 1406 /1433 | 7429 B 2422/ 0622 £ 0773 | 2881 | vrazs| 03r2 +l 0586 | 1725 | oosss
8 Bic 0791 +| 0975 | 3me0 | 1ees| 0500 £ 0715 | 2280 | 1155 0321 ) 0551 | 15683 | o.s1s
2 mop 2747 £/ 1775 8255 B azssl 1110 +[ 0941 | aveo B vnsavl 0547 o+ o2z [ 2299 [ 1149
> ps 1441+ 1561 5,207 +l o831 [ 3135 | 1546l nam x| 0609 | 1779
Clasico 11389 +D 2675 D - ] B7/0 I aoealioon +hia%e b4 .
e E Mhuber [ 0203 =| 1485 | 4178 | voessl 0203 +| 1002 | 2674 | vzeal 0148 | o704 [ 1875 | 0,909
n 5 TBic [o3z 0223 W7oz B aasaf 070 1198 [ 3044 [ 1s0af one «foms [ 201 [ oss
£ 8 Bic |05 s[ 1514 [4a00 [ w9m| 0105 <) 10 [ 2747 [ w297l 0077 «lo7eo [ 1982 | osss
=2 moo Wiex P2 Bos Wazslose sz Faszs B ozisifozes tfogn Fz410 [ 1208
DS fo3o P26 Biees Barral o116 £01295 [ 3434 | vreis| ooss +fosss [2424 | 1136
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=3)
0.0150 3.0000
0.0100
0.0050
0.0000
-0.0050
-0.0100
-0.0150
-0.0200
-0.0250
-0.0300

MHubh ——TRizn

Clasirn Rizn MCD ——NS|

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)

= (lasico =——MNHub = TBisq Bisqg MCD ———D5

0.0080 - 2.0000
0.0060
0.0040 - 1.5000
0.0020 4
0.0000 1.0000
-0.0020 - o
-0.0040 - :
-0.0060 -

0.0000
-0.0080 4 ; 5 — s R
-0.0100 - _0.5000

—— Clasico MHub TBisq Bisq MCD —— DS - . . .
Clasica MHubh ——TRisn Risn MED —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0080 - 1.4000
0.0080 | 1.2000
o 1.0000
: 0.5000

0.0020 0.6000
0.0000 0.4000
_0.0020 0.2000 \

0.0000 T T T
-0.0040 - Ny

-0.2000 1 2 4 5 [
-0.0080 - -0.4000

Clasirn WHubh —— TRisn Risn MO —— NS
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Cuadro 4.5b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X =X, Contaminada con £€=0.05 y H =N(0,9%))

00115 00063 0.0421

00038 00061
0.0027  0.0062

o 0
0.0022 7e-04

0 [1] 0
0.0024 -0 -0.0063

1] ] o -0.499 1] 0 1] -0.499 1] o -0.499
0.004 3e04 00041 -0.7023 \ -7e-04  8e D4 0.001 -0.5203 -0.0011 -9e-04 -0.5173 \ Q
o 0 1] -0.499  .0.499 0.499 o o -0.499  .0.499 \
-2e-04  .0.0031 00013 -0.7333 -0.7256 0.0072 -Ge-04 -0.5238 -0.5214

1] o 1] -l -0..
0002 0.0022 -00024 -0.5285 -0.

7 O

0.95 0.95
0.9738 0.9722

0.3 0.1 0.3 o1
03113 0.1069 J/ 03129 0.1084

1] 0 o 1]
-0.0022 -0.0033 -de-04  -0.0019

-0.499

a 0 1] 0.499
-0.0032 -0.0018 -4e-D4 -0.512

o 0 1] g
-0.0043 -0.0019 -0.0038 -0.5199

1] 0 o -0.499 -0.499 o 0 1} -0.499
0.005 0.0048 9e-D4 -D.5145 -0.5149 0.004 0.0034 i} -0.5163 -0.5132
——C(Clasico ==—MHub =—TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real

Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), £=X,, Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.05 y H =N(0,9%,)

En el Cuadro 4.6a parte inferior se puede observar el error
correspondiente a cada componente del promedio de la estimacion
del Vector de Medias para cada estimador, asi por ejemplo se tiene
que el Estimador DS para k=10 subestima la primer componente en
0.0009 unidades, la segunda, tercera, cuarta y sexta por 0.0074,
0.0029, 0.0017 y 0.0058 respectivamente, ademas sobreestima la
quinta componente por 0.0038 unidades, valores que proporcionan

un Sesgo Promedio Total de 0.011 £ 0.514.

El comportamiento de los Estimadores es muy parecido al caso
anterior, asi, el Estimador M de Huber y Bicuadratico brindan, en
todos los tamafos muestrales considerados, la mejor estimacién de
la Matriz de Varianzas y Covarianzas, en particular, para k=20 el
indice alcanzado por el Estimador Bicuadratico es 0.888, resultado
del Sesgo Promedio igual a 0.089 + 0.726 y Sesgo Maximo de

1.848.
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Cuadro 4.6a
Estimadores Robustos
Caso Poblacién N(0,X), X =X,, Contaminada con £€=0.05y H =N(0,9%,)
Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e Indice
k
5 10 20
FProm Desy IMax Indice  Prom Desyv IMax Indice  Prom Desyv IMax Indice
Clasico | 0019 £ 0712 [ 1586 I 077200015 +1.0498 L1113 I 054200000 10343 | 0765 L 0.373
&, Mhuber [ 0018 x| 0856 | 1454 | o7efooor +f o441 | 1097 | o4ssBooor +| 0308 Fores B o367
.8 TBic |o007 +FoEe Fgrs Wnsssl ooor «Fo4e2 [ 1023 | ooassl o004 03 [ o073 | nsss
29 gic [o02 +foese [1555 [ o7ss| ooos +) o435 | 18 | osevlooos =f o316 Fores B ooaes
= : :
> mco [Fooz: +B07es Wieos WED.so2B0012 +E0s0s 42 IOsssFooos + 03y BOEs0 G ass
DS ooz +Poe Bives Wosaofoo +E0Es Wbes @Esso Fooos + Boese Boes F.ees
@ Clasico | 2526 *| 15634 | G357 | 34721 1945 = 1.076 | 4696 12639 149 = 0675 | 3331 D0 1.834
'S Mhuber 0930 x| 0700 | 3019 [ w1ssol 0579+ 0458 | 1637 | oeorl 0384 =l 03m [ 1E2 | ness
o TBic [ 1699 + 1107 [ 5814 I 2874l 0717 ) 0529 [ 1984 | 10wl 0431 £ 03 1207 | onem
g Bic 0955 + 0744 | 2819 | 1506 0593 x| 0493 | 1529 | ez 03es x| 0380 | 1047 | o3
2 Mo 2749 x| 1339 [ 7632 Wa9sal 1138 +/ o678 [ 2920 B 1599 om0 +[ 040 [ 1527 [ oo
> p§ 1697 +[ 1262 [ 7o52 Wssi7l 0m9 0603 | 2075 | vies 0491 x| 0426 | 1406 | 0774
Clasico L1235 <02 0. + I 7354 1400 [5.085
e 8 Mhuber [ 0178 x| 1412 | 3934 | 18a2f 0157 = 0971 | 2480 | 1203l 0146 = 0677 [ 1835 | o.ees
n 5 TBic Fosw +M2274 WBie0 Wsewsl 0130 tl1ea F3i2s [ oramslone o772 [ 2009 [ 0967
£ 5 Bic [0080 =[1483 [ 3916 | 1sxloos0 2l 1029 [ 2727 | 12v9f oose [ 0726 [ 1848 | n.ses
22 mco Wi4ss +02973 Finoss Wasalossr +l1a99 Fasss B 21ssfo283 =Foser Fasso [ o1ass
DS [o321 +F2113 PBsn0 B asis| ooss +P1292 Pasro | ovesz| o102 +foesa 2241 | 1067
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) 2 5000 Eror en Estimacion de los Valores Propios (k=3)
: n
2.0000
1.5000
1.0000
0.5000
0.0000
-0.5000 1 2 3
" . -1.0000
—Clasico MHub TBisq Bisq MCD —Ds Clasirn MH1h = TRicn Rizn M —— ns|
EmorPromedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0100 2.0000 -
0.0050 1.5000 -
0.0000 1.0000 -
-0.0050 0.5000 -
-0.0100 0.0000
1 2 3
-0.0150
——Clasico MHub TBisg Bisg MCD —— D5 -0.5000 - ) ) )
Clasirn MHuh ——TRisn Ri=n MO —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Erraren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0060 - 1.4000 -
1.2000 -
0.0040 -
1.0000 -
0.0020 - 0.8000 -
0.0000 0.6000 -
0.4000 -
-0.0020 - 0.2000
-0.0040 - 0.0000 -
-0.2000 - 1 2 3
-0.0060 - -0.4000 -
— Clasico —— MHub ——TBisg Bisq MCD ——Ds Claciro MHuh ——TRicn Rizn MED ——ns
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o . . P S S T
04126 04704 \K ) () L) odee
042 04 008 Y Y 2
01742 .0.1368 -0.1261 0.132
01 008 008 0.1 \ O 0.1
04322 01174 01128 01491 0951
008 04 01 008 042 \ .0.08
01332 01387 0151 04121 0.1833 -0.0048

OO

0.08
0.0804

OO0

0.1
0.1075

0.12 -0.1 -0.08
01327 -0.1069 -0.0765
-0.1 -0.08 0.08
-0.0913 -0.0842 0.0774
-0.08 0.1 -0.1 0.08
-0.0927 0.1069 -0.1017 0.0718 0.1262

——C(Clasico ==—MHub =—TBisq =—Bisq

Elaborado por: Néstor Montario P.

-0.1061

008 0.08 0.1 0.1
-0.0853 00808 0.1098 -0.0842
0.12 \

Cuadro 4.6b

Estimadores Robustos
Caso Poblacién N(0,X), X=X, Contaminada con £€=0.05y H =N(0,9%,)

Y AN TN N
G2 e 5 F 3 i 3 8
0.1243 \K ) ( J U ) odoum

\Q () e

-0.1 -0.08

-0.0823

-0.1 0.08 . -0.08
-0.1076  0.0755 0.1299 -0.0941
0.08
0.0785
0.1
0.1116
0.12
4 0134
-0.1
-0.0902
0.

-0.08
-0.0958

-0.1
-0.1115

-0.08 0.0: 5
-0.0856 0.082 0.1069

-0.08
-0.0749

-0.08 0.08
-0.0848 0.0777

o1 -0.1 0.08 0.12
0.1081 -0.0971 0.07 0.1314

MCD ===DS =—Real
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X=X , Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.05 y H =Uesf(d =5)

Como se muestra en el Cuadro 4.7a, para k=20 el promedio de la
estimacion del Vector de Medias resultante al utilizar el Método M de
Huber se encuentra a una distancia 0.016 con respecto al Vector de
Medias Real; y la estimacion mas alejada esta a 0.649 unidades de
distancia; ademas este método presenta una Desviacion Total de

0.314, por lo tanto el indice correspondiente es 0.326.

Al considerar el Indice planteado se encuentra que para k=5, los
Estimadores Clasico y M de Huber son los que mejor se aproximan
al valor real del Vector de Medias, mientras que para k = 10 y 20 el
Estimador M de Huber y Bicuadratico son los que presentan menor

indice.

Ademas, en todos los casos el Estimador M de Huber brinda una
mejor estimacion de la Matriz de Covarianzas y los Valores Propios

asociados a la misma.
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Cuadro 4.7a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién N(0,X), X=X, Contaminada con £€=0.05 y H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0.017 +| 0612 | 1318 | 064900017 +[ 0443 F1.148 | 0.536) 0016 +| 0302 L0682 B 0.338
2. Mhuber [ 0020 +[ 0525 [ 1391 [ oevalom7 +| 0437 [ 1140 | oss1f oo +[ 0314 | 0Bds | 0326
5 8 TBic [oosr +fo7es Piess Wossoloos +lodss Pizis Woswlooe =fo30 foess B ooaas
59 pic oo xfo6o P19 B oornlooe «f o4 | 1133 | os:afooi7 +foaa [oess [ oosss
a E 7 F I ' E: 3
> mco  [oos +=0o7es Di7s Woeas! oms +f056 Diist Wosnloos +fo3s FPoreo oaws
DS fooy +0o7rs Piess Wossofome +losos Pioor Woswlome =foss forn B ooase
& Clasico | 0750 #| D873 | 3000 | 1544 0535 + D510 | 2067 | 1070 0395 =| 0461 | 1417 [ 0.750
‘S Mhuber | 0586 & 0615 | 2493 | 1231 0390 1 0594 | 1442 | ovoeos 0200 <+ 0435 | 0978 | 0564
o TBic | 143 + 136 | 5992 [ 29l 0620 +| o804 [ 2490 B 1305l o3 £ 05w [ 1so B ooser
¢ Bic 0772 x| 0964 | 3496 [ 1749 om0+l o723 [ 2477 B o113zl 03w o+l o0s2 s B ooz
£ mcp 2703 + 1710 [7rs0 B ansal 1112 £l 09es [ 3 B20n 05w+ o050 2oz BLoso
> ps 1282 +[ 1330 (16955 Wes2z| 0659 + 0835 | 2434 [ 1309 0401+l 0mes | 1714 [ nsss
Clasico | 0356 11519 | 3989 | 195500347 | 1057 | 2640 | L2dalD292 £l 0743 L1946 L 0.994
s 8 Mhuber [ 0194 +[ 0946 | 3135 | 143500147 2| 0912 [ 2002 | 10s1f0135 <) 06sa [ 1422 | o7a7
n 5 TBic [Fo3ss +M2ies Feosr I siesfoirs +li23a F2oss B 1aezfo13 zB0es Faosr I oass
€8 Bic |08t 1512 [a072 [ vesslois +F10es Foert [ o109l onse +Fo7er Fises [ oot
Z2 mco Wisse +P2oes Boms Wasm:loex: :Wise Wasy W2ze:l0sm =Posse Foss o
DS [ o194 +Pioss Wiaes0 Wszee] oooo =f1316 Fag10 B oveos| ooos =Paerz B2214 B 1oa
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
0.0300 - 3.0000
0.0250
0.0200 -
0.0150 -
0.0100 -
0.0050 -
0.0000 -
00080 { 4 2 2
-0.0100 -
-0.0150 -
—Clasico MHub TBisg Bisq MED ——Ds Clasirn MHuh —— TRisn Risn MCR —— NS
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0150 1.2000
0.0100 1.0000
= 0.8000
0.0050 T —— 0.5000
0.0000 T T T v T \6 0.4000
00050 1 2 3 4 5 0.2000
0.0000
-0.0100
-0.2000
-0.0150
. " . -0.4000
— Clasico MHub THisq Bisg MCD ——D3 Clasica MHih ——TRisa Ri<n MCN —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0150 0.5000
0.0100 0.4000
0.0050 0.3000
0.2000
0.0000
0.1000
-0.0050
0.0000
-0.0100 01000
-0.0150 0.2000
-0.0200 ) ) ) -0.3000
— Clasico —— MHub ——TBisg ——Bisq MED ——Ds Clasirn MHith = TRiza Risn (15 R
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Cuadro 4.7b

Estimadores Robustos
Poblacion N(0,X=X,), Contaminada con € =0.05 y H =Uesf (d =5)

k=5

0.31 2 0.31 2 0.805

0.804 0.803 -0.806 ﬂﬂ%

00011

obis ofis ol 3 BIW

0.0118 ] 00042 0005

8
-0.0024

1] 0 1) o 1] 1] 0499 0499 N\
-0.0089 -0.0064 -Ge-D4 .0.5185 -0.5077 0.0022 0.0016 -0.0022 .0.5393 -0.5169

0498 0499 N\ 0 0 0 0499 0499 N\

2

)

)

)

/

)
OO

’/Ci .
OO0
OO0

N AT S e
Y[ ) 83 [ {3
U 03154 01046 \U
0 0 [ NN oo [ g O
e.0d 00016  Se-04 00024 7ed  0.0013
] ] 0 0400 o [ o 0400
00066 0.0060 dedd 04745 0.0055 0006 -3e-0d4 05167

1] 0 1) -0.409  .0.499 o 0 o -0.409  .0.499
-0.0069 -0.0057 -7e-D4 -D4777 04723 -0.0083 -0.007 -9e-04 -0.5287 -0.5206

7 O

y
/
)
i

/O
OC

J

o 0 o
3e-04  -0.0052 -0.0024

(1] 1] 1] -0.499
0.0059 0.0089 1e-04 -0.4744

1] 0 (1] -0.; -0.
-0.0054 -8e-04 0.0014 -0.4701 -0.4694

0.95
0.9813

0.95
0.9813

0.3 0.1 0.3
0.3085 0.1009 ; 0.3082

o ] o ] 1]
0.0013 1e-04 0.0032 0.0019 0.0035

-0.499 ] 1] 1]
-0.5149 0.0088 0.0083 -0.0014 -

O0000”

(1] 0 1]
0.0067 0.0068 -Ge-04

-0.499

1] 0 1] -0.499  .0.499 o 1] 1] -0.499
-0.0122 .0.0103 -0.0021 .0.5227 -0.51

[1] 0 o -0.499  .0.499

-0.0084 -0.0072 -de-04 -0.5211 -0.5143

= (lasico ==—=MHub =—TBisq ==Bisq MCD «==DS e=Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), £=X,, Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.05 y H =Uesf(d =5)

En el cuadro 4.8a se puede observar el error correspondiente a cada
componente del promedio de la estimacion del Vector de Medias
para cada estimador, asi por ejemplo se tiene que el Estimador
Bicuadratico para k=10 subestima la primer componente en 0.0086
unidades, la segunda, tercera y quinta por 0.0009, 0.006 y 0.0034
respectivamente, ademas sobreestima la cuarta y sexta componente
por 0.0021 y 0.0026 unidades, valores que proporcionan un Sesgo

Promedio Total de 0.012

La estimacion de la Matriz de Covarianzas correspondiente al
Estimador DS y k=5 converge a los valores 0.113, 0.121, 0.143,
-0.116, -0.101 en su primer columna, mientras que para k=20 esos
valores son 0.085, 0.105, 0.124, -0.112, -0.075 (Véase el Cuadro

4.8b)
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Cuadro 4.8a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada con € =0.05 y H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0023 +| 0613 | 1432 | 069100013 +| 0450 [ 1021 [ 0494 0009 +| 0308 | 0726 | 0.348
2. Mhuber | 0020 +| 05158 | 1437 | oeszlo03 +| 0445 [ 0578 | ogmloon +| 0305 [ o737 [ o3sz
5 8 TBic fPoozs +foe1 Piess Wosoel oo +0odss Proso B oszzlomz =fo3zs formo B ooes
%2 Bic |00 sloes7 [ 1478 | omelomz +fo4ss [0 B ooassfoorz =L o314 [o7es B 36
> mco  [oozs =lo7es Dioss Woowlome 057 D114 Woses| oo [0 Fosss Woasr
DS [ooz +Posos Piess Wases| oo =005 Piier osealoms =033 [os1z oaes
& Clasico | 0583 *| 0612 | 2354 | 1316 0681 + D446 | 1779 | 0969 0470 = 0319 | 1354 [ 0.715
‘S Mhuber | 0847 & 0462 | 2203 | 117 0560 i 0436 | 1865 | oesr 0385 | 0313 | 1149 [ o603
o TBic | 1653 + 1107 | 4966 [ 2575/ o7es | oses 2080 B oviaal 0ssr £l 040 D121 B oo
¢ Bic 0949 =) 0704 | 2439 | 1364 0B18 x| 0517 [ 19z | ovowsl o404+l 03 13 ooz
£ mcp 2816 + 1387 [ 7o0a9 Waves! 1197 +loros [ 330 Bl o6is +l0se |17 00
> ps 1609 +| 1230 (11680 W ases| 0648 +l 0530 | 2223 B 1234l 0500 + 0436 | 1460 [ 0798
Clasico | 0314 11453 | 4123 | 196300332 +| 1035 | 2714 | L3c0lD0297 =1 0725 L1942 | 0989
s 8 Mhuber | 0126 +[ 1028 | 3820 | 1sssl014¢ =) 035 [ 2478 | 119300135 <) 0881 [ 1746 | 0,854
v & Thic [0z +022ss B7017 Waamaloo B2 B0 B oasmlorss sFore2 Faoeo I voos
£ 5 Bic |00 +F1515 [ 4049 | 1874l ooss +F10s8 Fosm [ovsel 01on +Fo7ss Frsos [ onots
Z2 meo WAs1 +0S0s1 Fiosss WsosPosrs +Wiee Basso 22 Boses «Pooo B2as Wainy
DS [oz40 +P2ie2 Booor B azas] 0091 +fiz00 Feron B ovesr| 01os =Paers B2oss B o1om
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) - 0000 Eroren Estimacion de los Valores Propios (k=3)
25000 -
2.0000 -
1.5000
1.0000
0.5000
0.0000
-0.0150 - -0.5000
-0.0200 - _ ) 10000 J
—Clasico MHub TBisq Bisq MCD —D5 —— Clasico ——MHub TBisa Bisa MED —— D5
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0100 1.2000
1.0000
0.0050 0.8000
0.0000 0.6000
0.4000
-0.0050 0.2000
0.0100 Fd 0.0000 1
-0.2000
-0.0150
. " . -0.4000
—Clasico MHub TBisq Bisa mco —0s ——Clasico MHub TBisa Bisa MCD —— DS
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Emoren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0120 0.6000
0.0100 0.5000
0.0080 0.4000
0.0060 :
0.0040 0.3000
0.0020 0.2000
0.0000 0.1000
-0.0020
_0.0040 0.0000
-0.0060 -0.1000
-0.0080 ) ) i -0.2000
—Clasico MHub TBisq ——Bisg MCD ——Ds ——Clasico MHub TBisa Bisa MCD ——DS
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01257 -0.081

01038 -0.0851

-0.08 0.1
-0.0877 0.0876

-0.0564

0.08 (i)
0.0801 0.1102

-0.1 0.08 0.12
-0.1019  0.0827

-0.08

Cuadro 4.8b

Estimadores Robustos
Caso Poblacion N(0,X), X =X,, Contaminada con &

k=5

0.i
01013 0.

3
0.12 -0.1
0.1157 -0.0846
-0.1 -0.08
-0.101  -0.0726
-0.08 0.1
-0.072  0.1005

0.08

0.0841
0.1 0.12
0.1085 0.1183
0.12 -0.1
0.1249 -0.0968
-0.1 -0.08
-0.1098 -0.0808
-0.08 0.1
-0.078  0.1057

-0.08
-0.0784

0.08
0.0774

-0.1 0.08 0.12
-0.1045 0.0846 0.1159

0.12

AN,

-0.1 -0.08
-0.0889 -0.0791

0.1 -0.1 0.08 0.12
0.1017 -0.0984 0.0782 0.1101

——C(Clasico ==——=MHub =—TBisq =—Bisq

Elaborado por: Néstor Montario P.

§ 01429

=0.05 y H =Uesf(d =5)

00822 -D.0488

-0.08 0.1 -0 0.08 0.12
-0.1007 0.0879 -0.122 0.087

o \\_/

e % e U e G N
[ AT 0.2 A [ 3 { I 0 3
Qu e N O O O

" Y 0a2

0.1253
008 008 04 01 008
00755 00794 01032 04131 -0.0801

N

01 008 Ty
00952 00845

0 0.1

0.0830 01164

-0.08 0.1
-0.0791 01084 -D.

O

0.08
0.0851

0.1 0.12
0.1054 01206

0.12 -0.1
0.1238 -0.0977

0.08
0.0816

-0.1 -0.08
-0.112  -0.0781

-0.08 0.1 -0 0.08 0.12
-0.0747 01061 -0.1009 0.0868 0.1163

MCD ===DS e=Real
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X=X , Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £¢=0.05 y H =N(0.537a,,9%,)

De acuerdo al Cuadro 4.9a, el Estimador M de Huber brinda, en
todos los tamafos muestrales considerados, la mejor estimacién de
los Valores Propios asociados a la Matriz de Varianzas vy
Covarianzas, en particular, para k=5 obtiene un indice de 1.213
resultado del Sesgo Promedio igual a 0.613, Sesgo Maximo de

2.381 y Desviacion Total de 0.646.

Realizando un analisis similar para la estimacion del Vector de
Medias, se aprecia que los Estimadores M de Huber y Bicuadratico
son los que presentan una mejor balance entre su estimacion

Promedio, “peor” estimacion y dispersion.

Ademas, como se muestra en la segunda parte del Cuadro 4.9a se
mantiene el comportamiento de los Estimadores pues estos
sobreestiman el mayor valor propio, subestiman los 4 siguientes
para finalmente aproximar con poco error el menor valor propio; y se
puede observar que para k=10 y 20 el Estimador Clasico
sobreestima el mayor Valor Propio con error promedio mucho mayor

a los Estimadores Robustos
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Cuadro 4.9a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X, Contaminada £ =0.05 y H = N(0.537a,,9%))

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico L0037 10702 [ 1624 I 0.7570.0042 +1.0616 | 1165 I 057510038 =1 0345 1085 B 0.4
2. Mhuber [ 0014 +| 0516 | 1408 | oeval o022 +| 0456 | 0oee | oassl oot +| 0304 [ 0767 | 0361
5 8 TBic [ooze +Po7es Piess Woen| omo +fo4es D138 B oosas| oooe [0 | o7es [ o067
%2 Bic 001 £ 0629 [ 1444 | ool 0019 2| 0464 [ 1051 [ os1zl ooos =l o316 [ omes [ ozes
> mco  [ooz +=Po7e0 Pieso B oewalooz 0050 Pz Wosea ooos 00341 [o7es B ooze
DS [oozo +Pa7ee 1760 Wosez| oo7 +[0E21 1208 Woses| ooog «foaEss [oso: B oo
& Clasico | 2487 | 2023 | 5052 [ 4506 2056 +| 1392 | 6101 [.9.104] 1575 =| 0845 | 4330 [0 2.205
‘S Mhuber | 0513 & 0646 | 2301 | 1213 0373 1 0574 | 1569 | oess 0252+ 046 | 1180 [ 0.3
o TBic [ 1412 + 1371 [ 6091 [ 295 059 x| 0742 [ 2445 [ 1260l 0374 £ 0573 [ 169 [ oos;m
¢ Bic 0769 + 0987 | 3004 [ 1587 o4rs x| oeer [ 2271 | o114zl 033 s+l o0s3 D ara [ooses
2 mcp 2709 x| 1805 [ 7a01 Baoos! 1ovs +l 0950 4213 B 20 o0ses +l 0573 [ 1oez Bonoss
> ps 1330 +| 1349 (11338 Wae72| 0655 + 0802 | 2774 [ a0 +| 0583 | 2006 [
Clasico L1.401 02691 N ]
s 8 Mhuber | 0094 +[ 0979 | 3120 | 1338/ 0061 +| 089 [ 2174 | 1045/ 0041 +| 0646 [ 1556 | 0.7as
n 5 TBic Fo2m +W227s Wesss W sianl 0134 xlr193 F2oss [ o1azaf o132 zFosoe Fa1e [ o1
€5 Bic | 0029 x5 [397 | vesvl oove 201034 [2ees | ovassl ooz =forss Paoie [ ooose
=
Z2 mco Wiece +08024 Bozzs Waezlosos 153 Fasiz B 22wlos2 zFose Fa42 B ooz
DS [oz1z P22 Btose B aam| oorz =P1305 Pases | ovearl ooos =fosss Posme [ 1am
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) - 0000 Eroren Estimacion de los Valores Propios (k=3)
6
— Clasico MHub TBisq Bisg MCD ——DS Clasirn MHuh ——TRisn Risn MCR ——NS
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0400 2.0000
0.0300 1.5000
0.0200 1 0000
0.0100
20,0000 | 0.5000
-0.0100 0.0000
-0.0200 ! &
. . " . -0.5000
— Clasica MHub TBisg Bisq MCD ——Ds Clasicn MHIh ——TRisa Risn MCD ——ns
Emor Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Emoren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0250 1.4000
0.0200 1.2000
0.0150 1.0000
00100 0.8000
0.0050 gm
0.0000 02000
-0.0050 0.0000 T !
-0.0100 -0.2000 1 2 Ry 5 6
-0.0150 _ _ _ 0.4000
Clasico MHub TBisq Bisq MCD ——Ds Clasicn MHith —— TRisn Risn MCN ——Ni8
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Cuadro4.9b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X, Contaminada £ =0.05 y H = N(0.537a,,9%,)
k=5

)
)
)

DO
R
N
l‘»._/
V...) (,,.) I’,.\
e N
()
Ly

L
"
\

DA

s
‘\

4
\,

O C

-
.

i

00015 001

1] o 1]
-0.0017 0.0041 1e-04

-0.499 \ o 1) 1] -0.499  .0.499 \

0.0199 0.019 0.0049 .0.5352 .0.5288

(1] 1] 1] -0.499  .0.499 \ 1] 1] 1]
0.0057 0.0053 -0.0043 .0.497 .0.5074

: Qator ator o8 Qut Q
o o -0, 1] o 1} -0 o o o -0,
0.004 0.0076 -6e-04 -0.7313 0.004 0.0028 0.0064 -0.4924 0.0012 3e04 0.0066 -D.5229

-0.499 -0.499 \ -0.499  -0.499 \

o 0 o 0. -0. 1] o o o o 1]
00162 0.0162 -0.0063 -0.699 -0.7075 0.002 0.0044 -0.008 -0.4943 -0.4924 0.0038 0.0065 -0.0097 -0.5218 -0.5236

0.95 ’ AN 0.95
0.9854 o 0.9867
03 1 ; . ' Y{O N 03 1
0.3013 S \ \ J 0.3027
o 0 0
] .0.0018 .0.0048 0.0042

o 0 1}
0.0024 0.0023 0.0069

1] 0 (1]
-0.0042 -0.0055 0.0018

1] 0 1]
0.004 0.0027 0.0071

0499  -0.499

0 0 i - 0499 0499
2604 0.0031 -0.0091 05206 05172

—ﬁ£ﬂ4 [I.[I[[IIZE r[l.[II]113 ;[I.51EH -0.5147
——C(Clasico =——MHub —TBisq =—Bisq MCD ——DS —Real
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), £=X,, Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £¢=0.05 y H =N(0.537a,,,9%,)

Como se muestra en el Cuadro 4.10a, para k=10 el promedio de la
estimacion del Vector de Medias resultante al utilizar el Método
T-Bicuadratico se encuentra a una distancia 0.011 con respecto al
Vector de Medias Real; y la estimacién mas alejada esta a 1.056
unidades de distancia; ademas este método presenta una
Desviacién Total de 0.485, por lo tanto el indice correspondiente es

0.517.

Al considerar el indice planteado se aprecia que para k=5 y 10, los
Estimadores M de Huber y Bicuadratico son los que mejor se
aproximan al valor real del Vector de Medias, mientras que para
k=20 el Estimador M de Huber y T-Bicuadratico son los que

presentan menor indice.

Ademas, en todos los tamafos muestrales el Estimador M de Huber
y Bicuadratico brindan una mejor estimacion de la Matriz de
Varianzas y Covarianzas asi como a los Valores Propios asociados

a la misma.
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Cuadro 4.10a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada £ =0.05 y H =N(0.537a,,9%,)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K

5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0026 +| 0695 | 1488 | 0.73700032 +1.0607 11196 D057l 0029 10337 L0795 I 0368
2. Mhuber | 0013 +| 0630 | 1401 | oemalooid +| 0446 [ 1053 | oswafooio +| 0302 [oes? [ ooo3ss
5 8 TBic [oos4 +Po7es Dieos Woesr oot +[ D485 ' 1056 | o517 0004 zf0316 | oBs0 | 0324
g3 Bic foooz =] 0649 [ 1455 [ o070/ 0011 i[_u.aa? [ 1060 | o513l o003 =l o312 Posss [ ooasse
> mco  [ooz «Po7sr Dirrs Woeezloos 00531 D11s B osss| oond 0033 fo7as B ooase
DS foozs +0o7re Pizes Woses7l ooz =0os04 Piss B osss| ooos =f0asr [o7zs B ooass
®  Clasico | 2514 + 1617 | 7573 [ 3901 1961 = 1.001 | B.234 [ 3.065 1486 = 0708 | 3705 | 1.967
‘S Mhuber | 0096 & 0665 | 2448 | 1336 0591 1 0469 | 1579 | ves0 0307+ 0335 | 1130 | 0617
o TBic [ 1606 + 1107 [ 5807 I zsa0l 0725 x| 0561 | 1908 | voeal 0aer £l 0388 | 11 | o4
¢ Bic 0935 + 0707 | 2806 | 1483 om01 x| 0s32 [ 1em2 | oos1z 0394 s+l 0385 1433 | oemo
2 mcp 2680 =/ 1297 [ E1e9 Bzamsl 1144+l 060 [ 2881 B 1sssl 0601+l 039 [ 1er0 [oosss

> ps 1664 +| 1202 [ 935 Wanys| 0816 +l 0s01 | 2130 | 1as2| 0495 + 0397 | 1469 |

Clasico 11219 02437 M 1255 <D0 ' 364400113 =las
s ﬁ Mhuber | 0155 +| 1364 | 383 | 1vesl o178 +| 0oso | 2864 | 1242 0147 +| 069 | 1886 | o910
n S TBic Fo2m +W2ne7 W7ess Wazmafotsa +f1191 Faaze [ o1soel 0125 £fo78a [ 1980 [ n96a
£ 5 Bic 0088 =l 1464 [4205 | 1500l 01m0 [ 1008 [ 2884 | 1261/ 0os2 +[ 0747 [ 1809 [ 016
= S mco  [Wiazn +PSoos WEes0 Wa7zzlosss «Wias Fates I zoeclo2os +Foemn Fasee [ onis
DS [ozs +P2145 Biiore B aseal o104 =P1275 Faso0 | ovezel 0102 =fos77 [ 2195 | 1058

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5)
0.0300 -
0.0250 -
0.0200 -
0.0150
0.0100
0.0050
10.0000
-0.0050 -
-0.0100
-0.0150
-0.0200 -

— Clasico

MCD ——DS

MHub

TBisqg Bisg

2.5000
2.0000

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)

AN

Clasira MHuh =——TRizn Rizn MCD ——ns

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)
0.0200

0.0150
0.0100
0.0050
0.0000 1|
-0.0050 1 4
-0.0100
00150
-0.0200

-0.0250
——Clasico

-
&

Y

MCD ——DS

MHub

TBisq Bisg

2.0000

1.6000

1.0000

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)

1 2 3

Clasirn MHuh =——TRisn Risn MCN ——nNs

Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20)
0.0200
0.0150
0.0100
0.0050
0.0000
-0.0050
-0.0100
-0.0150

-0.0200
——Clasico

MCD ——D3S

MHub

TBisq Bisg

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)

1 2 3

MHih =——TRisn MCT ———N8

Risn

Clasirn

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro 4.10b

Estimadores Robustos
Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada £ =0.05 y H =N(0.537a,,9%,)

)

O C

’
\

o)

#
!

A
A

YO

Vs
o
) ) ”

O

0412

\
/

) C

0.08 5 F 1 0 -0.4 .| o1 -0.08
0.0016 0. \ b -0.0762

/
C \

-0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 N -0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 N -0.08 0.1 01 0.08 0.12
-0.0733 01077 -0.085 0.0671 0.1373 -0.0783 01007 .0.0942 0.0813 0.1513

7/

OO
OO0

'
/

01 01z (Y7 30 3y oo 012 ( O
01433 0.1697 \U 006 04233 \U
012 04 008

04782 .0.1449 0.1166

01 008 008 0 01 008 008 04 01 008 008 01
04366 01146 0.1089 0.1527 01043 00848 0082 0.1065 01020 -0.0843 0.0861 0.1065
008 04 01 008 042
04222 04355 01316 04039 0.1756

AN
O0000

1 -0.1 -0.|
332 .0.1041 .0.0832

/
S OC

O000070C

-0. 0.1 -0.1 0.08 0.12 -0.08 0.1 -0,
-0.0808 0.1057 -0.1005 0.0778 0.1237 -0.0769 01064 -D.

O

0.08
0.0851

0.1 0.12 0.1 0.12
01053 0.1215 0.106  0.1256

0.12 0.1 -0 AL 0.1
0.1311  -0.1017 0. 04291 .0.1033

-0.1 -0.08 0.08 0.1 -0.1 -0.08 0.08 0.1
-0.1019 -0.0825 0.0824 0.1032 -0.0992 .0.0854 0.0806 0.1012

-0.08 01 -0.1 0.08 0.12 -0.08 01 -01 0.08 0.12
-00779 0.1053 -0.1019 00775 0.1182 -0.0796 0.1064 -0.1018 0.0781 0.1167
= (Clasico ==—=MHub ==—TBisq ==—Bisq MCD ===DS e=Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X=X, Contaminada

Por Variable con £¢=0.05 y H =N(0,9)

En el cuadro 4.11a se puede apreciar el error correspondiente a
cada componente del promedio de la estimacion del Vector de
Medias para cada estimador, asi por ejemplo se tiene que el
Estimador MCD para k=20 sobreestima la primer componente por
0.0026 unidades, sobreestima también la segunda, cuarta y quinta
componentes por 0.0036, 0.0023 y 0.0016 respectivamente, ademas
subestima la tercer y sexta componente por 0.0035 y 0.0038
unidades, valores que proporcionan un Sesgo Promedio Total de

0.006

A pesar de que el promedio de la Matriz de Varianzas y Covarianzas
resultante al utilizar el Estimador DS es para todos los tamanos
muestrales la mas cercana a la Matriz de Varianzas y Covarianzas
Real, la Dispersion observada en este Estimador causa que tenga

indices mayores que los demés Estimadores.

La estimacion de la Matriz de Covarianzas correspondiente al
Estimador M de Huber y k=5 converge a los valores 0.855, 0.261,

-0.006, -0.002, 0.007 en su primer columna, mientras que para k=20
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Cuadro 4.11a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X , Contaminada con €=0.05 y H =N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0009 10692 | 1520 | 0.74000012 10485 1057 I 052610008 £ 0319 | 0706 | 0.344
2. Mhuber | 0011 +| 0533 | 1483 | ovosloome +| 0434 D023 | oagsslooos +| 0307 [ o707 | 0340
5 8 TBic foozs +fo77s Pieos Woserfoone +foges | 0954 | oav7l ooos «00aze forzs B oos=s
g3 Bic [ooiz 2l o6s3 F154 B oorselooos =l o445 Doott [ ooaeslooos [ o314 [o7e [ ooaae
> mco  [oos +=lo7es Diess [ oezzloooe +[0499 Diors Woszeloor 003 [ o719 B ooass
DS [ooao +fa7a1 [i7es Woser| ooor +0os02 1120 Poselooor +[osaz Porar Poazs
& Clasico | 1430 | 1187 | BEal [ 9.102| 1015 + D045 | 350 L 1023 066 =) 0502 | 2746 [ 1.3%
'S Mhuber | 0518 & 0579 | 2102 | 1100 0404 i 0567 | 2016 | o.9sel 0283 x| 0450 | 1112 [ o.eos
o TBic | 1552 + 1485 | 6096 [ z04al 0624 [ 0792 [ 26873 B 1430l 03 £ 053w 15w [ oosw
¢ Bic 0939 + 0979 | 3487 [ 1802 o497 +/ 0739 [ 2480 b 1239/ 0310 +[ 0530 [ 1468 [ oo7es
2 mcp 2022 +/ 1855 [ 7ass Baaorl 1114 £l 0989 [ 475 B20s2) 053 +l0srs D1oer B Lo
> ps 1283 +/ 1302 | Boee B aas0l 0650 + 08e1 | 2861 I 1457/ 0383 + 0895 | 1575 [ onss
Clasico L0961 L2091 19 D782 +W1.537 B6422 D557 +W1.008 Baoes W67
s 8 Mhuber | 0268 +[ 0937 | 2924 | 13eal019¢ 2| 0ses [ 2161 | 1o0s0f o085 +| 0627 [ 1423 [ 07is
n 5 TBic [Fosms +M2307 BFoss Wassclotso 205 Fsons [ oaswloior zFo7e0 Fisas [ ooz
€5 Bic 0201 =16 Fasmt B 2aselnie +Fioes P29z [ ove2f ooee +Fo7z Frses [ onsm
Z2 meo W7oz +0S0sm Weao Wavasloes +Wisss Passs I 224:f0202 =Fosee P2z B oaas
DS | 026 +P2o41 B77ie B aaze| ooss P30 Facis | oveer| ooss =Poest Poors [ oLom
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
0.0200 - 3.0000
0.0150 2.5000
0.0100 - 2.0000
1.5000
0.0050 -
1.0000
0.0000
0.5000
00080 { 1 0.0000 e —
-D.0100 - 05000 1 2 5 5
-D.0150 A _1.0000
— Clasico MHub TBisg Bisq MED ——Ds Clasirn MH1h = TRisn Risn MCR —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0100 - 1.2000
0.0080 1.0000
0.0060 - 0.5000
0.0040 - 0.6000
0.0020 - 0.4000
£.0000 — : : 0.2000 \//\
00020 { H 3 w 5 0.0000 1 ;
-0.0040 1 -0.2000 5 6
-0.0060 - -0.4000
-0.0080 -
. . . -0.6000
—Clasico MHub TBisg Bisg MCD ——D3 Clasica MHuh —— TRisa Ri<n MCN —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0060 0.5000 -
0.0040 0.4000 b
0.3000
0.0020 0.2000
0.0000 0.1000
_0,0020 0.0000
-0.1000 B
-0.0040
-0.2000
-0.0060 ) ) ) -0.3000 -
—Clasico —— MHub ——TBisq ——Bisg MED ——D3 Clasirn MHith = TRiza Risn (15 R
| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro4.11b

Estimadores Robustos
Caso Poblacion N(0,X), X=X , Contaminada con €=0.05 y H =N(0,9)

k=5

0 -0.499
0.009 0467

0 0.499
0016 0446

-0.0058 -0.0060 0.0122 -0,

-0.0258 .-0.0218 0.0026

1] 0 1] 0499 0409 N\ 1] 1] 1] 0499 0499 N\ o 0 1] -0.499 0499 \
00101  0.0157 -0.0215 -0.5427 -0.5204 0.0197 0.0182 0.0034 .0.5444 .0.5035

OO

g
.

OO0

C

Y
/
)
i

/O
OC

J

1]
-0.0041

] o

7 el e
1] 0 1] -0.490 0 o -0.499 o 0 o -0.499
0.0058 0.0167 0.0046 -0.4719 0.0097 -Be-D4 -0.4751 0.0096 0.0119 -Je-04 -0.5078

1] 0 (1] -0.; -0. 0 (1] -0.409  .0.490 o 0 0 -0.409  .0.499
-0.0052 8e-04 0.0053 -D.4761 -04713 -0.0053 0.0018 -0.4823 -0.4848 -0.0085 .0.0106 0.0013 -0.5162 -0.5181

AN
7 O000
) OO0
J o OO0
P ot N QO Q)
Q

1] 0 1] o 0 0
00101 0.0121  3Je-0d4 ] 0011 0.0122 0.0043

-0.499  .0.499

o 0 o -0.4990  0.499
-0.0105 -0.0111 -0.0036 -0.5075 -0.5107

= (lasico ==—=MHub =—TBisq ==Bisq MCD «==DS e=Real
Elaborado por: Néstor Montario P.

1] 0 1] -0.499  .0.499
-0.0068 -0.0082 5e-04 .0.5091 -0.5119
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esos valores son 0.917, 0.293, -0.004, 0.008, -0.004 (Véase el

Cuadro 4.11b).

El caso de una Poblacion Normal N(0,X), £=X,, Contaminada

Por Variable con £€=0.05 y H =N(0,9)

De acuerdo al Cuadro 4.12a, el Estimador M de Huber brinda, en
todos los tamafnos muestrales considerados, la mejor estimacién de
los Valores Propios asociados a la Matriz de Varianzas vy
Covarianzas, en particular, para k=10 obtiene un indice de 1.225
resultado del Sesgo Promedio igual a 0.160, Sesgo Maximo de
2.543 y Desviacion Total de 0.972; este Estimador también presenta
mejor balance entre su estimacion Promedio, “peor” estimacion y
dispersion en los resultados correspondientes la estimacion del

Vector de Medias y Valores Propios,

Ademas, como se muestra en la segunda parte del Cuadro 4.12a
con respecto a cada Valor Propio, todos los estimadores
sobreestiman los dos mayores Valores Propios asi también
subestiman el menor valor propio; se puede observar ademas que
las estimaciones brindadas por el Estimador Clésico y el Estimador
MCD en la mayoria de las ocasiones son mayores que las dadas por

los demas Estimadores.
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Cuadro 4.12a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada con £=0.05 y H =N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K

5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico L0025 +| 0691 [ 1603 [ 077300020 /0456 | 1101 [ 052600012 +00337 [ 0709 0.353
2. Mhuber [ 0018 +| 0533 | 1480 | ovwolooo +| 0434 [ 1082 | osizloont =/ 0315 | 0678 | 0334
5 8 TBic [ooze +foe13 F214s Wossaliooz +lodes FDrsz B ooss7loon =fo3e for7is B ooass
g3 Bic loote 2fo671 [157 [ oaverloom i[_u.»m? | o7 | 0.513[-_0011 +f03% [oess [ oosa;
> mco  [omr =0oeor Pios Boonl oms 00507 Di2ss Wossalomz =loz4e Fores oz
DS [oos +0Poe04 Prosn Wosa ooz o5 Pi2sr Woeos| omo =035 forss oawe
& Clasico | 1833 *| 1232 | 5567 [ 3,944 1280 = D823 | 3857 L1987 0647 = 0505 | 2383 L1247
'S Mhuber | 0939 i+ 0508 | 2612 | 1353 0558 i 0456 | 1544 | oess| 0334 x| 0326 | 106 [ 05
o TBic [ 1789 + 1185 [ 6240 [ z0esl 0747 /0576 [ 2238 § ovievl o4t £ 03 1123 | ooen
¢ Bic 1025 +l 07 | 2864 [ 1556l 0607 + 0815 [ 1763 [ o2l 0375 + 0363 | 1080 [ oo
2 mcp 2073 x| 1420 [ 8225 Wazoel 1191 o7 [ 3200 Bavoel oses +/ 0390 |14 B os1a
> ps 1731 +[ 1200 (10502 P40 0632 + 0599 | 2067 | viesl 0486+ 03ar | 188 [ onesr
Clasico L0965 12029 D785 +1 1480 LE 5= =0 1,900
s ﬁ Mhuber [ 0277 +| 1112 | 433 | 1ooslote0 +| 0972 | 2843 | 1225l o085 +| 0663 | 1724 | os2a
n S TBic Fosss +M23s W81 Waomelote0 +fr20s Fsise [ oaswfooes P07 [16a4 [ oo
£ 5 Bic 0167 =F1584 [ 4305 | 2os2l 0100 +Fiom [ 268 | 1264l 0nse +f0728 [ 1738 [ nsao
= & mco  [Wiere +WShoo Bii701 I05.a0: MOsee «WEss Maroz Wz2:melo2es +Fees Fasez I 1210
DS [o4z4 +P219s Bitose B aews| o111 =fiz2es Fa300 [ ovses| oomr =Posso [ 2103 [ onois

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5)
0.0260 -

0.0200 -
0.0150 -
0.0100 -
0.0050 -
0.0000
-0.0050 -
-0.0100 -

-0.0180 -
——Clasico

=
—

MHub

TBisq

Bisq MCD ——D3S

3.0000

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)

MH1h =——TRisn

Clasirn Risn PMCT ——N5|

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)
0.0200 -

0.0150 -
0.0100 -
0.0050
0.0000 4 T

-0.0050 - 1 2

-0.0100

-0.0150 -
——Clasico

MHub

TBisg Bisg MCD ——D5S

1.2000
1.0000
0.8000
0.6000
0.4000
0.2000

-0.2000
-0.4000

0.0000

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)

MHih =——TRisn

Clasirn Risn MCH —— N8

0.0080
0.0040
0.0020
0.0000

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20)
-0,0020
-0.0040

0.0100
\/
1 2
-0.0060

0.0080
= (lasico = MHub = TBisq ——Bisq

MCD ——D3

0.8000

0.8000

0.4000

0.2000

0.0000

-0.2000

-0.4000

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)

MHuh = TRizn

Clasirn

Risn MO —— N5

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro 4.12b

Estimadores Robustos
Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada con £=0.05 y H = N(0,9)

\OOOOO 00000 WO

0422 01027 -0.0768 \\ ;N\

-G.1 -0.08 0.08
-0.1133 -0.0716 0.09

-0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 ~N -0.08 0.1 -0.1
-0.0795 0.0894 .0.0904 0.079 0.1147

Y e . P
4z N N 7 Yy wal waz N AR R
N\ O O Ouw e NOOO
012 04 008 012 04 008 d
01255 0.0924 0084 01227 0085 00815

0. i
00024 D

" Yoz 01 o0 Ty
0.1207 01035 0.0815

-0.1 -0.08 0.08 0.1 -0.1 -0.08 0.08 0.1 0.1 -0.08 0.08 0.1
-0.0904 -0.0820 0.0809 0.0845 -0.088 -0.0777 0.0802 0.093 -0.0871 .-0.0822 0.0843 0.0977

-0.08 0.1
-0.0756 0.0976 -D.

O

-0.08 .1 -0.1 0.08 0.12 -0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12
-0.0704 0088 -0.1027 0.0871 0.1124 -0.0751 0.0951 .0.1016 0.0808 0.1153

0.08 .| 0.08
0.0836 P, 0.0821

0.1 0.12
0.1058 0.1166

0.12 -0.1 -0.08
01275 -D.1045 -0

-0.1 -0.08 0.08
-0.0857 .-0.0768 0.09

0.1 0.12

0.1031  0.1203
0.12 -0.1
0.1266  -0.1021
-0.1 -0.08
-0.089 .0.0795
-0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 -0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12
-0.0766 0.0983 -0.1055 0.0859 0.1175 -0.0768 0.0993 .0.1062 0.0919 0.1137
——C(Clasico ==——=MHub =—TBisq =—Bisq MCD =—DS =——Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacién Normal N(0,X), X=X , Contaminada

Por Variable con £¢=0.05y H=U(-5,5)

Como se muestra en el Cuadro 4.13a, para k=5 el promedio de la
estimacion del Vector de Medias resultante al utilizar el Método
Bicuadratico se encuentra a una distancia 0.029 con respecto al
Vector de Medias Real; y la estimaciéon mas alejada esta a 1.384
unidades de distancia; ademas este método presenta una
Desviacién Total de 0.485, por lo tanto el indice correspondiente es

0.659.

Al considerar el indice planteado se aprecia que para todos los
valores de k los Estimadores M de Huber y Bicuadratico son los que
mejor se aproximan al valor real del Vector de Medias, Matriz de
Varianzas y Covarianzas asi como a los Valores Propios asociados

a la misma.

En este escenario el Estimador Clasico no es el estimador que mas
sobrestima el mayor Valor Propio, sin embrago, si ocurre esto para
el menor valor propio, evento que puede causar que se pierda una
oportunidad de reducir el numero de variables, pues el ultimo Valor

Propio asociado a X, es 0.002.
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Cuadro 4.13a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién Normal N(0,X), X=X, Contaminada €=0.05 y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0.029 +| 0674 [ 1452 [ 071800017 +| 0464 [ 1064 [ 05150 0012 +£00322 [ 0726 L 0.353
2. Mhuber | 0030 +| 0532 | 1337 | oeesl 002 +| 0458 [ 0oo5 | oagseloms =/ 0305 [ 0713 | 0334
5 8 TBic [ooz 2007 Pirzz Wossfoms +fo4sz Dioss B oosznnl oo =003z Fo7sz B o360
29 gic 0029 +lo6se [ 1384 [ oesol ooz zfoges [1ozs [ oosmPoms =fo37 [ o7os [ oaae
= = . - . .
> mcp  [oo3s +=Po7a0 Diese Woenloms +fos2 Fiarz Wosaloos +fossz oo Boems
DS [oos +Po7er [1ess Wose| oot +0oss 1147 PosssPoos «foaas [ o7z B ooasy
& Clasico | 119 #| 1003 | 3600 | 1935 0825 + D772 | 2629 L 1509 0620 =) 0572 | 2013 [0 L.0go
‘S Mhuber | 0501 & 0591 | 2201 | 1154 0402 i 0595 | 1782 | oozl 0283+l 0437 | 1983 [ o.ezs
o TBic | 155 + 1404 [ B7s9 szl 0641 ) 0794 [ 3233 B assel o3 £ 0523 L1 B oo
¢ Bic 0895 + 1094 | 4115 [ 2034 0516 £ ors [ 2801 B o1am 0319 0523 Dasir B oo7ee
2 mcp 2876 =+ 189 | 9029 Waeool 1124 +[ 0970 [ 30o0 B20zsl 0507+l 0885 [1o0 Boss
> ps 1237 +| 1387 (10051 Baz0s) 0655+l 07ss [ 3132 B 1524l 0395 + 0596 | 1656 [ n.ses
Clasico L0853 01911 16721 | 282000740 +01399 L4 515 =+ 1356
s 8 Mhuber | 0280 +[ 0931 | 3283 | 14ssl0177 +| 0877 [ 2138 | 1o0eal 0osz +| 066 [ 1458 | 0735
n 5 TBic [Fosss +W02es WEas1 Wavszloi7s +li2s BSas0 Wzl onss <Fosoz Fiass I osse
€8 Bic [027 «Fie07 Fasis [ oomsloie +Fioe Fosmn B ovser ooez +Fo7sr Frroo [ oosn
2 meo Wiver :080ie Foos Wszaloesn +Wise Baay W2zwlfoze: =Poses B2z B 1as
DS | o1os +P2o07 PEeso B ae1n] ooos +Pi204 FE517 B 63| ooss =Poers P2140 B o1o0ze
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) Eroren Estimacion de los Valores Propios (k=3)
0.0300 - 3.0000
0.0200
==
0.0000 T T
oowo { 1 2 V 5 \6
-0.0200 -
-0.0300 -
— Clasico MHub TBisg Bisq MED —Ds Clasirn MHuUb ——TRisn Risn [T —
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0150 1.2000
1.0000
0.0100 0.8000
0.0050 0.5000 \
0.0000 0.4000 \/\
0.2000
-0.0050 0.0000 - :
-0.0100 -0.2000 2 5 &
-0.4000
-0.0150
. " . -0.6000
— Clasico MHub Thisg Bisg MCD ——D3 Clasica MHIh —— TRisa Ricn MEnD ——ns
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Emoren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0150 0.5000
0.0100 0.4000 =
0.3000
0.0050 0.2000
0.0000 0.1000
00080 0.0000
-0.1000 B
-0.0100
-0.2000
-0.0150 ) ) ! -0.3000
—Clasico MHub TBisg ——Bisg MED ——D3 Clasirn MHith = TRisn Risn 15 R

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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0.001

-0.0147 -0.0185 -0.0104 -0,

Cuadro 4.13b

Estimadores Robustos
Caso Poblacién Normal N(0,X), X=X, Contaminada €=0.05 y H =U(-5,5)

k=5
7 0O000
0000
OO0

-0.499
0.446

0.499
0437

W, ] -0.0193 .0.0229 -0.021

0 0 D 0499 0498 N\ ] 0 ] 0499 D498 N\ [ 0 0 04s9 0498 N\
00137 00144 00159 05346 05374 0.0183 00193 0.0224 05469 0533
£ 0 rh L

03 0. A 7NNy ;N F
e i N\ O O O OO
0 0 [ NI o 0 0 ( o 0 0 Ly U0
00121 504 00048 00058 0004 00038 00027 00051 0.0022

0 0 D 0409 0 0 D 0409 0 0 100

Ae04 00137 00060 -0.4899 00024 -0.0028 00039 -0.1821 00061 -0.0054 0.0015 05144

0 0 D 0490 0490 \ 0 0 D 0400 0490 \ [ 0 0 0499 0490 \
00105 0003 00024 04835 -0.4821 00077 00064 2e.04 04785 04812 0.0101 0008 5e-04 05126 .0.5187

0.95 0.95

0.8751 0.975

03 0.1 0.3 0.4

03088 01043 0.3008 01064

0 0 0 o 0 0
00085 -0.0049 0.0034 0.0066 -0.0057 2e0a

0 0 0 [ 0 0 0499
00018 -0.0018 0.0037 ] 0.0015 00024 0.0013 -0.5079

0 0 D 0490 0490 0 0 D 0409 0490 [ 0 0 0499 0490
00076 00062 -6e.04 .0.5048 05123 0.0042 00028 00021 05033 05126

——C(Clasico ==——=MHub =—TBisq =—Bisq
Elaborado por: Néstor Montario P.

MCD ===DS e=Real

177



El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X =X,, Contaminada

Por Variable con £¢=0.05y H =U(-5,5)

En el cuadro 4.14a se puede obsevar el error correspondiente a
cada componente del promedio de la estimacion del Vector de
Medias para cada estimador, asi por ejemplo se tiene que el
Estimador DS para k=10 subestima la primer componente por 0.002
unidades, ademas sobreestima la segunda, tercer y sexta
componentes por 0.0042, 0.0048 y 0.0067 respectivamente y
subestima la cuarta y quinta componente por 0.0103 y 0.0094
unidades, valores que proporcionan un Sesgo Promedio Total de

0.017.

Como en casos anteriores, el promedio de la Matriz de Varianzas y
Covarianzas resultante al utilizar el Estimador DS es siempre la mas
cercana a Matriz de Varianzas y Covarianzas Real, asi como su
“peor” estimacion puede estar incluso mas alejada que la peor
estimacion del Estimador Clasico, notese los valores

correspondientes a k=5.

La estimacion de la Matriz de Covarianzas correspondiente al
Estimador Bicuadratico y k=5 converge a los valores 0.061, 0.101,

0.114, -0.102, -0.085 en su primer columna, mientras que para k=20
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Cuadro 4.14a

Estimadores Robustos

Caso Poblacion Normal N(0,X), X=X, Contaminada € =0.05 y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

——Clasico

MHub TBizq Bisq MCD =——D5

K
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0.019 +| 0680 [ 1620 [ 0.7660 0015 +| 0471 [1.132 0.539 0009 +WD338 | D668 | 0.338
2. Mhuber [ 0022 +| 0535 | 1541 | o733 0014 +| 0444 [ 1083 | oso7fDoos +| 0312 [oesr | 0339
5 8 TBic ooz +fo7re Pirsa Woesel oos +fo4es D126 B oosasl ooos =fo3z Do7iz B oozar
g3 Bic fooz +foeso [1617 [ ovesloms xfo464 | 1081 | oswloor «foa17 Pormz [ oo
> mcp  [Fooss =lo7ss Dimes Woeszfoms 00521 Piss Woswelooss =054 Forse o
DS [ooa1 +fo7es [iesn Woewsfoor +0os2 [ies PWoswslooe «[osr fore Poam
& Clasico | 1553 *| 0885 | 3051 | 21090 1141 +| DB36 | 2689 L 1555 0735 =) 0437 | 1750 [.0.990
'S Mhuber | 0957 & 0689 | 2825 | 1430 0575 i 0457 | 1544 | oessl 0399 x| 0323 | 111a [ o
o TBic | 1746 +/ 1146 | 5876 [ 2923l o7e3 + o558 | 1673 [ vosal 0417 £ 03ss [ 12me [ ooess
¢ Bic 103 +l 0793 | 2831 | 1552l 0628 +l 0519 | 1me9 [ oosas| 035+l 037 1208 [ o4z
2 mcp 2062 /1532 [ 7ars B z9o0l 1198 +lo7os [ 293 Bie1al 0553+l 0403 Dm0 B o
> ps 1700 +| 1474 [ 21252 Wanaz| 0639 + 0504 | 2336 [ 1260/ 0486 + 0402 | 1338 [ 0742
Clasico L0540 | 1956 | 5678 | 282400733 +01406 L4055 L 205700621 <009l D270 b 135
s 8 Mhuber [ 0297 +[ 1446 | 4503 | 208200180 +| 0se2 | 2698 | 1290[ oose <) oees | 1748 | 037
n 5 TBic Foas +02202 Fe2or I seezlotes +f1211 F3353 B 1577l ooes Fo7es Fran2 [ oosn
£ 5 Bic [0185 +[1553 [a047 | 2oss/ 012 #1085 [ 2811 | 1329) ooe7 +Fo7an [1823 [ nsm
Z2 meo Wierz :P80e3 Fraz Wssezlosss +Wiseo Baeso 2z7zfo20 =Boer B2an B aes
DS [o4m1 +P2155 BEoot Weasr| on1s P27 Facis | ovevs| ooso =P0ers P2sss B 1o
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=3) Eroren Estimacion de los Valores Propios (k=3)
0.0150 - 3.0000 -
0.0100
0.0050
0.0000 -
-0.0050
-0.0100
-0.0150 -
-0.0200 -|
-0.0250 -
-0.0300 -
-0,0360 -

MHubh ——TRisn

Clasirn Risn MR = NS

0.0100

0.0050

-0.0050

-0.0100

-0.0150

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)

0.0000

—— Clasico

MHub

TBisq Bisg MCD —— DS

1.2000
1.0000
0.8000
0.6000
0.4000
0.2000

-0.2000
-0.4000

0.0000 -

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)

MHubh ——TRizn

Risn MCN —— NS

Clasirn

0.0100
0.0080
0.0080
0.0040
0.0020
0.0000
-0.0020
-0.0040
-0.0080

Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20)

——Clasico

A

4

.

MHub

MCD ——D3

TBisq —Bisq

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)

MHuh =——TRisn

Clasirn Risn MCN ——nN5

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro4.14 b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion Normal N(0,X), X=X, Contaminada € =0.05 y H =U(-5,5)

-0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12
-0.0849 0.1087 -0.0961 0.0893 0.1250

i.i .12
0.0867 0.1208

0.12 -0.1 -0.

0.1057 .0.0895 -0.0761
-0.1 -0.08 0.08 0.1 -0.1 -0.08 0.08
-0.0994 -0.0809 0.0804 0.0931 -0.0951 -0.0775 0.0782

-0.08 0.1 -0.1 .| 2 -0. 0.1 -0.
-0.0697 0094 00892 00871 0.1219 -0.0722 00972 .0.09 uusw [I1196

O

0.08
0.0836

0.1
0.0946

0.12 -0.1 -0.08
01274 -0.1013 -0.0852

-0.1 -0.08 0.08
-0.0958 -D.0772 0.0802

-0.08 o1 -0.1 0.08 .
-0.0748 0.1022 -0.0921 0.0874 0.1246

——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq
Elaborado por: Néstor Montario P.

-0.08
U 01289 -I].1I]29 -0.0884

0.08 o1
0. I]954 I] I]!]45 I] I]7E1 0.0797 0.1019

AN E;

151 04109 O

-0.08 0.1 -0 0.08 0.12
-0.1093 01067 -D.1162 0.1092 0.1383

\u O Qs i NO O O

OO

-0, 0.08
-[I[I?S? [I1[I16 -0.0028  0.0889 0.1258

OO

0.08
0.0876
Y0 0.12
0.0931 0.1233
4012 -0.1 -0.08
0.1275 -0.1028 -0.0892
-0.1 -0.08 0.08
-0.0937 -0.0736 0.0824

-0.08 o1 -0.1 0.08 0.12
-0.0744 0.1032 -0.0932 0.0894 0.1268

MCD ===DS =—Real
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esos valores son 0.084, 0.095, 0.127, -0.096, -0.075 (Véase el

Cuadro 4.14b).

El caso de una Poblaciéon Normal N(0,X), X=X , Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.10 y H =N(0,9X%))

De acuerdo al Cuadro 4.15a, el Estimador M de Huber brinda, para
k=10 y 20, la mejor estimacion de los Valores Propios asociados a la
Matriz de Varianzas y Covarianzas, en particular, para k=20 obtiene
un indice de 0.877 resultado del Sesgo Promedio igual a 0.465,
Sesgo Maximo de 1.646 y Desviacion Total de 0.521, mientras que
para k=5 el Estimador Bicuadratico el que mejor balance entre su

estimacion Promedio, “peor” estimacion y dispersion.

En lo referente al Vector de Medias los resultados varian, el
Estimador Bicuadratico brinda la “mejor” estimacion para k=5 y 10,
mientras que para k=20 es el Estimador T-Bicuadratico el que

presenta menor indice.

Notese ademas que, con respecto a cada Valor Propio, todos los
estimadores sobreestiman los dos mayores Valores Propios; para
k=20 se puede observar que el promedio de las estimaciones
brindadas por el Estimador Cléasico sobreestima el mayor

Valor Propio con error que cuadriplica el error correspondiente a las
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Cuadro 4.15a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién Normal N(0,X), X=X, Contaminada €=0.10 y H =N(0,9%))

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico 10032 10792 [ 1643 I 082410013 +10672 11241 D 060500014 <1037 1055 D 044
2. Mhuber [ 0016 +| 0B4s [ 1455 [ o707l oooe +[ 0457 [ 1081 [ ososfoomz +/ 0321 [osos [ ooo3so
5 8 TBic [oois zfo7es Pisor Woessloon +| o4ss [1oms | 0.515!_0012 0322 [ o7ss | o.ea
g3 Bic [ooiz 2l oest | 1424 | oesel noos =+ 0448 | 1022 | oassloomiz =l o3 [ oo | ooaer
> mco  fooe =lo7ez Diesd Woewaloms +fos07 a7 B oses| o011 +[ 0329 foso B ooze
DS | ooos +0o7ss Piet1 B oarezfoms =los0s Fonie B oosacfoms =/ 0328 [ 0764 [ 0368
& Clasico | 4043 | 2525 | 12767 [l 6,445 3215 +| 1742 | 15298 L6005 2619 =| 1166 | 5037 L3241
S Mhuber | 1057 & 0792 | 4072 | 1sval 0651 1 0676 | 2274 | 12000 0465+ 0521 | 1646 | 077
o TBic | 18686 + 1446 [ 8265 [ 3799 oees x| o7ss | 2378 | 1273 oasr £l o570 [ 1me |
¢ Bic 0919 + 0976 | 3372 | 17% 0550 + o698 | 2600 | 1282 0390 x| 0571 | 1eE2 | osm
2 mcp 2794 x| 1807 L9425 B aews 1142 £ 0o [ aor7 B o20a0l 0638+l 0624 [ 2209 [ 1m0
> ps 1447 +| 1042 (10816 B ases) 0727+l 08w | 3643 | 1736 0445 + 0583 | 1738 | 097
Clasico L2E66 < Da716 D15.479 I 662002394 +02619 LI, s Be 3,444
s ﬁ Mhuber [ 0511 +| 1217 [ 5035 | 2254l 0361 +) 1042 [ 2708 | 1ramf o288 +| 0734 | 1870 | o967
n S TBic los; +l2297 Wease B svezl 0273 zf1219 [3272 [ 15es[ 0228 zf om0z [ 200 [ 104
£ 5 Bic 0289 +[1553 [ 459 | 27l oo #1085 [ 3002 | 14320 01s0 +[ 0783 [ 1880 [ noes
= S mco Wi7os +Wees Biiies Wisaseloeen «Fis1s Faess [ ozzseloaz +foee2 Fasan [onas
DS [ o465 +P 2095 Porss B anss| 0214 201347 Fan7 | vess| o1os =[oss2 [ 2205 | voes

0.0200 -
0.0150 -

MHub

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5)

TBisq Bisq

MCD ——D3S

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)

Clasirn

MH1h =——TRisn

Risn PMCT ——N5|

MHub

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)
0.0100 -

TBisg Bisg

MCD ——D3

3.0000
2.5000
2.0000
1.8000
1.0000
0.5000
0.0000
-0.5000

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)

Clasirn

MHih =——TRisn

Risn

5 il
MCH —— N8

0.0100
0.0080
0.0080
0.0040
0.0020

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20)

0.0000
-0.0020
-0.0040
-0.0080
-0.0080
-0.0100

= (lasico = MHub = TBisq ——Bisq

MCD ——D3

2.5000

1.0000

0.5000 -

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)

1 2 3

Clasirn MHuh = TRizn Risn MCN ——nNs
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Cuadro 4.15b

Estimadores Robustos
Caso Poblacién Normal N(0,X), X=X, Contaminada €¢=0.10 y H =N(0,9%))

0006 0006 -0.003 \\)

0021 002 0004 0582 \\__) 0: 0 i

1) 0 1) -0.49! -0.
-0.014 0014 0002 0532 -0.561

\ . U.ET:UZ [I.Ef[H —[IE[IS \\3 ;\‘:J

., ] 0020 0031 0013 0561 \\__)

o 1) 1] -0.: -0..
-0.031 0031 0008 0569 -0.592

OO0

9,

o 1] 1]
-0.004  -0.006 0.004

o0000

o 0 o h
1] 1] 1] -0.499
0.001 0.001 0.001 -0.55

1] 0 1] 0. X o 0 1] -0.: -0..
-0.865 0006 0004 0009 0552 .0.546 0006 0004 0009 0538 0535

=]

&

&

2

-]
/,

o 1] 0.
0.002 0.004 -0.001 -0.538

&
&
=
-}
&
k.
@
©

o 1] o
001 0009 0.013

-0.499
-0.881
-0.499
-0.878

-0.499

o -0.499
-0.001 -0.533

o 0 1]
0.006 0.006 0.002 -0.536

-0.499

i 0 i 0499 0.499
0.005 0003 0008 0532 0528

[I.[EI[IZ [I.[[II[I1 [I.II]][IE -0.532 -0.525
——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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estimaciones dadas por los demés Estimadores.

El caso de una Poblacion Normal N(0,X), £=X,, Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.10 y H =N(0,9%,)

Como se muestra en el Cuadro 4.16a, para k=5 el promedio de la
estimacion del Vector de Medias resultante al utilizar el Estimador
MCD se encuentra a una distancia 0.022 con respecto al Vector de
Medias Real; y la estimacién mas alejada esta a 1.753 unidades de
distancia; ademas este método presenta una Desviacion Total de

0.762, por lo tanto el indice correspondiente es 0.844.

Al considerar el indice planteado se aprecia que para todos los
valores de k los Estimadores M de Huber y Bicuadratico son los que
mejor se aproximan al valor real del Vector de Medias asi como la

Matriz de Varianzas y Covarianzas.

En este escenario, al igual que el anterior, para la Matriz de
Covarianzas y los Valores Propios asociados a la misma el
Estimador Clasico presenta, en todos los tamanos muestrales, el
mayor indice haciendo indudable la necesidad usar Estimadores

Robustos.
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Cuadro 4.16a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién Normal N(0,X), X=X,, Contaminada €=0.10 y H =N(0,9%,)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e Indice
k
5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico 10025 10772 11795 I 0.86500019 +1 0658 | 1205 I 059400010 <1039 L0779 I 0386
Mhuber [0027 +| 0522 | 1448 | oesalooie +| 0462 [ 0oe | o4ss| 0007 +| 0315 [ o702 | osa;

@
T n
5 8 TBic [oozs +fo7rs Pieos Wosnloms +fo4ss [ 1os [ oososl ooor =l o322 [o7os [ ooaae
g3 Bic fooz +[ o634 [1ss | oovasfoms [ o474 | og9re | oasslooor =f o3 | oror | ooa;
> mco | ooz +[E771 Fi7ss Wiosas| oone +Fose Fioss Wosaloor +[ozsn Fozer Bo.ses
DS [ooso +0o7ez Pireo Wosaaloos =fosz [iors B oosesfooos [ o329 [o7s0 [ ooase
& Clasico | 3775 *| 1844 | 10563 [1.5.994| 2850 +| 1283 | 6134 19,426 2345 =| 0851 | 4823 [L2.679
S Mhuber | 1000 + 0720 | 3928 | 1913/ o700 x| 0494 | 1728 | os7al 0475 2l 030 [ 1493 | oo7es
[+]
o TBic | 16% + 1063 | 4903 [ 2540l 0774 2| 0s5se | 202 | o1u1s o040 £ 0380 | 138 |07
¢ Bic 1023 +lores | 3m3 | 1707 0654 ) 0523 01711 | 0se3l 0434+ 0364 | 1179 | 059
2 mcp 2653 x| 1384 [ 7oe7 B agm! 1187+l o67o [ 33 B o1vsal oese +l 0398 [ 1530 [ ooese
> ps 1597 +| 1175 (10837 B 453 0851 +| 0585 | 2475 | 1304 08512 + 0398 | 1316 | 0742
Clasico 12539 <5433 113.963 + 258 RS 193 L1771 LB
s 8 Mhuber [ 0408 +[ 1494 | 2423 | 2208l 0329 2| 1m9 [ 2713 | 13safo2r0 +| o709 [ 2027 [ ooz
v & Thic [o042 xF2181 F7sss I ssocl 0255 [ 1202 [3207 [ 1seel 0205 <[ oeos [ 2080 | 102
£ 8 Bic 019 =l 1487 [ 4520 | 2067 0197 2l 1075 [ 2788 | 13msl 0472 £[ o785 | 1986 [ o0.96a
ZE2 meo Fidez :P2mis Poess B aeavfoew +l1409 Fazs [ o21iwfo39 =foses [233 | 12
DS [og6s +P2os Biezs B a7sz| o1os =035 Paess | ov7eel o2 =fosst [ 2212 | 1oz
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
0.0150 -
0.0100 -
0.0050 -
0.0000 -
-0.0050
-0.0100 -
-0.0160 -
-0.0200 -
-0.0250 -
-0.0300 -
—Clasico MHub TBisg Bisq MED ——Ds Clasirn MHuh —— TRisn Risn MCR —— NS
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0100 2.5000
0.0050
0.0000
-0.0050
-0.0100
-0.0150
-0.0200 1 2 3
Clasico MHub TBisa Bisa MCD ——Ds ] Clasira MHith ——TRisn Ricn MEn ——ns
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0080 2.0000
0.0060 1.5000
0.0040
0.0020 1.0000
0.0000 0.5000
-oo0x0 0.0000 -_--'_'-— —
-0.0040 1 2 3 4 5 [
_0.0060 -0.5000
-0.0080
— Clasico —— MHub ——TBisg ——Bisq MED ——Ds Clasirn MHith = TRiza Risn (15 R
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Cuadro 4.16b

Estimadores Robustos
Caso Poblacién Normal N(0,X), X=X,, Contaminada €=0.10 y H =N(0,9%,)

0432 0183 051 0204 S a5 03 0426 0002 0435 * i1z 0o 043 0AR9 4o -

0.08
0.084

-0.1
-0.106

——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X=X , Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.10 y H =Uesf(d =5)

En el cuadro 4.17a se puede apreciar el error correspondiente a
cada componente del promedio de la estimacion del Vector de
Medias para cada estimador, asi por ejemplo se tiene que el
Estimador M de Huber para k=5 subestima la primer componente
por 0.0058 unidades, ademas sobreestima la segunda, cuarta y
quinta componentes por 0.0022, 0.0072 y 0.0009 respectivamente y
subestima también la tercer y sexta componente por 0.0062 y 0.0095
unidades, valores que proporcionan un Sesgo Promedio Total de

0.014.

El promedio de la Matriz de Varianzas y Covarianzas resultante al
utilizar el Estimador DS es siempre la mas cercana a Matriz de
Varianzas y Covarianzas Real, asi como su “peor” estimacion puede
estar incluso mas alejada que la peor estimacién del Estimador

Clasico, notese los valores correspondientes a k=5.

La estimacibn de la Matriz de Varianzas Covarianzas
correspondiente al Estimador DS y k=5 converge a los valores
1.005, 0.298, -0.021, 0.006, 0.014 en su primer columna, mientras
que para k=20 converge a 1.017, 0.321, 0.007, -0.007, 0. (Véase

Cuadro 4.17b)
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Cuadro 4.17a

Estimadores Robustos
Caso Poblacién N(0,X), X=X , Contaminadacon € =0.10 y H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20

Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico 0018 +| 0640 | 1378 | neveloms +l0453 [ 072 | oseolooe =0nan [osso B oosa
2, Mhuber foots [ oeso [ 1451 [ o7osP0oie +| 0437 | o975 | oamloois +| 0304 | 0658 | 0326
5 8 TBic [ ooz zPoe12 Piess Wossoloos +fodes Pind Wosnlfoms o315 Poes Boaes
g3 Bic foots 2l o677 [147s | oo7zzfoms =l o449 [ o099 [ oaesfom7 00316 [o6ss B ooaa4e
> mco oo =Po7ee Dimer Boesal ooio o467 Diise Wosssfooe 0033 Fofes oan
DS [ ooz +fo7es Pirst Wosssloos =foso0 Pi11e osas] oms =03s Porss B o.aes
& Clasico | 0526 *| D835 | 3675 | 1079] 0710 = 0B42 | 2263 | 1205 0500 = 0487 | 1665 L. 0.914
'S Mhuber | 0586 + 0563 | 2708 | 12ss 0404 1 0586 | 1260 | 0.7asl 0320 x| 0413 [ 0o [ s
o TBic | 1420 + 1309 | Barr B so20zl 0679 ) 0799 [ 252 B 134l 0459+ 069 [ 1ems B osw
¢ Bic 0847 = 0966 | 3598 [ 1804 0574+l o069 [ 238 B o123l o413+l 05sm [ eas B oosm
2 mcp 2594 173 [ 8os8 BWaazs! 1150 +[ oees | 4486 B02167 062 +l 0571 2210 INLaas
> ps 1182 +/ 1200 [ 5750 B 2714  06o0 +/ 0839 | 2690 I vaoel o440 = oss2 [ i7en B ons27
Clasico L0649 11631 15001 | 242700675 +L1.109 13226 L Les7hD623 00794 D2170 b Lie2
s 8 Mhuber | 0254 +[ 0901 | 3279 | 147l 0209 +| 0866 | 1944 | 1006l 0213 <[ 0614 [ 1367 | 072
v & Thic [o4r 20226 Wizr0 Wasnloze W21 522 Wasevlo2as < Maen B2 B1oss
£ 5 Bic [0205 +Fisss [azn [ ooozelooes +Fioer Fore B vsevlooor +Forrs B2ors I 1020
Z2 mco Wisse +P2ss Fni4z WaessBo7iz +Wiasz Bases 217 l0ss = Pose Fasn e
DS | o177 +Pio72 Feses B 2904l 062 =07 Baar B ovesa| oirs =Poer2 B247 B 1oes

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) 2 5000 Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)

0.0160

0.0100

0.0050

0.0000

-0.0050

-0.0100

-0.0180 -
——Clasico

MHub

TBisq Bisq MCD ——DS

MHih =——TRisn

Risn

Clasirn

M ——ns|

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)
0.0150

0.0100
0.0050

0.0000

-0.0050

-0.0100

-0.0150
——Clasico

MHub TBisg Bisg MCD ——D5

1.2000
1.0000
0.3000
0.6000
0.4000
0.2000

-0.2000
-0.4000
-0.6000

0.0000

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)

MHih =——TRisn

Clasirn Risn MCH —— N8

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20)
0.0100

0.0050

0.0000

-0.0050

-0.0100

-0.0150
= (lasico = MHub = TBisq =—Bisq

MCD ——D5

0.8000

0.4000

0.2000

-0.2000

-0.4000

0.0000

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)

MHuh = TRizn

Clasirn

Risn MO —— N5
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Cuadro 4.17 b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X , Contaminada € =0.10 y H =Uesf (d =5)

2 ()

D0O00OC
Ve N O OO O
M

,U.EUS —[IE[IZ [I.Ef[lii 11\:\1) 1\;} 0 0 11\ . . —0521 —0318 [I.I;f[l:i E\U E\j

0001 0002 0005 0527 \\_) 0 i 011 0782 \ . ] 0006 0 0006 0518 \\_)
N N

[1] 0 1] -0.:
0.002  0.004 -0.01 0549
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-
-
&
g
2
8
5
o
&
g

,

/ g
g
2
8
s
£
B
g

o 1) 1} -0.: -0..
0014 0018 0011 0553 0511

0 0 ' A
0004 001 0000 \\)

o 1] 1] o 1] o 0.
-0.008 -0.012 0.005 -0.005 -0.007 -0.002 -0

1] 1] -0.499
-0.007 -0.003 -0.543

-0.499 o 1] o -l .. o
-0.447 0001 0001 0004 0453 .0.457 -[I[I[IS -0.003

o o
-0.002  -0.002

0.95
1.028

[1] 0 [1] AN o 0 1]
0.008 . . 0.007 . .

o o o -0.499
-0.006 0008 -0.001 -0.536

o o 1]
-0.007 -0.008 -0.001

o o o -0.499 0.
-0.002  -0.001 -0.005 0528 -D.533

——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real

o 0 1] -0.499 0.
o o -0.005 0521 -0.53

Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), £=X,, Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.10 y H =Uesf(d =5)

De acuerdo al Cuadro 4.18a, el Estimador M de Huber brinda, para
todos los valores de k, la mejor estimacion de los Valores Propios
asociados a la Matriz de Varianzas y Covarianzas, en particular,
para k=10 obtiene un indice de 0.885 resultado del Sesgo Promedio

igual a 0.612, Sesgo Maximo de 1.579 y Desviacién Total de 0.465.

En lo referente al Vector de Medias los resultados varian, el
Estimador M de Huber brinda la “mejor” estimacion para k=5 y 10,
mientras que para k=20 su indice es igual al del Estimador Clasico
presentando ambos el mejor balance entre su estimacion Promedio,
“peor” estimacioén y dispersion, sin embargo, en la estimacion de los
Valores Propios y la Matriz de Varianzas y Covarianzas el Estimador
Clasico es superado por el estimador M de Huber, Bicuadratico y T-

Bicuadratico.

Noétese nuevamente que, con respecto a cada Valor Propio, todos
los estimadores sobreestiman los dos mayores Valores Propios; y es
este escenario se puede observar que el estimador MCD es el que

sobreestima con mayor error.
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Cuadro 4.18a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada €=0.10 y H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e Indice
k
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0011 +| 0634 [ 1465 | 070300008 +| 0442 | 1005 | 0485 0005 +| 039 | 0682 | 0,335
Mhuber [ 0013 +| 0B21 | 1374 | oeeal 0007 +| 0447 | 0588 | o4sol 0006 +| 0322 | 0676 | 0.335

@
g_'g T-Bic [oo +fo7es [i7es Wosenl oo +loasz [ 1059 [ n.swﬁumu +fozs foms B oo
29 pgic o021 =063 [ 1438 [ oeeel 0oos zfo462 [ 1026 [ oasslooos 00332 [oess [ ooaae
= : =
> mco  [oois =007 Diesr Woeezloom +fos52 D1z Wossoloons +foss Fors oaws
DS [oozs +lores Pigzz Woen oo 00526 1351 Woezeloor =0z [o7is B ooes?
& Clasico | 1190 *| D55 | 2880 | 1501 D@24 + D456 | 1620 | 1033 0645 = 0331 | 1438 L 0.005
‘S Mhuber | 0960 + 0858 | 2913 | 1513 0612 1+ 0485 | 1579 | oess| 0430 [ 0347 | 1210 [ o.es
o TBic [ 1711 +/ 1135 [ 6645 I z1eal 0810 ) os5s (2207 B vzl o5 £l oam 1Az B oogeo
£ Bic 1098 +lorer [ 3246 [ 1677/ 0651 #0812 | 1645 [ 093 0444 + 0381 (1375 [ 07
£ mcp 2798 =+ 1390 [ 7408 Bases! 1250 +l o709 [ 3141 ool o7os +l 046 [ 1ros 043
> ps 1624 +[ 1175 | o764 Waass 0ars +l 0514 [ 2354 B 12e1l 053+ 0417 [ 1509 B onsm

Clasico L DE0S *| 15672 | 4485 | 222200685 11101 [ 3011 | L553BD6I6 tL0771 L2424 L 1237
Mhuber [ 0325 +| 1432 | 4050 | 193sfo276 +| 09 | 2716 | 1330f0256 +| o702 | 2080 | 1013
T-Bic [0453 +P2209 B7ods B asaslozer +P1206 Bsars B oreacl o230 zFos2o F2203 [ o10es
Bic 0198 01545 [ 4317 | 2o0mlotes 01079 [ 2846 | 1370 0189 =fo7es [ 2159 | 1oss
mco e «B2e Fiooos B aczaliers +H5s Wiz W 2aaPo4z +Poesr Foecs iza0

DS [ogm0 +PF2103 Bidgrs Barse| 0191 =fias0 Fars B ov7sel o1os =Poeso P2ass B o1aes

Matriz de
Covarianzas

Emor Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)

0.0100 - 3.0000
2.5000
0.0050 -
2.0000
0.0000 1.5000
00050 { 1 1.0000
-0.0100 - 0.5000
-0.0150 o
' | -0.5000 1 2 3
-0.0200 _ _ 10000
—Clasica MHub TBisq Bisg MCD ——Ds Clasirn MHith —— TRisn Ricn M —— S|

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) 12000 Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0080 -
0.0060 1.0000
0.0040 0.5000
0.0020 0.6000
0.0000 0.4000
-0.0020 0.2000
-0.0040 0.0000 1
-0.0060 -0.2000
-0.0080 -0.4000

— Clasico MHub TBisq Bisq MED ——D3 Clasirn MHih ——TRica Risn MCn ——ns

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0060 0.6000
0.0040 0.5000
0.0020 0.4000
0.0000 0.3000
-0.0020 0.2000
-0.0040 0.1000
-0.0060 0.0000
-0.0080 -0.1000
-0.0100 -0.2000

MHub

— Clasico

TBisq Bisg MCD ——DS

Clasirn MHuh = TRizn Risn MCN ——ns
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Cuadro 4.18b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada €=0.10 y H =Uesf(d =5)

N -0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 AN -0.08 [|Il1 -0 0.08 0.12 N

oios
——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X=X , Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.10 y H =N(0.537a,,9%,)

Como se muestra en el Cuadro 4.19a, para k=20 el promedio de la
estimacion del Vector de Medias resultante al utilizar el Estimador
T-Bicuadratico se encuentra a una distancia 0.018 con respecto al
Vector de Medias Real; y la estimacion mas alejada esta a 1.111
unidades de distancia; ademas este método presenta una
Desviacion Total de 0.453, por lo tanto el indice correspondiente es

0.527.

Al considerar el indice planteado se observa que para k=5 y 10 los
Estimadores M de Huber y Bicuadratico son los que mejor se
aproximan al valor real del Vector de Medias mientras que para k=20
los estimadores Bicuadratico y T-Bicuadratico son los que alcanzan

menor indice.

En este escenario, al igual que el anterior, para la Matriz de
Covarianzas y los Valores Propios asociados a la misma el
Estimador Clasico presenta, en todos los tamanos muestrales, el
mayor indice haciendo indudable la necesidad usar Estimadores

Robustos.
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Cuadro 4.19a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X, Contaminada £ =0.10 y H =N(0.537a,,9%))

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico L ODBG 10757 11833 I 0.8651 0063 1 0634 | 1243 D 061210058 <1037 L0919 I 0450
2. Mhuber [ 0018 +| 0514 | 1384 | oevzl o022 +| 0432 [ 0564 | ogmafoms +| 0313 [ o060 | 0340
5 8 TBic [oozy zfo7eo Fi714 B osaal oms i_l 0453 P11 B osa7l ooos =l o317 | oese [ oae7
s 2 Bic 0012 £ 0641 [ 1449 | o7on| o017 2| o433 [1044 [ ooasel 0011 =) 0313 | 0680 | oa33s
> mco  [ooie =0o740 D6z B ooveal omo +[fo47s D227 Wos7al ooio [ 0329 [ oess | o023
DS [ oo +fo7es Fiese B oen] oos =054 Piars B oses| oo [ 037 [ 065 [ o.aas
& Clasico | 3824 +| 2604 | 13365 [ 6,661 3057 +| 1703 | 6199 14333 2665 =| 1184 | BAB4 [03.430
‘S Mhuber | 0596 +| 0810 | 2477 | 1294 0392 1 0809 | 1567 | o.ees| 0254 x| oa4a2z | 167 [ o.e3s
o TBic | 1341 + 1332 [ 5705 [ 2793l o675 x| 079 | 2608 | vsaml 046 £l o5 [ 19s ooz
¢ Bic o774 1003 | 3152 | 1643 0552 +) 0693 [ 2241 | 1162/ 0409 x| 0ss3 | 17ie [ osss
2 mcp 2426 /1629 [ 71017 B 2724l 1097 +/ 0919 [ 3485 B 183al oees +/ 0628 | 2009 B vLa02
> ps 1132 +| 1291 (12580 B soo1 0676 +| 0814 | 2528 | 1339 0452 + 0603 | 1819 [ 0958
Clasico L2E00 <3690 N13.950 1 6,716 h2322 <2547 1800 o
s 8 Mhuber | 0084 +[ 1275 | 3384 | 1568l 0032 +| 0500 | 2257 | 1oes/ oozt +| oees [ 1530 | 07as
v § Thic [o0362 zF2177 Feser [ soxslozse 18 F3113 [ owszalo2as tfoses F21os [ ovoes
€5 Bic 0136 0153 [4379 [ 200l o190 201086 [ 2845 | vamal o200 =fo7e0 [2os1 [ o020
=2 mo Pigen +P2742 Poosz B aanfoess «01473 P40 [ 2ozl o444 =004z Paoos [ o1.46a
3 =2 g, § =1, : 3 =l : :
DS [ o013 +01027 Bosss B asosf 0150 =0 1200 Pa3s0 [ owsevloom =foesd [ 2197 [ 109a
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
0.0600 -
0.0400
0.0300
0.0200
0.0100
0.0000
-0.0100 8
-0.0200 -
—Clasico MHub TBisq Bisg MCD ——DS Clasirn MHuh ——TRisa Rizn mMen ——ns|
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0600 3.0000
0.0500 2.5000
00400 2.0000
0.0300 15000
0.0200
0.0100 1.0000
0.0000 0.5000
-0.0100 6 0.0000 : .
-0.0200
— Clasico MHub TBisg Bisq MCD ——Ds 08000 r‘.\1a~:im 2MH||h ——TRisn ‘ Risn smm —sns
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0500 2.5000
0.0400 2.0000
0.0300 1.5000
0.0200
0.0100 1.0000
0.0000 = 0.5000
-0.0100 1 2 0.0000 A
1 2 3 4 5 8
_D.M[m— Clasico MHub TBisq Bisg MCD ——D5 -0.5000 Clasicn Mk —— TRisa fisn [ —
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Cuadro 4.19b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X , Contaminada £ =0.

k=5

)
)

~,
p—
TN,
L

S Nelelole)
T N

0.028

00«
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/
- s
u v

DI

f
\

fWN

2000

0004 0001 0.006 \ NERNEL )

1] 1) 1] -0.499 ~ H 1] 1] 1] 0.499 ~ y
0001 0005 0014 0523 \ \) \

0 ] ] 490 0499 N\ 0 0 D 0499 0499 N\
0005 0004 0019 0523 -D.53

10y H=N(0.537a,,9%,)
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7

s,

C
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Ny

Ny
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/
- s
u v
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f
\
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OO

ydeaele
70C

1] 0 1] -0.499
| -0.004 -0.01 0002 0513

1] 1) 1} -0.499  -0.499
0004 0013 0012 0533 0526

. A YNy O 2Oy O A2y oy M
\V NS NS NS \V NS N NS \V A NS N NS
1.693 L/ u u \, J oss3 \\ o) u . J 1033 \k o) u L
" P N Y " e Y . P Y

0.3 0 A Y Y[ ) oa 0.1 A Y f{ Y Yy oa 0.1 h Y fF Y[
2\ OOO0s « \NOOOs s« \OOO
0 0 p ( (" 0 0 p (" (" o 0 o (- ("
0.004 0 0.005 \Q 005 0005  0.001 \ Q Q 0007 0008 .0.001 \Q

0 0 0 0.499 o 0 o 0.499 1] 0 0
0.006 0004 0002 -0.884 ] 0001 -0.002 -0.502 0002 0001 -0.002

o 0 o 0490 0,400 o 0 [ 400 .0.400 \ 1] 0 0 0.499
0009 0003 0013 0893 -0.864 .0.005 0006  0.001 -0.40 0005 0007 0.004 0532

1} [1} -0.499
0

0530

00000 70C

1) [1] -0.499  .0.499 1) 1) 1] -0.499  .0.499
-0.008 0.003 0541 -0.526

——C(Clasico ==—=MHub =—TBisq =—Bisq
Elaborado por: Néstor Montario P.

| | 1) 1] -0.499

-0.001 0001 0002 0539
o 1) 1} -0.499  .0.499
-0.004  -0.006 i} 0543 0521

OO0OH
O000070C

0 1]
0.007 -0.002

MCD ===DS e=Real
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X =X,, Contaminada

bajo el modelo (2.1) con £=0.10 y H = N(0.537a,,9%,)

En el cuadro 4.20a se puede observar el error correspondiente a
cada componente del promedio de la estimacion del Vector de
Medias para cada estimador, asi por ejemplo se tiene que el
Estimador Bicuadratico para k=5 sobreestima la primer componente
por 0.0055 unidades, también sobreestima la tercer, cuarta y quinta
componentes por 0.0258, 0.0009 y 0.0082 respectivamente vy
subestima también la segunda y sexta componente por 0.0016 y
0.0135 unidades, valores que proporcionan un Sesgo Promedio

Total de 0.012.

Se puede observar que el promedio de la estimaciéon de cada
componente del Vector de Medias correspondiente al Estimador
Clasico se aparta notoriamente de las estimaciones brindadas por

los demas estimadores.

La estimacion de la Matriz de Varianzas Varizanzas y Covarianzas
correspondiente al Estimador M de Huber y k=5 converge a los
valores 0.07, 0.101, 0.145, -0.113, -0.098 en su primer columna,
mientras que para k=20 converge a 0.093, 0.1, 0.136, -0.114,

0.093. (Véase Cuadro 4.20b)
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Cuadro 4.20a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada £ =0.10 y H =N(0.537a,,9%,)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20

Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico L0072 10781 L1711 I 0.8550 0050 10660 1312 I 064110053 £ 0394 | 056 I 0,434
2. Mhuber [ 0039 +| 0645 | 1522 | n.735§ o020 +| 0458 [ 1043 [ osorf ooz +| 0328 | 0677 | 0383
5 8 TBic [ 0041 1;0.?40 Piges Wosszl o017 +l o4 | 1001 [ oasel o012 [ 0330 fo7ir [ ooase
%2 Bic 0031 £ 0640 [ib4s B o773l o012z =) o451 | 0999 | oae7l 0012 =) 0327 [ o697 | oa34s
> mco ooz =lo74s Dars Boeaoloms +fo491 [ 1045 [ oosiel oo +f 0334 [o7z2 [ oooase
DS | ooz +0o7e4 P10z B osaal oms =fos0e [ 1oss | ooszel oo = o339 [orss [ ooaes
& Clasico | 3793 | 1016 | 10184 15,200 2835 +| 1242 | 6622 L9566 2372 =) 0836 | 4670 [L2.626
‘S Mhuber | 1072 x| 0716 | 3138 | 1643’ 0679 1 4oz | 2073 | vnowel o4e2z x| 0357 [ 1314 [ oms
o TBic |16 + 1076 (10867 4433 oveo x| 0551 | 2246 | 11eel 040 £l 03er | 139 | o7ss
¢ Bic 1002 +/ 0751 | 3o2e | 15sal 0641 ) 0805 | 1971 | 1038 0441 + 0378 | 1373 | 0730
2 mcp 2609 =+ 1338 [ 699 B sea7 1155 +/ oeeo [ 32e0 B 1o oess +l 0423 [ 1ear [oooze
> ps 1576 +[ 1112 [ 6108 B 2932 0835 +| 0893 | 2357 | 1262/ 052 + 0403 | 1566 | 0832

Clasico 12349 <13, 14, 7 + 2 3 4,704 1961 + 1809 WBEST
s ﬁ Mhuber [ 0402 +| 1523 | 4513 | 2146l 0306 + 1008 [ 3081 | 14esl 0277 +| o724 | 2025 | 1009
v § Thic [042 22133 FiDees I aavsl 0238 sf 182 [3127 | wsael 0216 +f o6 [ 2086 | 1034
£ 5 Bic 0182 =) 1434 [ 4417 | 2omlo018s [ 1089 [ 2782 | 1335/ 0179 +[ 0789 [ 1860 [ n.9es
= S mco Wiass xl27ee Woene W a7zloes «Fiae2 Fasso B zavelozsn +Foeos [2458 [ 125
DS [ozss +02075 Fesio B oaearl o1s2 201202 [3a93 | vesel 0191 =fomes [ 2293 | 1116

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5)
0.0800 -

0.0400
0.0200
0.0000

-0.0200

-0.0400 -
—Clasico

MHub

TBisq Bisq MCD ——D5

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)

Clasirn MH1h = TRisn Rizn MCn ——nN5|

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10)

= i

MHub

0.0300
0.0200
0.0100
0.0000 <

-0.0100
-0.0200

-0.0300
——Clasico

TBisq

Bisg MCD ——DS

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
2.5000

2.0000
1.5000
1.0000
0.5000

0.0000

1 2 3

-0.5000

Clasirn MHuh =———TRizn

Risn

MCN —— NS

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20)
0.0400

0.0300
0.0200
0.0100
0.0000
-0.0100
-0.0200
-0.0300

-0.0400
—— Clasico

MHub

MCD ——DS

TBisq Bisg

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)

2.0000

1.6000

1.0000

0.5000

&_—_ i
0.0000 — —_— |
_0.5000 1 2 3 4 5 8
Clasirn MHih =——TRisn Risn MCT ——— N8
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Cuadro 4.20 b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), E=X,, Contaminada £ =0.10 y H =N(0.537a,,9%,)

0.1 008 0.08 0.1 4 0.1
0400 0083 0080 016 \ u
-0.08 0.1 0.1 008 02 N\ 008
0.087 0402 0413 0086 0423

000

() 0.1
\U o
0.12 0.1 -0.08 0.12
0228 0188 .0.151 0.136
0.4 ] 0.1 0.1
049 0441 0437 0461 0414
-0.08 1 0.1 0.08
0444 0458 0476 0144

0.12 -0. -0.08

00000 70C

0.131 0.106  -0.099
0.1 -0.08 0.08
0.106  -0.086 0.08
-0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12
-0.092 0108 -0.106 0.091 0.131

——C(Clasico ==—=MHub =—TBisq =—Bisq

Elaborado por: Néstor Montario P.

0.1 -0.08 0.08 0.1
0.103 -0.088 0082 0.116
-0.08 0.1 0.1 0.08 0.12
-0.094  0.112 0108  0.092 0133

O C

) C

\
/

*/
C\

7/

000 s
000

ge
=R
/”

0.12 0.1 -0.08
0.134 0.1 -0.104
0.1 0.0 0.08 0.1
0.107 0086 0083 0113
-0.08 0.1 0.12
-0.095 0.1 0.109 0.13

O000
O000070C

MCD ===DS e=Real
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El caso de una Poblacién Normal N(0,X), X=X , Contaminada

Por Variable con £=0.10 y H =N(0,9)

De acuerdo al Cuadro 4.21a, el Estimador M de Huber brinda, para
todos los valores de k, la mejor estimacion de los Valores Propios
asociados a la Matriz de Varianzas y Covarianzas, en particular,
para k=20 obtiene un indice de 0.550 resultado del Sesgo Promedio
igual a 0.258, Sesgo Maximo igual a 0.953 y Desviacién Total de

0.440.

En lo referente al Vector de Medias y la Matriz de Varianzas y
Covarianzas los resultados se mantienen, el Estimador M de Huber
brinda la “mejor” estimacion para todos los tamafos muestrales

considerados.

En este escenario el Estimador Clasico es el estimador que mas
sobrestima el menor Valor Propio, evento que puede causar que se
pierda una oportunidad de reducir el nUmero de variables, pues el

ultimo Valor Propio asociado a X, es 0.002, ademas para k=10 y 20

este estimador se aleja claramente de los demas estimadores.
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Cuadro 4.21a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién N(0,X), X=X , Contaminada £€=0.10 y H =N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico 1 0022 10717 L1619 I 0.7561.0017 0480 | 0.955 045410010 =034 Lo/ D oara
2. Mhuber [ 0019 +| 0525 | 1362 | oeealom3 +| 0424 [ 0502 | o446l 0005 +| 0305 | 0Bz | 0.33a
5 8 TBic [ooz zPo7er Piess Woeerl omz +lo4s0 D102z B ooagssloos +[o0317 Dors B oosa
29 gic o006 | 06357 [ 1424 [ oeezl 0012 2l 0432 Fosaz [ ooaezlooos =0 0316 forzr [ oo
= : 2 5
> mco  [oox =Po7ez D7y Woessloms +[odss D20 Wosaolooos 00342 fo747r B 0.6
DS [oozs +0o7es [iess B osanl ooz +00477 Pioos D oszelooos =034 [oeos oez
& Clasico | 2011 #| 1547 | 7.0015 [ 3,506 1307 +| D086 | 4504 L2266 0785 =) 0511 | 3440 L1612
‘S Mhuber | 0593 & 0782 | 1945 | 1107 0394 1 0586 | 1349 | 0.7es 0258 :| 04e0 | 0953 [ 050
o TBic | 1478 + 1457 [ 5258 B z7nl 0596 ) 073w [ 2467 [ vze7l 0342 £l 0532 [ 14 [ ooger
¢ Bic o885 + 1122 [ 3583 [ 1863 o490 +/ o7os [ 2043 B 1080 0300 +[ 0514 [ 139 [ oo7e
2 mcp 2632 +/ 1782 [ 79s2 Wa1zs! 1mas +l oees [ 3332 B 1as o490 +[ 0553 [ 1eos B ossa
> ps 1196 +| 1205 | B3y I 2024 0645+l 0m0s | 2ess B ovanloam ) oses [ 1s7 P onslr
, Clasico T thze0 I ; 1055 +01.744 | 6868 DBe5 L1074 L3 L83l
a8 Mhuber | 0274 +| 1202 | 3081 | 1soaloites +f 0847 [ 1888 | ool ooss +| 0611 [ 1321 | 067
v & Thic [o4o 02201 Fesas I sz0af 0162 £F1133 Fazoa | oasonf oom sFo7sa Frszs [ ooem
5 Bic [0209 =F1500 Fass [ ooamloio +F10m Fosse [ vzl oos2 2Fo7i2 Frrz [onsos
Z2 mco Wies :P2s: Woess Wavoslosss +Wias0 Faq24 B 20safo2e0 =PFosss oz B oaam
DS | o1ea +fios1 F7zos B oa14e| oors =Pi203 Pa2a4 | o1sae| ooss =Poess Poozs [ ooow
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
0.0150 - 2.5000
0.0100
0.0050
0.0000
-0.0050
-0.0100
-0.0150
-0.0200
-0.0250 -
—Clasico MHub TBisg Bisq MED ——Ds Clasirn MHuh —— TRisn Risn MCR —— NS
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0100 1.2000
1.0000
0.0050 0.5000
0.6000
0.0000 0.4000
_0.0050 0.2000
0.0000 -
-0.0100 -0.2000 5
-0.4000
-0.0150
. " . -0.6000
— Clasico MHub THisq Bisg MCD ——D3 Clasica MHih ——TRisa Ri<n MCN —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0080 0.6000
0.0060 0.5000
0.0040 0.4000
0.0020 g'ﬁ
0.0000 01000
-0.0020 1 3 & 0.0000 |
-0.0040 -0.1000 8
-0.0060 -0.2000
-0.0080 ) ) ) -0.3000
— Clasico —— MHub ——TBisg ——Bisq MED ——Ds Clasirn MHith = TRiza Risn (15 R

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro 4.21b

Estimadores Robustos

Caso Poblacién N(0,X), X=X , Contaminada £€=0.10 y H =N(0,9)

70.313 —0.316 rU.E[M 11\:\1) ;\;j 0 0 11\ ) . ‘_ —U.ﬁﬂi —0319 —[IE[IS E\U l\j

0004 0003 0006 0546 \\_) 0 H B ham \ '\ ob0s 0503 o2
N S

1) 1] 1) -0.499 o 0 1]
0.017 0.02 -0.004 0535 0019 0021 0002

o 1] o g
-0.004 -0.004 o -0.482

-0.499 1] 0 1] 0.
0.473 0.001 0.001 0.003 -0.48

1]
-0.004

-0.499

-0.499
-0.509

o o o 1]
o 0.001 -0.001 -0.002 -0.509

1] 0 1] -0.499 - o 0 o -0.499 -0.499
[} 0 0.003 -0.505 -0.507 o -0.001 0.006 -0.505 -0.504
——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real

Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), =X, Contaminada

Por Variable con £=0.10 y H =N(0,9)

Como se muestra en el Cuadro 4.22a, para k=10 el promedio de la
estimacion del Vector de Medias resultante al utilizar el Estimador
DS se encuentra a una distancia 0.016 con respecto al Vector de
Medias Real; y la estimacién mas alejada esta a 1.126 unidades de
distancia; ademas este método presenta una Desviacion Total de

0.502, por lo tanto el indice correspondiente es 0.548.

Al considerar el indice planteado se aprecia que para todos los
valore de k los Estimadores M de Huber y Bicuadratico son los que
mejor se aproximan al valor real del Vector de Medias, situacion que
se repite para la Matriz de Covarianzas y los vectores propios

asociados a la misma.

Notese que, con respecto a cada Valor Propio, todos los
estimadores sobreestiman los dos mayores Valores Propios; y para
k=10 y 20 el estimador Clasico es el que sobreestima con mayor
error los tres primeros valores propios, 0 que es confirmado con los
valores de Sesgo promedio donde en ambos casos el estimador

Cléasico es el que mayor Sesgo presenta.
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Cuadro 4.22a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién N(0,X), X=1X,, Contaminada €=0.10 y H =N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e Indice
k
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0022 10709 [ 1663 I 0.793] 0009 +1.0459 | 1089 I 0523000014 10323 10715 L 0.350
Mhuber [ 0021 +| 0530 | 1401 | oesalooiz +| 0d4d | 0574 | oamrfoom4 +| 0305 [o705 [ o340

@
g_'g T-Bic | o6 +f07es [i757 Wosaclone +lo471 Diogs B 0.512| 0.012 +fo36 [o7os B oo3ss
29 gic [o023 x| o060 [ 1458 [ ororloois z[ o455 [ooe7 | ooasseloms =l o306 | o693 | oae7
= : = : . 5 .
> mco  [ooz +lo7se Diess Woezeloon «fos0s [ 106 B osialome =lozr Foreo oaer
DS [ooz1 +faz7e Pieor Woserfooe +0os02 [112s Posasloo: «foss forss oy
& Clasico | 2453 | 1514 | 7.004 [ 3.6700 1625 + D891 | 4607 [ 2405 0935 =) 0551 | 2383 [ 1.290
‘S Mhuber | 1020 + 0693 | 3059 | 1se1 0561 i 04¢1 | 1600 | ooeerl 0322 :| 0314 | 0%ee [ osa
o TBic | 1660 + 1142 [ 461 B zanl 0729 2| 0544 [ 2208 [ 1158 0403 £ 0366 [ 1190 [ ooess
£ Bic 1022 +l o720 | 323 | 1ssel 0598 | 0474 | 1969 [ 1014l 0359 + 0341 | 1167 [ oz
£ mcp 2714 1320 [ 733 Waeosl 1119+l o664 [ 3071 B vesl 0519 +l 0384 D10 B ooss
> ps 1505 +| 1069 | 8169 Wseos 0820 + o578 | 2272 [ o123l 045+ 0383 [ 1344 [ ooy
Clasico L1612 12673 ; 1068 <D0 ' =072 “Leds
Mhuber [ 0392 +| 1503 [ 5073 | 2323l 0188 +| ooe7 | 2858 1.238] 0077 +| 0651 | 1713 0.814

I I
T-Bic [o0452 +f2182 B7aer B sswol 017 +F1179 [31ee | o1sisl ooso =Po7es [1sor [ oosry
Bic | 0222 =) 1855 | 4817 | 2198l o114 x[ 1045 [ 2620 | 1260l 0052 £fo069s [ 1793 | o.eam
mco e «W8esr Booss B avezlosss 452 Bass B ozasfozis Poesr P21 [ onom
DS [0z +P2oss Posss B aooal 0124 =203 Paers [ oveovl ooso =Poees P2z [ o1ooa

Matriz de
Covarianzas

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
0.0250 - 2.5000

0.0200 | A
0.0150
0.0100 -
0.0050 -
0.0000 -
-0.0050 4 1 2 3 4 H 6
-0.0100

-0.0180 -
——Clasico

MHub

TBisq Bisq MCD ——DS

MHih =——TRisn

Clasirn Risn PMCT ——N5|

Emor Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0200 1.5000

0.0150
0.0100
0.0050

0.0000 T

-0.0050

-0.0100
——Clasico

MHub TBisg Bisg MCD ——D5

MHih =——TRisn

Risn MCH —— N8

Clasirn

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0100 1.0000

0.8000
0.6000
0.4000
0.2000 \
oo I I W
02000 1 2 3 5

-0.4000

0.0050

0.0000

-0.0050

-0.0100

-0.0150
= (lasico = MHub = TBisq =—Bisq MCD ——D5

Clasirn MHuh = TRizn Risn MCN ——nNs

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro 4.22b

Estimadores Robustos

Caso Poblacién N(0,X), X=1X,, Contaminada £€=0.10 y H =N(0,9)

N -0.08 0.1 -0.1 0.08 0.12 AN -0.08 0.1 -01 0.08 0.12 N

0.1 .08 0.12
3 01 0.089 0.122

——Clasico ==—MHub =——TBisq =——Bisq MCD ===DS =—Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), X=X, Contaminada

Por Variable con £=0.10 y H =U(-5,5)

En el cuadro 4.23a se puede apreciar el error correspondiente a
cada componente del promedio de la estimacion del Vector de
Medias para cada estimador, asi por ejemplo se tiene que el
Estimador M Huber para k=10 subestima la primer componente por
0.0068 unidades, también subestima la segunda, tercer y sexta
componentes por 0.0054, 0.0084 y 0.0059 respectivamente y
sobreestima la cuarta y quinta componente por 0.0044 y 0.0006
unidades, valores que proporcionan un Sesgo Promedio Total de

0.012.

Se puede observar que para k=20 el promedio de la estimacion de
cada Valor Propio correspondiente al Estimador Clasico se aparta
notoriamente de las estimaciones brindadas por los demas

estimadores.

La estimacion de la Matriz de Varianzas Varizanzas y Covarianzas
brindadaza por el Estimador T-Bicuadratico converge para k=5 a los
valores 1.097, 0.356, -0.013, -0.014, 0.025 en su primer columna,
mientras que para k=20 converge a 0.97, 0.313, 0.004, -0.001 y

-0.003 (Véase Cuadro 4.23b)
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Cuadro 4.23a
Estimadores Robustos

Caso Poblacién N(0,X), X=X , Contaminada £€=0.10 y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e Indice
k
5 10 20
Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico | 0017 10695 | 1464 I 072500016 +. 0470 | 1034 L 050700009 10321 L0714 L 0.348
Mhuber 0025 +| 0605 | 1320 | oesiloois +| 0432 [ 1008 | o4ss| ooos +| 0302 | 0678 | 0329

@
T n
5 8 TBic oo +00748 D1521 Womezlooe +f 0464 [1.095 B oseslooos =003 fo7os B o34s
g3 Bic ooz o6 [1370 [ oewsloos +fo443 | 0987 | oamloooe +[o3oe [osss [ ooasa
> mco  [ome =007 Disss Wovaloms «fo49s Diaz0 Bosazfoon +fo32 [osr B oosa
DS [ooz4 +fo72s [iees Wosoal oma +0o4es (150 Wosszloo: «[osss fozze Poasy
& Clasico | 1742 | 1165 | 4795 [ 2.569] 1155 = D820 | 3408 L1794 0706 = 0562 | 2063 DL 1117
‘S Mhuber | 0575 &) 0779 | 2221 | 1192 09394 1 0598 | 1736 | o.ess 0248 x| 04a0 | 1986 [ 0625
o TBic | 1433 + 1374 [ 6355 [ s0sal ome + 0733 (273 B vl oas £ o5 e B ooes
¢ Bic oege + 1023 | 3889 [ 1927 o504 +| 0674 [ 2731 B 1303 0284+l 0529 [ 1sss B oo7ee
£ mcp 2607 x| 1594 [gi26 Waaosl 1oer +l 0905 [ aezs Biew o464+l 0se [ 1ms2 Bosws
> ps 1136 +[ 1136 [ Boa1 B 277 0665 +l 0783 | 2598 I 1348l 0351 + o579 [ 1803 oo
Clasico 10372 £12299 17003 I 356000873 +0167/9 D479z I 2440612 00991 D273 b 145
s 8 Mhuber | 0289 +[ 1173 | 2888 | 14370191 +| 088 [ 2008 | 1049l 0101 <) 0624 [ 1546 | 0757
n § TBic [o4s1 0218 Bzrs Wasslotes =67 B33z B oasnfoosz +For7s P20 B oossz
£ 5 Bic [025 +F1se8 Fazer [ 2osol 0133 +F0ms Fsos I ovassl oos1 +Fo7y Fisss [ ooon
Z2 meo Wieze :P2si7 BEess WaasPos +Wige Baar a2oealozs =Fossr B2ass 110
DS | o1o0 +Piess Brors B aosz| 0122 P25 Faars | oveis| ooss =Poeso P21 B ovows
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
00250 - 2 5000
0.0200
0.0150
0.0100
0.0050
0.0000
-0.0050
-0.0100
-0.0150 -
—Clasico MHub TBisg Bisq MED ——Ds Clasirn MHuh —— TRisn Risn MCR —— NS
Eror Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=10) Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0100 1.0000
0.3000
0.0050 0.6000
0.0000 0.4000
0.2000
-0.0050 0.0000 1
_0.0100 -0.2000 8
-0.4000
-0.0150
. " . -0.6000
— Clasico MHub THisq Bisg MCD ——D3 Clasica MHih ——TRisa Ri<n MCN —— NS
Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0080 0.5000
0.0080 0.4000
0.0040 0.3000
0.0020 0.2000
0.0000
0.0020 0.1000
_0.0040 0.0000
-0.0060 -0.1000 B
-0.0080 -0.2000
-0.0100 _ _ _ .0.3000
— Clasico —— MHub ——TBisg ——Bisq MED ——Ds Clasirn MHith = TRiza Risn (15 R

| Elaborado por: Néstor Montafio P.

206




Cuadro 4.23 b

Estimadores Robustos

Caso Poblacién N(0,X), X=X , Contaminada £€=0.10 y H =U(-5,5)

D026 003 0007 0425 0457

0.006

0.002 0004 0004 0002

0017 0018 0007 0 w, ] 0021 0021 00n

[1] 1] [1] -0.499 0.
0.022 0024 0008 0542 -

1] 1] 1] o 1] o
0.003 -0.008 0.003 -0.003  -0.002 -0.001

o o -0.499 o 1] 1] -l
-0.001  -0.003 -0.479 -0.001  -0001 -0.004

0.499
0.483
-0.499
0.003 0477

[1] 0 [1]
0.005 0005  0.006

-0.499

o o o
-0.003  -0.003 o -0.509

o o o -0.499  -0.499
-0.002 -0.002 -D.005 -0.51 -0.506

——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real
Elaborado por: Néstor Montario P.

o o 1] -0.499  -0.499
-0.005 0006 -0.006 -0511 -0.507
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El caso de una Poblacion Normal N(0,X), £=X,, Contaminada

Por Variable con £=0.10 y H =U(-5,5)

De acuerdo al Cuadro 4.24a, el Estimador M de Huber brinda, para
todos los valores de k, la mejor estimacion de los Valores Propios
asociados a la Matriz de Varianzas y Covarianzas, en particular,
para k=5 obtiene un indice de 0.683 resultado del Sesgo Promedio
igual a 0.019, Sesgo Maximo igual a 1.375 y Desviacién Total de

0.655.

En lo referente al Vector de Medias y la Matriz de Varianzas vy
Covarianzas, el Estimador M de Huber y el Estimador Bicuadratico
brindan la “mejor” mejor balance entre su estimacion Promedio,
“peor” estimacién y dispersion para todos los tamafios muestrales

considerados.

Se mantiene el comportamiento de los Estimadores para muestras
generadas a partir de X,, sobreestimando los dos mayores Valores
Propios para finalmente subestimar (con menor error) el ultimo valor
propio; ademas se puede observar que para k=10 y 20 el Estimador
Cléasico sobreestima el mayor Valor Propio con error promedio mayor

al alcanzado por los Estimadores Robustos.
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Cuadro 4.24a
Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada €=0.10y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

K
5 10 20
Pram Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy IMax Indice
Clasico 10023 10732 11522 I 0.7591 0013 | 0465 | 1031 | 0.503] 0009 £00315 | 0716 L 0.347
2. Mhuber [ 0019 +| 0655 [ 1375 [ oessloois +| 0451 [ 1013 | o4s2f 0009 +| 0294 [ 0716 | 0330
5 8 TBic [ooi7 zfo7rs Pirzs Woesloms +) o456 [ 10680 | 0.510510011 +lo29e [ o076 | 0342
59 pic |oom7 x/oess | 1339 | oewloons +f o454 [ 10w | oosmfoom +[ o027 [ o072 [ osa
= = - : x

> mco ooz +=Po7s0 Pi7ie Woeoloos +foss P10 Moenfoon +fo3z forze B ooz
DS ooz +lo7es Piess Wosie| oo =fos0e Pizss B osesfomo =003zs Porsz Poass
& Clasico | 2220 | 1025 | 4508 [ 2.710] 1417 069 | 3177 I 1763 D828 0430 | 1.947 I Loes
'S Mhuber | 1029 i+ 0507 | 2649 | 1335 0564 0455 | 1571 | o.e3l 0az0 nae | 0932 | o050
o TBic |18 + 1136 | aees asnl ors 0544 | 1898 [ 1.052] 039 0359 | 1086 [ o604
¢ Bic 1026 +| 0754 | 287 [ 1536 0609 0529 | 1829 [ o.ses) 0356 0360 | 1024 [ o580
2 mcp 2749 = 1400 [ 7e12 BEeer) 1103 0653 | 2797 W asiel 0517 030 [1a0 B 079

> ps 1565 +| 1115 | Boos ase3) 0819 2176 I 1196 0455

0,594
1.536 4,496 0603
| peso | 2514 | 1719f ooso +|

Frazz Bzazs § oramloors fo7s Daoes [ ooszr
[ 1043 P2oee | o1eeal oo +foeor [1ss [ oeme
Piazs Bazr1 B zosofoz2is +Poesz Pasrs B o1aa
[

275 Paar4 | o1e23) ooss +Poees P2z B Loz

0376 | 1187 [ 06w
1476
0646 | 1709 | os11

Clasico 10385 12374 L6743 D74
Mhuber [ 0402 +| 1134 | 4554 | 2.030] 0183
T-Bic [o450 +F2210 FEe20 B 273 0171
Bic | 0212 =01557 | 4478 | 208 0122
mco sz «B8sis Mosre S0z Fos
DS [03s9 +P2nss Wo4rs B azes| 012

[ o B o o o e

Matriz de
Covarianzas

+
*
s
+
b
+
*
+
+
*
*
+

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=5) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=53)
0.0250 - 2.5000
0.0200
0.0150
0.0100
0.0050
0.0000
-0.0050
-0.0100
-0.0150
-0.0200

—Clasico MHub TBisq Bisq MCD ——Ds Clasica MHuh —— TRisa Risn MCR —— NS
DoEﬂgé)rPromedlo de cada elemento del Vector de Media (k=10) 1.4000 Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=10)
0.0080 1.2000
0.0060 1.0000
0.0040 0.5000
0.0020 0.6000
0.0000 0.4000
-0.0020 0.2000
-0.0040 0.0000
im -0.2000 1 2 3
— Clasico MHub T8isq Bisa mcb ——Ds o Clasicn MH1th ——TRisn Risn MCn ——ns

Error Promedio de cada elemento del Vector de Media (k=20) Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.0060 0.3000
0.0040 0.6000
0.0020
0.0000 0.4000
-0.0020 0.2000
-o.o0s0 0.0000 |
-0.0060
_0.0080 -0.2000
-0.0100 _0.4000

= (lasico = MHub = TBisq =—Bisq MCD ——D5

Clasirn MHuh = TRizn Risn MCN ——nNs

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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Cuadro 4.24b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion N(0,X), X=X,, Contaminada €=0.10 y H =U(-5,5)

00913 00R72

ooz
——C(Clasico ==—MHub —TBisq =—Bisq MCD =——DS ——Real
Elaborado por: Néstor Montario P.
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El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,X), X=I,
Contaminada bajo el modelo (2.1) , con £=0.05y0.10 vy

H =N(0,9%))

En el Cuadro 4.25a se pueden observar los resultados de la
Simulacién; permitiendo efectuar inferencias sobre los mejores
estimadores robustos cuando la poblacion tiene un 5% y 10% de

contaminacion para diversos valores de k en cada escenario.

Asi para k=5, 10 y 20 con el 5% de contaminacion, el Estimador DS
es el estimador que se encuentra mas préximo al Vector de Medias
verdadero; siendo la distancia promedio, cuando k=5, 0.036+0.872 y
el indice asociado es 1.007; cuando k=10 el mismo estimador se
encuentra a una Distancia Promedio de 0.026+0.594 con respecto al
Vector de Medias real. Mientras que, el mejor estimador, para la
Matriz de Varianzas y Covarianzas cuando k=5, es el Bicuadratico

con una Distancia Media de 5.226+6.466.

Al incrementar el porcentaje de contaminacion a 10% el promedio de
la estimacién del Vector de Medias resultante al utilizar el Estimador
DS es el que menor indice tiene para cuando k toma los valores de 5
y 20 siendo el que mejor se aproxima al Vector real de Medias. Se

tiene ademas, que el Estimador Bicuadratico es el mas proximo a la
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Cuadro 4.25a

Estimadores Robustos

Caso Poblacion CAU (0,X),X =X, contaminada £€=0.05 y 0.10 y H = N(0,9%))

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

Eps=0.05 k
5 10 20
Pram Desy hax Indice  Prom Desy IMax Indice  Prom Desy Ilax Indice
Clasico | 42608 +| 4857 - - 53602 +| 4508  — - 3249 +| 4584 - -
o, Mhuber| 0032 +[ 0833 [2372 B ozl oo +) oo Fa4s2 B ooesel o014 +f 0428 Pross B o.so0
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3 Clasico
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& Mhuber | 9269 6097 60477 | 7.698 42 | 2653 f.FI3 022 (2140 B
o TBic [ 9m9 +/ 7113 [s5119 [ 2000 7018 =) 4940 33058 BAsaas) 5800 +[ 2864 [i7ovr B se1s
O ic i * k | 18,323 i t g : 12.416 % t B 7.136
g i 7379 5840 41.751 | 5.908 4162 [ 27178 | 4956 2688 [13.763 |
2 mcp goos + 6567 (53802 Fo2soez 4382 + 3434 (23802 | 10439 3052 + 1574 | 9259 | avos
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n § TBic [6917 +l7amw [e209 [ oneerWE70s + WBEes [Siase Wiases e «PSese FiE772 e
E§ Bic |52 +[ paes (w0432 | 1737sla7ss «Masr [osese Bnnclaoir «Foerr Femsr I se0e
=22 meo WEoz +MFoe0 Buoa7s Woosisl 3180 | 3817 [22059 | sees| 2431 +| 2365 | 9333 | amw
DS P70z +PE344 PB0s20 Was ezl 4371 «P 4392 PEdees Wiaas2Paa0s +P20m Fases B osooo
Eps=0.10 k
5 10 20
Prarm Desy [FEES Indice  Prom Desy IAax Indice  Prom Desv Ilas Indice
Clasico  — BEOD +04569 2 - 3044 +R43E9 - -
2, MWhuverfoms +[oo32 [ 227 [ 1oml oox =l oess Faaw o7l 0014+ 0433 Drooe B oo.ase
5 & Teic [Does +H0n P27y Wioss| oo +f oes2 Fiess Wioeoz| 0023 +f 04os Fidis Waises
%2 Bic nozr +fog3z Fa2aws [ ol oo+l 06 | 1495 | omsl oozo ) o415 Fogss B oams
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DS 0022 +| 0847 [ 2337 | 1oes 0021 | 0622 [1s75 | oo7asl oo24 x| 0419 | 0o4 | noase
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o
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a TBic (10572 +| &sa3 [s0235 [ o2ais0l 9087 +) 5E3s (44200 Wa7asl 69ss +[ 337 (om0 Baam
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2 mecp ge98 +| 8133 (51189 [ 2a07a 5149 «| 3626 (18358 | ownaal 3573+ 2068 (10757 | soaee
> ps 11441 +/ 11383 | B2544 Was123] Gees +| amin 48542 WHesan] 5570 + 2860 [ 15451 | 7960
Clasico
o 8 Mhuber BB307 [ 6531 [54209 [ 222060762+l [22542 Prreas B8zt «Pas0r Mizrzs [sss
o s -
n § TBic [F713 +WBerz Beozos Fossaslios « BE70 B6i77e Wa7asol6eos + Maies MEEss e s2a
B s bic |62 xl7os |o7see | 20303l8es +Feoe Fozsss PavossBeoez sFass Bams Waoes
Z2 meo [er7s zleaes [s200z [ 2ze1s| 3808 2| 4311 [18716 | sses| 2me8 «| 2657 [10873 | s.aee
DS FEors + W86y PESoos W85 ascls25 +Pa0c0 BE0261 Wieasalacon +Fa32 Bsio1 B 773
£=0.05 £=0.10
Eroren Estimacion de los Valores Propios (k=20) Eror en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
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Cuadro 4.25b

Estimadores Robustos

Caso Poblacion CAU (0,X),X =X, contaminada £=0.05 y 0.10 y H = N(0,9%))
£=0.05 k=20
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Matriz de Varianzas y Covarianzas para k=5, con distancia promedio
de 6.297+7.059; y cuando el valor de k se incrementa a 10 el mejor

estimador es el MCD con una distancia de 3.808+4.311.

El error de las estimaciones obtenidas al utilizar el Estimador Clasico
es “muy grande” en todos los casos, por lo que no es presentado,
ademads, para k=5 y £=0.05 en 38 de las 500 repeticiones el
algoritmo del estimador M de Huber no converge, mientras que para

mismo k=5 y £=0.10 el algoritmo no converge en 21 ocasiones

El caso de wuna Poblacion Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada bajo el modelo (2.1), con £=0.05y0.10 vy

H=N(0,9%)

Para el caso de muestras generadas a partir de la Distribucién
Cauchy, con una contaminacion del 5% y con un valor de k=5 se
tiene que el estimador que mas se aproxima al valor real del Vector
de Medias, en relacion a los demas estimadores, es el Estimador DS
donde la distancia promedio es 0.020+0.855, con un indice asociado
de 0.981. Bajo el mismo razonamiento, cuando el valor de k varia a
20 DS sigue siendo el mejor estimador con distancia promedio de
0.018%0.425 y con 0.458 como indice. Mientras que cuando k=10, el

Estimador mas préximo al Vector de Medias es el Bicuadratico con



distancia promedio de 0.020+0.604. El mejor estimador para la
Matriz de Covarianzas y sus Valores Propios correspondientes,
cuando k=5 es el Bicuadratico. Para k=10y 20 el Estimador MCD es
el que se encuentra a una distancia més cercana con respecto a la

Matriz real (Véase Cuadro 4.26)

Por otro lado, cuando la contaminacion se incrementa al 10%, para
k=5, 10 y 20 el estimador méas préximo al Vector real de Medias es el
Bicuadratico. Se tiene ademas que el mejor estimador de la Matriz
de Covarianza es: para k=5 el Bicuadratico mientras que para k=10 y

k=20 es el MCD.

En este caso, para k=5 y £=0.05 en 12 de las 500 repeticiones el
algoritmo del estimador M de Huber no converge, mientras que para

mismo k=5 y £=0.10 el algoritmo no converge en 14 ocasiones.
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Cuadro 4.26

Estimadores Robustos

Caso Poblacion CAU (0,X),X=X,, contaminada £€=0.05 y 0.10 y H = N(0,9%,)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

Eps=005 k
10 20

Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice
Clasico | 4758 +| 4535 - - TE2G +| 4612 -~ L 611303526 04460 - L 4143
g, Mhuber| 0032 x| 0314 F2330 Proezl ooz «l o621 1423 | oessl 0021 2| 0433 Pooss | oass
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& TBic | 8802 +| Bras (B401s Waeszz| 6382 + 3934 22064 WAo7eal 5122 +| 2496 [138m B7in
8  Bic BE54 +| 5072 | 28441 | 13389 s062 x| 3272 16415 B sazsol 4314 #2101 (12042 B eaes
2 mMcp 8064 = 5613 [32257 [ 15211 3876 +| 2414 [ 14284 | emsel 2758 | 1451 | 7806 | 2905
> ps 9520 =+ 5762 leesro Es 720 4741+ 3071 [ 23898 oSl 4077 | 2046 (11421 | saae

Clasico - - -t - - -
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=32 meo [som0 +Pesos |83 [ 16787) 2698 =] 3485 [17983 | soss| 2001 :f 2332 [ mie2 | ases
DS PEsa1 +P7az0 Mooss Pee sz P70 P05 PBEsss Panooelass «Posrs Fzosz B ocies

Eps=0,10 k
10 20

Prorm Desy [LEYS Indice  Prom Desy Iy Indice  Prom Desy ax Indice

Clasico | 8.190 +| 4307  — - 4569 +| 4443 - - 1680 +| 4206 - -
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2 mMcp 8576 = 5866 37200 | 17275 4478 +| 2688 | 14379 | 7ae2) 3478 | 1673 | 7767 | a6
>  ps 10762 +| 9889 81659 Wea110) 5563 +) arao (25240 Pansinl 4831+ 2070 (11794 B e2as

Clasico - - -t - -
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El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada bajo el modelo (2.1), con £=0.05y0.10 vy

H =Uesf(d =5)

Para el caso de muestras generadas a partir de la Distribucién
Cauchy, con una contaminacion del 5% y con un valor de k=5 se
tiene que el estimador que mas se aproxima al valor real del Vector
de Medias, en relacién a los demas estimadores, es el Estimador M-
Huber donde la distancia promedio es 0.037+0.898, con un indice
asociado de 0.991. Bajo el mismo razonamiento, cuando el valor de
k varia a 10 el Estimador DS es el que presenta mejor estimacion
con distancia promedio de 0.027+0.574 y con 0.717 como indice.
Mientras que cuando k=20, el Estimador mas préximo al Vector de
Medias es el Bicuadratico con distancia promedio de 0.009+0.425. El
mejor estimador para la Matriz de Covarianzas y sus Valores Propios
correspondientes, es el MCD para k=5, 10 y 20 puesto que es el
que se encuentra a una distancia mas cercana con respecto a la

Matriz real en los tres casos (Véase Cuadro 4.27)

Por otro lado, cuando la contaminacion se incrementa al 10%, para
k=5 y 10 el estimador mas proximo al Vector real de Medias es el
Estmador DS. Se tiene ademas que el “mejor” estimador de la Matriz

de Varianzas y Covarianza para k=5 es el M-Huber y el estimador
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Cuadro 4.27

Estimadores Robustos

Caso Poblacion CAU (0,X),X =X, contaminada £€=0.05 y 0.10 H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

Eps=005 k
5 10 20

Prom Desy Max Indice  Prom Desy [EES Indice  Prom Desy Max Indice
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mas cercano a la Matriz real y para k=10 y 20 es el MCD

Para k=5 y £=0.05 en 11 de las 500 repeticiones el algoritmo del
estimador M de Huber no converge, mientras que para mismo k=5 vy

£=0.10 el algoritmo no converge en 8 ocasiones

El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,Y), X=X,
Contaminada bajo el modelo (2.1), con £=0.05y0.10 vy

H =Uesf(d =5)

De acuerdo a los datos que se presentan en el Cuadro 4.28 se
determina que el mejor estimador para el Vector de Medias, cuando
existe un 5% de contaminacion y con k=5, es el M-Huber donde la
distancia promedio al Vector real es 0.039+0.865 y para k=10 es el
DS ubicado a una distancia de 0.021+0.893 del Vector real; mientras
que para la Matriz de Varianzas y Covarianzas los Estimadores M-
Huber y MCD son los que mejor se aproximan al valor real de la

Matriz asi como a los Valores Propios asociados a la misma.

Para una poblacion contaminada en un 10%; se tiene que las
mejores estimaciones para el Vector de Medias para los diferentes
valores de k, estdn dadas por el Estimador M-Huber ubicandose,
para el caso k=5, a una distancia promedio de 0.026+0.850 con

respecto al Vector Real de Medias. Por otro lado, para la Matriz de

219



Cuadro 4.28

Estimadores Robustos

Caso Poblacion CAU (0,X),X=X,, contaminada £=0.05 y 0.10 H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

Eps=005 k
5 10 20
Prom Desy Max Indice  Prom Desy [EES Indice  Prom Desy Max Indice
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Varianzas y Covarianzas, el Estimador que mas se aproxima a la
Matriz real es el Bicuadratico cuando k=5 y 10; situacién que difiere
para k=5 donde el Estimador MCD es el que mejor estima la Matriz
real de Varianzas y Covarianzas con una distancia promedio de

2.577+2.525.

El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada Por Variable con £=0.05 y 0.10 y

H =N(0.537a,,9%))

En el Cuadro 4.29 se pueden observar los resultados de la
Simulacién; permitiendo efectuar inferencias sobre los mejores
estimadores robustos cuando la poblacion tiene un 5% y 10% de

contaminacion para diversos valores de k en cada escenario.

Asi para k=5 con el 5% de contaminacion, el Estimador DS es el
estimador que se encuentra mas préximo al Vector real de Medias
cuya distancia promedio es 0.024+0.811 y el indice asociado es
0.967; para k=10 se tiene que el Estimador Bicuadratico se
encuentra a una Distancia Promedio de 0.019+0.585 con respecto al
Vector de Medias real. Mientras que, el mejor estimador, para la
Matriz de Covarianzas cuando k=5, es el Bicuadratico con una

Distancia Media de 5.376+6.581.

221



Al incrementar el porcentaje de contaminacion a 10% el promedio de
la estimacion del Vector de Medias resultante al utilizar el Estimador
DS es el que menor indice tiene para los diferentes valores de k
siendo el que mejor se aproxima al Vector real de Medias. Se tiene
ademas, que el Estimador M-Huber es el mas proximo a la Matriz
Real de Varianzas y Covarianzas para k=5, cuya distancia promedio
es 8.242+7.255; y cuando el valor de k se incrementa a 10 el mejor

estimador es el Bicuadratico con una distancia de 5.869+4.836.

En este tipo de contaminacion, para k=5y £=0.05 en 37 de las 500
repeticiones el algoritmo del Estimador M de Huber no converge, asi
también con k=5 y &£=0.10 el algoritmo no converge en 35
ocasiones; mientras que considerando k=10 para €=0.05 y £€=0.10
el del Estimador M de Huber no converge en 3 y 2 ocasiones

respectivamente.
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Cuadro 4.29

Estimadores Robustos

Caso CAU(0,X),X =X, Contaminada £=0.05 y 0.10 H =N(0.537a,,9%,)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice
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El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,Y), X=X,
Contaminada Por Variable con £=0.05y 0.10 y

H =N(0.537a,,9%,)

De acuerdo a los datos que se presentan en el Cuadro 4.30 se
determina que el mejor estimador para el Vector de Medias, cuando
existe un 5% de contaminacion y con k=5, es el DS donde la
distancia promedio al Vector real es 0.035+0.865; mientras que para
la Matriz de Varianzas y Covarianzas los Estimadores Bicuadratico y
MCD son los que mejor se aproximan al valor real de la Matriz
mientras que para estimar los Valores Propios son los Estimadores
M-Huber y MCD los que mejor se aproximan al valor real de los

Valores Propios asociados a la Matriz de Varianzas y Covarianzas.

Para una poblacion contaminada en un 10%; se tiene que las
mejores estimaciones para el Vector de Medias para k=5 y 10, estan
dadas por el Estimador DS ubicandose, para el caso k=5, a una
distancia promedio de 0.022+0.832 con respecto al Vector Real de
Medias. Por otro lado, para la Matriz de Varianzas y Covarianzas, el
Estimador que méas se aproxima a la Matriz real es el Bicuadratico
cuando k=5 con una distancia promedio de 5.351+6.386; situacion
que difiere para valores de k=10 y 20 donde el Estimador MCD es el

que mejor estima la Matriz real de Varianzas y Covarianzas.
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Cuadro 4.30

Estimadores Robustos

Caso CAU(0,X),X =X, Contaminada £=0.05 y 0.10 H =N(0.537a,,,9%,)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

Eps=05 k
5 10
Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice
Clasico | 8813 #| 4541 — LB8I6 £/ 4891 - — L2579 x| 480 @ -
&, Mhuber| 0047 x| ogm 2127 [ 1024l oo24 +f o650 [r4ze B ool 002 ) 0431 Diosr B oosoo
5.8 TBic |00 «f 1oos F2ere Woar| 0026 +) oper Wiess Wosoz| 0024 +| 0472 Fi4ze Iasas
%2 Bic oo4s +| 0832 [ 20m [ orozl 0o23 +) 066 | 1330 | oesel oma x| 012 [1om2 [ ooasr
> MCD ooss x| osss D2s2 Waan! ome +f oeze [isan B o72s| 0024 +| o432 Paz0 Bosme
DS 0037 +| 080 | 2044 | o977l 0o +) ocoo 1 | ooes2l 0oz x| oa1s | 1o | oas
o Clasico - -
S Mhuber | 8379 | 5421 48199 | 20666 BEo2 £ 3677 (22404 Winozal 552 £| 2458 (14453 WTsn
o TBic 874 +[6e62 67400 ME7c0alBei0 +Pd0es (24072 Mse205135 +266s [M5256 IRsss
§ Bic 6o75 +| 5370 52158 | 2150006201 03242 Frzrao W e72sfdoe0 + 2113 Haoss IG.s0s
S Mo 8133 +| 5772 48134 | 20680 3958 +| 2659 | 14317 | 6979 2709 +| 1517 | 8566 | 4764
> ps 9376 + 7708 79331 WE2139 aa7s +| 3208 [27aor Wisen| 405 x| 2067 (14937 B vone
Clasico ---
o § Mhuber BBE75 +Fes33 |s163 | 21cisWBo0s +Maee2 23720 Mavao B62e2 +F803 WE17 Wes
n § TBic [543 «WFass Fi2sor WanassWEnes 8202 WE0ess Wigen Pz 8530 MEoo: a0z
£ 8 bic |47 2600 [oams | nsslFaon +laom B2 BaoosFaen < Foom Hazm Wesse
Z2 Mmoo [s:ss tleseo lseost |o2a.0de 2788 | 3676 [179r0 | a1asl 2150 [ 2340 [ 9632 | 4w
DS FEsn +B7Ese [Biets WEaszrlaa +Pa1ar [Eios Baaoosfaam +P2833 [Hdesr B 6oss
Eps=0,10 k
5 10
Prorm Desy [LEYS Indice  Prom Desy Iy Indice  Prom Desy ax Indice
Clasico | 1.353 £ 4711  — - 3989 +| 487 - —  La734 +| 4606 -
2, Mhuber| 0051 = 0gzs [2268 [ 1osal ooaz x| oes (0676 B o77e 003 | 0431 Logrs [ ooam
& Toic | 0042 oo F2ez2 WLzes 00w :f 073z Wiras l oeanl 0019 x| 0486 P20 Wasmo
S 2 Bic o042 +| o079 B247r3 WP1as) oozs +l o621 | 1458 | oo7oafl 0020 +[ 0414 [ 0962 | o465
> MCD 0040 +| 0913 BE7a0 B2zs| oozr +| oees W57z W o7sal 005 +| 0437 o I o506
DS o022 +| 06832 | 2048 | 0967 om0 +| oFos | 1468 | oessl oma +| 0423 [ 0993 [ oame
b4 Clasico
2 Mhuber | 8854 2| 4515 3513 | 15204 743 £ 3802 (29403 Wiaseo| Baer 22592 (12408 T1ss
o TBic | 974 +| 6453 [151.160 W8s a7 7691 +| 4472 (24247 WASam| 5075 +[ 2843 13716 7sn
$ Bic 7534 [ 5022 [34635 | 157306003 3400 26260 MA1esaliaome + 2355 (2044 G452
2 mMcp 8495 +0B037 [31007 | 15280 4480 +| 2809 [18315 | esas) 3104 2| 1605 | 9134 | a4
> ps 9457 +| 7690 53318 | 234ss| 6679 +| 3704 [25075 Parasel 4697 +| 2238 [11am0 B osa4az
Clasico --- -
o 8 mhuber B7207 :| 6012 [39.000 | 17.43cMB637 +Wap0 [29339 BasseslBosr +Psore Wissos Ws2ia
T = 5 = e F E -
n § TBic [Feoos «Wess b7z Wansr:PEms W60 Mavy WivsesBeon: +MHoos Meoz: sovr
£ 8 bic |am :lems (90429 | 167282 +Fas0 Boes Masosalicom «Fansm Barz iz
22 Mmoo [s5ss1 tB7aes laozea | 1vrosl 3231+l 3851 23501 | 101sal 2557 | 2477 (11078 | 5364
DS FE7ss +07E71 Peooes [ ovesslasro +Pase2 [2054m Fazassfa1ss +Panoe [Haros B 7296
£=0.05 £=0.10

4.0000
3.5000
3.0000
25000
2.0000
15000
1.0000
05000
0.0000

Error Promedio, Estimacion de los Valores Propios K=20

1 2

——MHub ——TBisq ——Bisq

T
3 4

5

MCD ——DS

5.0000
4.5000
4.0000
3.5000
3.0000
2.5000
2.0000
1.5000
1.0000
0.5000

Error Promedio, Estimacion de los Valores Propios K=20

0.0000 -+
1

2

4

——MHub ——TBisq ——Bisq

MCD  ——D5

Elaborado por: Néstor Montario P.

225



Para k=5 y £=0.05 en 11 de las 500 repeticiones el algoritmo del
estimador M de Huber no converge, mientras que para mismo k=5 vy

£=0.10 el algoritmo no converge en 15 ocasiones

El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,X), X=X,

Contaminada Por Variable con £=0.05 y 0.10 y H = N(0,9)

En el Cuadro 4.31 se muestran los resultados de la Simulacién;
permitiendo efectuar inferencias sobre los mejores estimadores
robustos cuando la poblacién tiene un 5% y 10% de contaminacién

para diversos valores de k en cada escenario.

Asi para k=5 con el 5% de contaminacion, el Estimador DS es el
estimador que se encuentra mas préximo al Vector real de Medias
cuya distancia promedio es 0.020+0.923 y el indice asociado es
1.007; para k=10 se tiene que el Estimador Bicuadratico que se
encuentra a una Distancia Promedio de 0.021+0.593 con respecto al
Vector de Medias real y para k=20 es el M-Huber con un indice de
0.478 y ubicado a una distancia de 0.019+0.414. Mientras que, el
mejor estimador, para la Matriz de Covarianzas cuando k=5, es el

M-Huber con una Distancia Media de 7.806+8.243.

Al incrementar el porcentaje de contaminacion al 10% el promedio

de la estimacién del Vector de Medias resultante al utilizar el
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Cuadro 4.31

Estimadores Robustos

Caso CAU(0,X),X =X, Contaminada £€=0.05 y 0.10 y H =N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice
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Estimador DS se encuentra a wuna distancia promedio de
0.017+0.884 con respecto al Vector de Medias Real; para el caso en
que k=5. Se tiene ademas, que el Estimador M-Huber es el mas
proximo a la Matriz Real de Covarianzas para k=5; con distancia

promedio de 8.704+9.441; y para k=10 y 20 es el Estimador MCD

En este caso, cuando k=5y £=0.05 en 19 de las 500 repeticiones el
algoritmo del estimador M de Huber no converge, mientras que para

mismo k=5 y £=0.10 el algoritmo no converge en 21 ocasiones

El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,Y), X=X,

Contaminada Por Variable con £=0.05 y 0.10 y H = N(0,9)

Para el caso de muestras generadas a partir de la Distribucién
Cauchy, con una contaminacion del 5% y con un valor de k=5 se
tiene que el estimador que mas se aproxima al valor real del Vector
de Medias, en relacion a los demas estimadores, es el Estimador DS
donde la distancia promedio es 0.026+0.845, con un indice asociado
de 1.064. Bajo el mismo razonamiento, cuando el valor de k varia a
10, el Estimador Bicuadratico es el mejor de los estimadores con
distancia promedio de 0.027+0.595 y con 0.689 como indice.
Mientras que cuando k=20, el Estimador Bicuadratico continua
siendo el estimador mas proximo al Vector de Medias con distancia

promedio de 0.010£0.409. El mejor estimador para la Matriz de
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Cuadro 4.32

Estimadores Robustos

Caso CAU(0,X),X =X, Contaminada £€=0.05 y 0.10 y H = N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice
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Covarianzas y sus Valores Propios correspondientes, para los

valores de k=5, 10 y 20 es el Bicuadratico. (Véase Cuadro 4.32)

Por otro lado, cuando la contaminacion se incrementa al 10%, para
k=5 y 10 el estimador mas préximo al Vector real de Medias es el
DS; y siendo para k=20 el Bicuadratico con 0.024+0.388 de distancia
al Vector real. Se tiene ademas que los mejores estimadores para la
Matriz de Covarianza para k=5 sigue siendo el Bicuadratico el

estimador cercano a la Matriz real y para k=10 y 20 es el MCD.

Para k=5 y £€=0.05 en 15 de las 500 repeticiones el algoritmo del
estimador M de Huber no converge, mientras que para mismo k=5 y

€=0.10 el algoritmo no converge en 12 ocasiones.

El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,X), X=X,

Contaminada Por Variable con £=0.05 y 0.10 y H =U(-5,5)

De acuerdo a los datos que se presentan en el Cuadro 4.33 se
determina que el mejor estimador para el Vector de Medias, cuando
existe un 5% de contaminacion y con k=5, es el DS donde la
distancia promedio al Vector real es 0.035+0.865; mientras que para
la Matriz de Varianzas y Covarianzas los Estimadores M de Huber y
MCD son los que mejor se aproximan al valor real de la Matriz asi

como a los Valores Propios asociados a la misma.
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Cuadro 4.33

Estimadores Robustos

Caso CAU(0,X),X =X, Contaminada £€=0.05 y 0.10 y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

Eps=005 k
5 10
Prarm Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice  Prom Desy [SEES Indice
Clasico | 4053 =+| 4877  — — L2857 £ 4290 N T z
&, Mhuber| 0044 x[ 095 2648 P oroel oots =l o625 P50 B oo7eal 007 2| 0430 Prosr B ooso
& Teic |oom x| 10 FEars Piaezl o013+ oees Fi71e Woeonl 0mz 2| 0462 Diies Bosar
S 2L Bic o045 +| 0958 Fzess B ovzusl 0006+l 0594 [ 1423 | aeal 0012 +| 0407 [os67 | .46z
> MCD o056+l 1029 F2ose Brsasl 003 +l 0615 D1sss B ol 0016 +| 0431 | 0951 | 0.6
DS 0035 +| 0864 | 2185 | 1ozt 0016 +| 0594 | 1401 | e 0014 +| D424 | 0885 | 00464
4 Clasico
o
T Mhuber 10278 £ 7783 52328 | 23463 7091 £ 3788 (26531 Wizaw| sa4e +| 2829 [14787 W 7en
& TBic 12754 t/ 10760 (78584 | 34033l 7eE1 x| 5217 [3ess Wivas| a7z3 | 3ovs (17453 e
$ Bic 10193 +| 8780 [ 62416 | 27130) 6260 +[ 4172 (29072 Basaes! 4502+ 2614 D411 B 71w
2 mcep (11424 x| 9905 | 7e0s2 | oaz19a) 4233 £ 283 1531 | 7aenl 2874 ) 1me6 | 9201 | aea7
o
>  ps 16627 + 14327 |381.452 Biazaas| 5411 +| 3803 | 26458 Waoss7) 4554 +| 2863 [13504 [ cema
Clasico
@ 8§ mhuber [B051 &l 8104 [50260 | 2214208045 +[ 4083 24733 Fanser 6080 + 8033 Fiaor1 Wisss
n § Thic [Fosrz o422 feoz2ee | sz9s7MEB11 «WE7es WE5a0c WS eald7es 8719 W73z WGezs
£ 8 Bic |72 xlas [e1mos | 2ass0l8008 +WMas2 Bses Wiz 7eslioen < Fooes Wisvos Ies1s
= S meo  [7ess +l8237 les216 [ za772) 3100 +[ 3677 16189 | 7ess| 2271 [ 2313 [1044a | 4509
DS B2 +iass Boron Miosfazr +fazee [BEss PuesPams +f296s Fi2a91 | oessy
Eps=0,10 k
5 10
Prom Desy ax Indice  From Desy Max Indice  Prom Desy ax Indice
Clasico | 1593 +| 4373 --- 0900 +| 4641 13.297 +L 4872 -~ -
&, Mhuber| 0019 =+ 0891 [289 I o12esl o012 +| 0895 Fia32 B ossol 0011 2| 0407 | ooes [ ool
£ & TBic |00 +|osn FEs0 Wiesi| oo +f nees [4515 W07z 0m6 +| 030 (s W60
82 Bic o022 +| 0877 [ 289 [ rieel 0011 | 0579 [ 1381 B oes7l 0005 +| 0386 [osso | oast
> MCD 0033 x| 0975 [ 2577 [ ovass| oo | 0615 D14z B oes| 0z +| 0393 Dioss B 0490
DS 0031 +| 0845 | 2471 | 15| 0ot0 +| 0585 | 1292 | ne2e 0007 +| 0393 [osen | 0.3
[4 Clasico -
o
2 Mhuber 10394 2| 7912 |es0e0 | 27765 Boen +f a0 (25424 Pazisileoro £[ 2821 (16493 Weaze
o TBic (13363 =/ 10824 157130 Wena7a| 7917 = 4772 [s0836 Wiasos| 5746 | 3023 [19mes Ia.ave
g Bic 10845 +| 5056 | 95845 [ 2e249) 128 +[ 3751 [ 25633 Maness! 4578 + 2654 (14381 I 7200
2 Mo (11199 2 8316 (65713 | 204090 4316 £] 2826 15212 | va4es| 2885 £) 1743 [ 8820 | 44
>  ps 12046 + 11144 (225472 PRaa71| 5564 +| 3884 (40200 Wiesen) 4506 +| 2473 (14852 B 7320
Clasico
@ 8§ Mhuber FB230 +| 8063 |604e | 255esMBE74 +Baser F2a155 MavsesM620s +Ba0s2 WiSEer 07565
n § Teic WBEi21 «WOiss FE0.023 Wz e MEMa0 +MEEse M2es04 Wage1 e « W8ss W71 W6
£8 Bic [7889 +ls205 Peaoes [ aaosolaoen +Fas0s F2a305 Mirzselaiee «Waos Wsssr 6 o0
= & meo |77 +lesas Frrsis [avoral 3180 | 37a7 |1ear2 | 7936 2304 2| 2260 [ 9232 | asse
DS FEams +Poes FGao14 B ezsPasos +f 4303 [EF 300 Pasaszfaers 0201 Wasn B oe7rs
£=0.05 £=0.10

5.0000
45000
4.0000
35000
3.0000
2.5000
2.0000
1.5000
1.0000
0.5000

0.0000 +

Error Promedio, Estimacion de los Valores Propios K=20

3 4 s 6

1 2
——MHub ——TBisq ——Bisq MCD —Ds

Elaborado por: Néstor Montario P.

5.0000
4.5000
4.0000
3.5000
3.0000
2.5000
2.0000
1.5000
1.0000
0.5000

Error Promedio, Estimacion de los Valores Propios K=20

0.0000
1

2 3
——MHub ——TBisq ——Bisq

MCD ——Ds

231




Para una poblacion contaminada en un 10%; se tiene que las
mejores estimaciones para el Vector de Medias para los diferentes
valores de k, estan dadas por el Estimador DS ubicandose, para el
caso k=5, a una distancia promedio de 0.035+0.864 con respecto al
Vector Real de Medias. Por otro lado, para la Matriz de Varianzas y
Covarianzas, el Estimador que mas se aproxima a la Matriz real es
el M-Huber cuando k=5 con una distancia promedio de 8.2318.063;
situacion que difiere para valores de k=10 y 20 donde el Estimador
MCD es el que mejor estima la Matriz real de Varianzas vy

Covarianzas.

En el presente caso, cuando k=5 y £=0.05 en 30 de las 500
repeticiones el algoritmo del estimador M de Huber no converge,
mientras que para mismo k=5 y £=0.10 el algoritmo no converge

en 18 ocasiones.

El caso de una Poblacion Cauchy CAU(0,Y), X=X,,

Contaminada Por Variable con £=0.05 y 0.10 y H =U(-5,5)

En el Cuadro 4.34 se muestran los resultados de la Simulacién;
permitiendo efectuar inferencias sobre los mejores estimadores
robustos cuando la poblacién tiene un 5% y 10% de contaminacion

para diversos valores de k en cada escenario.
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Asi para k=5 con el 5% de contaminacion, el Estimador DS es el
estimador que se encuentra mas préximo al Vector real de Medias
cuya distancia promedio es 0.041+0.882 y distancia maxima de
2.090, el indice asociado es 1.004; para k=10 se tiene que el
Estimador Bicuadratico se encuentra a una Distancia Promedio de
0.030£0.602 con respecto al Vector de Medias real. Mientras que, el
mejor estimador, para la Matriz de Covarianzas cuando k=5, es el

Bicuadratico con una Distancia Media de 4.871+6.032.

Al incrementar el porcentaje de contaminacion a 10% el promedio de
la estimacién del Vector de Medias resultante al utilizar el Estimador
DS se encuentra a una distancia promedio de 0.028+0.812 con
respecto al Vector de Medias Real; para k=5. Se tiene ademas, que
el Estimador MCD es el méas proximo a la Matriz Real de
Covarianzas para k=5, 10 y 20; con distancia promedio de

5.613+7.297; 2.842+3.588 y 2.051+2.215 respectivamente.

Para k=5 y £=0.05 en 19 de las 500 repeticiones el algoritmo del
estimador M de Huber no converge, mientras que para mismo k=5 vy

£=0.10 el algoritmo no converge en 15 ocasiones.
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Cuadro 4.34

Estimadores Robustos

Caso CAU(0,X),X =X, Contaminada £€=0.05 y 0.10 y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice
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Poblacion Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X

1

Contaminadas bajo el modelo (2.1), con £¢=0.30 y H =N(0,9%))

En el Cuadro 4.35 se observa los resultados de la Simulacion;
permitiendo efectuar inferencias sobre los mejores estimadores
robustos cuando la muestra sigue la Distribucién Normal y cuando
sigue la Distribucién Cauchy, asmbas 30% contaminada y clasificada

para diferentes tamafnos muestrales k.

Asi, al trabajar con datos que provienen de una Distribucién Normal
se tiene que para k=5 y 20, el Estimador Bicuadratico es el
estimador que se encuentra mas proximo al Vector real de Medias;
siendo la distancia promedio, cuando k=5, 0.024+0.639 y el indice
asociado es 0.689; cuando k=10 el Estimador T-Bicuadratico se
encuentra a una Distancia Promedio de 0.017x0.446 con respecto al
Vector de Medias real. Mientras que, el mejor estimador, para la
Matriz de Varianzas y Covarianzas con sus respectivos Valores
Propios, cuando k=5, notoriamente es el Bicuadratico, puesto que el
idice relacionado es 2.684, con una Distancia Media de 0.715+1.783
de la Matriz real; siendo el mismo estimador el que se aproxima a la
Matriz real cuando k=10; para k=20 el Estimador DS es el mejor de

los estimadores que conforman este estudio, debido a que la
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distancia promedio entre la estimacion y el valor real es

0.682+0.962.

Para el caso de la generacidén de datos a partir de una Distribucién
Cauchy, el promedio de la estimacion del Vector de Medias
resultante al utilizar el Estimador DS es el que menor indice presenta
para cuando k toma los valores de 5 y 20 siendo el que mejor se
aproxima al Vector real de Medias; sin embargo para k=10 es
estimador que mas se aproxima es el Bicuadratico con una distancia
promedio de 0.040+0.634. Se tiene ademds, que el Estimador
Bicuadratico es el mas proximo a la Matriz Real de Varianzas vy
Covarianzas para k=5, cuya distancia promedio es 9.166+8.677; y
cuando el valor de k se incrementa a 10 y a 20 el mejor estimador es
el MCD con una distancia de 5.679+5.566 y 4.871%£3.619

respectivamente.

Cuando la muestras son generadar por CAU(0,X), para k=5 en 25

de las 500 repeticiones el algoritmo del estimador M de Huber no

converge.
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Cuadro 4.35

Estimadores Robustos
Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU (0,X), X=X,

Contaminada £=0.30 y H = N(0,9%))

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy hdax Indice  Prom Desy hdax Indice  Prom Desy hdax Indice
Clasico | D025 +| 0897 [ 2203 | 10420 0016 +| 0643 | 1333 | neeal D016 +| 0449 [ 0989 | 0.485
&, Mhuber [0022 +[ 0661 [ 1517 073300017 +| 0465 | 0959 oasol0om [ 032 Forss [ oozes
5 S TBic 0023 £l ogeg [ 1509 [ oo7rallomr x| 0454 | 0921 0464 0007 +| 0312 | 0693 0,339
g 2 Bic 0.024 +| 0639 | 1.405 068900017 +| 0.446 | 0.968 0.477) 0.007 +| 0308 | 0674 0.329
> mMCD 0.024 +[ D693 | 1511 0.745) 0.016 +| 0.449 | 0976 o.480) 0006 +| 0316 [ 0730 0,351
DS oma +l 06w [ 1603 [ o7zl 0016 2] 0453 | oo o4e1) 0008 x| 0313 | 0@9s 0,339
©  Clasico | 7.060 +| 2,988 | 20.090 [10.046) B.518 £ 2267 [13.513 [ 7.433 B.OBS +| 1.701 [11.076 [ 6.287
‘S Mhuber | 1936 x| 1280 | 6088 3101 1508 + 0927 | 3.867 2,099 1.256 + 0626 | 3.008 1.630
o TBic 1704 | 1380 | 7.935 3666 1164 £ 0929 | 3545 1,679 0938 + 065 | 2.926 1.507
g Bic 1301 + 1166 | 4533 2,335 1.047 £ 0866 | 3.219 1,711 0.880 + 0642 | 2674 1,398
2 mcp 2628 £ 1697 | 770 [ aooel 1545 + 1027 | 5159 2,577 1176 + 0709 | 2.988 1.624
> ps 1472 + 1229 | 5453 2,718 1.061 + 0870 | 3701 1,677 0886 + 0658 | 2642 1,395
Clasico 05,439 + 4821 M9.370 B o000 5387 +3635 W32 B 743605260 +W2549 W0G84 B 6231
%E Mhuber | 1358 +| 1934 | 6567 zesl 1173 £] 1348 | 4159 22270 1052 +| o83 | 3142 1,695
n & TBic 086 [ 2169 Fo24s a100f 0800 +| 1324 | 4003 20650 0734 +| 0947 | 3087 1,579
= § Bic 0715 +| 1783 | 5554 260a] 0722 +| 1311 | 3676 1.003] 0689 +| 0874 | 2866 1.477
Z2 meo [17a4 tl2ess [eess [ oassif 1123 +[ 1589 [5416 [ 2709) 0945 +f 1000 | 3098 [ 1680
DS 0683 +| 2084 | 7024 3.254] 0681 +| 1374 | 1278 2111) 0682 +| 0962 | 2783 1,475
k
5 10 20
Prom Desy hdax Indice  Prom Desy hdax Indice  Prom Desy hdax Indice
Clasico | 5106 +| 3.766 0.959 =+ 3407 1.462 +|.3.895
&, Mhuber | 0043 £ 0502 [ 2588 I 117e) 0039 +| oes7r | 1487 0721 0014 +| 0462 | 1046 0.507
5 S TBic o064 +| 1058 F2o7s Wiaes| 004 | oz Dirre Wossz| 0019 = 056 a7 oeas
32 Bic noss x| 0o4s D2ree B 12en] o040 2] 0634 | 1447 0707 0015 +| 0452 | 1082 0.506
> mMCD 0066 +| 095 P2oo0 Pisiel cosz #f o7or Pieze Woesz| ooos z| o491 107 0.523
DS 0060 +| 0674 | 2384 1106 0041 +| 0612 | 1.542 0,732 0011 +| 0462 | 1.026 0,499
2 Clasico
S Mhuber (13435 +| 5573 41530 | 2017312264 +| 4749 33144 Pae71sl 11519 £ 3584 [ 21.024 Piz.0az
& TBic 14276 +| 8978 63392 W2sse2[ 12899 +[ 6121 (30083 Wiaze1/ 11040 +| 4386 [ 23177 Pzea
8 Bic 11904 £ 7269 | 43934 | 20006 10351 | 4842 [35720 Pieom | 9683 = 3918 [21.015 P53
2 mcp 1881 £ 7525 [51.066 [ 23,390 7400 +| 4195 20525 | 13.706] 5888 x| 2819 [ 16083 | m2s7
> ps 15642 +[ 12397 [79.120 a5, 720 10560 = 5979 | 45279 Waneos! 9204 ) 3703 [ 21802 Pi1ses
Clasico - - - - - --

Mhuber [91.098 +| 5662 | 41.275 | 19670565 +| 5622 [30.459 Pase1sloire +F 4060 B20ooz Ba1.aas
TBic Moi142 +Wos21 BB1540 Warson M0s2e W84 BE6531 WiaaazM8a06 +WEe0s 25673 Wiz.ess

Matriz de
Covarianzas

Bic [9166 +l8677 l44689 | 2082408611 P60 P52me7 Pass1alBass +Paz66 P20.560 Pinoss
MCD g243 +l816s [asesz | zzo0e7) 5679 =] 5566 |27ess | 13046 4871 £] 3mis [15351 [ 7947
DS Pizeo P22 Wiisx Waam:lEess +Peazs B8535 WiaascP7oms a3 Bioss Piias

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Poblacion Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X

1

Contaminadas bajo el modelo (2.1), con £€=0.30 y H =Uesf (d =5)

Para el caso de muestras generadas a partir de la Distribucién
Normal, cuando k toma el valor de 5 se obtiene que el estimador que
mas se aproxima al verdadero valor del Vector de Medias, en
relacion a los demas estimadores, es el Estimador M-Huber cuya
distancia promedio al vector real es 0.021+0.609 con un indice
asociado de 0.683. Bajo el mismo razonamiento, el Estimador M-
Huber sigue siendo el mejor estimador con distancia promedio de
0.007+0.433 y con 0.463 como indice cuando k toma el valor de 10
mientras que cuando k=20 el estimador MCD es el mejor, su
distancia promedio es 0.005+0.314. El mejor estimador para la
Matriz de Covarianzas y sus Valores Propios correspondientes, para
todos los valores de k es el Estimador M-Huber, ademas es el que
se encuentra a una distancia mas cercana con respecto a la Matriz

de Covarianzas poblacional (Véase Cuadro 4.36)

Por otro lado, cuando se tienen datos a partir de una Distribucién
Cauchy, los estimadores que presentan menor Sesgo Promedio
Total con respecto a los Valores Propios son el Estimador M de

Huber y el Bicuadratico. Se tiene ademéas que el mejor estimador
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para la Matriz de Covarianza para k=5 es el estimador M de Huber

mientras que para k=10 y k=20 es el Estimador MCD

Cuadro 4.36

Estimadores Robustos
Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada £€=0.30 y H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice
Clasico | 0021 +| 0659 | 1300 | o0.6e0l 0003 +| 0469 | 1.040 [ o.50sf 0011 =/ 0320 | 0684 | 0338
2, Mhuber | 0021 £ 0609 Frag [ ooeesl o007 +| 0433 | 003 | osesfiooor + 030 | 0677 [ 033
» & TBic [oss Foese M7z Woeoalone +foas Fiies l o.sanl oo +P03e Fo7os B o343
g2 Bic oo2s +f 0613 Diare B oososfooio +f o441 Fiors Bosos! oms «f 034 Fo7iz B oosas
> MCD o022 +foesr D1sme B ozslooo +Posss Fiaos Boszql ooos +foEs Dorso Woseo
DS oozs +Poees 16w orlooo +0o4o Fioo Poso ooos [ o314 foriz B oosas
® Clasico | 1453 + 0819 | 3560 | 1946 1.328 | 0619 | 3031 L Leen| 1294 +| 0489 | 2364 [ 137
S Mhuber| 0558 £ 0767 | 2667 | 1331 0368 +| 0863 | 1724 | oses| 0289 | 0397 | 1089 | o.ses
o Thic [ 1595 + 1266 | 6o B 29s4l 1085 «[ 0a77 [ 3485 Wieis) 09w+ oeoo | 2632 B1ase
3 Bic 1497 £ 1072 [ 3917 B zoe2l 0962 +[ 0847 [ 3408 B a7e7l 0858 x| oss1 [ 2543 aaar
S mMop 2463 +[ 1503 [ 7367 Wagesl 1403 0925 [ 3mss Wzoenl 1425 +l 0642 (2947 BLsn
> ps 1272 + 1274 [ 58 279 0oos +| oese | 2955 B 5wl 07w+l oz [ 2523 ism
Clasico 1.346 +R1.811 B5531 B zooslze1 +B1275 Bdios Bhz221 264 +B0so0 B8o74 1743
P 8 Mhuber | 0254 £) 1273 | 3880 | veozl 0195 +[ o879 | 2463 | 1a73[ 0189+ 0602 | 1483 | 07e
w § TBic Foso 0214 W12 Wasssloras M0 PSo0r Wissslors «Paas B27es 147
£ 5 Bic [Foess +liees Faem I zssoloess «MHose BBess Wasxolnere +Miesr BE7ss WLz
Z 2 mco [Wiezs :MEsoe Been WassWion :Wia7z Wass Wazesfooz +Boees BEar0 ies:
DS [o464 +P1032 PEer B zosfoszo +0i324 Paeae B 1eofoeos +Poesn Forzs B 1408
k
5 10
Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice
Clasico | 3577 +| 4034 - — l23m0 +[3@s - —  L4a6 x| 3 -
g, Mhuber| 0018 £ 0904 | 2243 | voss| oois x| osaw [1e0 [ooees| 0007 x| 0412 [0947 [ o455
» 8 TBic |06 «l 1053 F27s2 Wiazerl ooz +f o7e7 Mi72s Woesz o7 [ 0525 Fi31s Weir
g2 Bic o019 +| oove F27sr Bazsi| 0ot x| oesz 1412 | oessl ooo2 | o453 Dross B o
> MCD oo2s +| 1037 F27r Bazeo] o017zl o7ie Faesz Wosos| ooos | o4se [10es B ooz
DS o041 +| o852 [ 2316 | voes| 0019 x| 0628 | 1289 | oeas| ooos #| 0436 | 0927 | o.ase
4 Clasico
S Mhuber | 10567 +| 6030 | 46.356 | 20984 8962 +| 4511 |37.307 [ 16923) 8405 | 3260 [21.313 [ 10993
& Thic [19203 £ 13917 (101350 [ aa.823[ 17454 +[ 10151 [67.620 W8le0s 14420 +| G674 [55.136 WE5.410
3  Bic 14860 + 10828 (81751 [ assae 12678 «[ 7201 (42285 B 20721011778 +| 5238 [43956 a0 324
S mcp (13186 +| 8902 55982 | 26016l 7835 2l 4848 (3373 | 1547l 5547 | 2889 (16813 | 827
>  ps 27565 +| 21373 (265311 01416 14.267 +| 9803 [74504 WE2ee1 11262 +| 5631 (39784 Pasece
Clasico
P & Mhuber | 8664 +| 5709 [43840 | 1973807786 [ 5181 [35738 [ 16237530 [ 3716 [19.385 [ 1021
v § TBic Fiases +M3562 Mo2os I as.as: Midnes «Mioese F27es WE2se: 220 «I761s a1 a1 o0
£ 5 Bic P13 +Fiosa leaenz FasasoMinsa «B7721 Barois FaszeoliDon: + W66 BB6a07 W7.515
Z 2 moo 9510 +forz [s7o01 | 25.ms3f 6030 x| 5449 | 20620 | 137000 4600 | 3437 [ 16264 | s103
DS Sio7s + 8602 [B70.720 Moz.e0z M1 7os + 5500 0072 Panas0lerss + 6146 BE4m10 Pie.s00

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Poblacion Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X

2

Contaminadas bajo el modelo (2.1), con £€=0.30 y H =Uesf (d =5)

De acuerdo a los resultados que se presentan en el Cuadro 4.37 se
determina que el mejor estimador para el Vector de Medias, cuando
se trabaja con datos que siguen una Distribucién Normal, con k=5,
es el Bicuadratico cuya distancia promedio al Vector de Medias
verdadero es 0.028+0.671; cuando k varia a 10 el estimador més
cercano es el T-Bicuadratico ubicado a una distancia promedio de
0.013+0.481 del Vector real y es el Estimador MCD el que obtiene
menor distancia promedio, 0.005+0.275, cuando k=20. Mientras que
para la Matriz de Varianzas y Covarianzas el Estimador MCD junto

con el Bicuadratico son los que “mejor” se aproximana X=X,.

Cuando se trabaja con una Muestra con datos que se generan a
partir de una Distribucién Cauchy, se observa que las mejores
estimaciones para el Vector de Medias para los diferentes valores de
K, estdn dadas por los Estimadores M de Huber y Bicuadratico. Por
otro lado, para la Matriz de Varianzas y Covarianzas, el Estimador

gue mas se aproxima al verdadero valor de X =X, es el Bicuadratico

cuando k=5 y el MCD para los dos valores restantes de k.
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Cuadro 4.37

Estimadores Robustos
Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU (0,X), X=X,
Contaminada £€=0.30 y H =Uesf(d =5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy  Max  Indice Prom Desy  Max  Indice Prom Desy  Max  Indice
Clasico | 0.025 +| 0654 [ 1.445 | 0711 0016 +| 0456 | 0.946 | 0.47300011 +[0.315 [0.725 | 0.351
2, Mhuber (0026 +|0639 L1431 | ne99l0016 +/ 0434 0951 | 04e7l0009 +/ 0306 | 0679 | 0331
5 S TBic ooz = fo7ss Fses Bo7esl oms = Foasr Frozo l 0,505, 0.009 [ 0337 [o7ar [ 0.361
g2 Bic 0028 +[0671 | 1.360 | oeseloo1s +lo443 Fro21 Fosss/ooos +[l0315 [o69s [ o240
> McD 003 +007e9 (1511 Pormloos «fo4se Fiize Wosas| ooos + 0544 Fo746 0366
DS ooz +Po7s7 Mess Wasis ooz +lo47s F1oss Pasiefoomn +[o327 foves aae:
®  Clasico 1776 + 0660 3324 | 1920 1436 + 0498 2614 | 1513 1302 + 0336 2274 | 1.304
& Mhuber 1465 + 0747 (3202 | 1804/ 1083 #0540 2457 | 1360/ 0905 + 0358 [ 1671 [ 1084
o  TBic 1991 + 1234 [ 5704 W2o7e 1231 /0751 (2998 P 1ee0l0909 +/o448 [ 1976 [ 1111
8 Bic 1393 + 0859 | 3432 | 1895 0981 +/0683 | 2502 | 13480744 +l0401 | 1792 [ 0979
£ mo 2989 + 1389 [ 7.226 Wseee 1643 +| 0802 | 36os W2oar) 1204 +| 0492 [ 2520 1405
> ps 1752 + 1219 | 4959 | 2643 1085 £/ 0680 | 3216 | 1660/ 0801 £ 0434 | 1878 | 1.038
Clasico 1303 #1793 | 5518 | 287601243 +[ 1249 [ 3813 | 210401232 +[08s6 [3130 [ 1.750
@ E Mhuber | 0955 +| 1680 | 5176 | 2.eo0slDEs4 +| 1185 | 3807 | 1a7zlo814 +| 0804 [ 2749 | 1.456
~ 5 Teic [lows +023m BBess Waoeslors + My Bisre Boosalosro « MBoa0 13 Fases
= S Bic o697 +[1789 [ 5683 | z72slo617 £[1.191 | 3690 | 1832|0888 +lo0828 | 2660 | 1.359
295 mco  Wes +WSoos Hoss WSz Miiss : Wie7: WE700 W2iess Mooes + Ifioss I82s Wiess
DS loras =267 Brrsr B asszl o576 +[iac9 Faso2 [ ozosslosar «Pooos [2796 [ 1.430
k
5 10 20

Prom Desy Ilay Indice  Prom Desy Ilax Indice  Prom Desy Ilax Indice

Clasico | 1.071 +| 3644  — 1912 £/ 3930 - 1781 £/ 3820 - -
&, Mhuber| 0038 x| 086 | 1762 | osssl 0019 x| oser | 1384 | wess| ooos x| 0407 [o8e3 [ ez
» & TBic |oos +loor2 F2ors WiLoss| oos < 0e3s Wia2r Woess| 000 £ 0439 Foo41 Bo.ae3
g2 Bic 003 ¢l 0832 L1822 | oesrl 006 x| 0577 [ 1368 | oesal 0oos 2| 0393 | o4 | ooas
> MCD 0042 +| 0932 P21z o) o3 | oero Diazn Wo7or| oois £f o4ss Pioss osos
DS 0032 +| 0914 [19o0 B osms| 006 #| 0637 1404 P oese| 0011 2| 0450 foost B o4es

3 Clasico - ---
‘2 Mhuber | 5357 +| 2421 [17.037 | se1s/ 563z 2| 1867 (13008 W essz2l 6221 | 1241 [Bss0 Wsous
o TBic | 70635 = 3155 24952 Wii72a4l 6772 ) 1860 (1041 [ ezzal 5307 +) 1332 [ 8706 s1s
£ Bic 5649 +| 2497 (15515 | 7ee7l 5274 | 188 (10917 [ cozel soe0 £| 1415 [ goor B 4ess
2 Mo 7205 +| 2933 [18052 B a9 5043 xf 1904 10043 | see3l 4271 x[ 1205 | 7423 | 4330
>  ps 7477 +| 3904 | 29155 Wias13) 5684 x| 2107 (17398 [e3se| 5208 = 1454 | a7or Bsaz0

Clasico
o 8 Mhuber BEE <[ 3679 [22.480 [ 10525 W21 +| 3150 Wis2es I 7.eeo e «| 2154 Fioazs [ s.ee
o & TBic Fasz «WEer2 Besss Wiaza:MEnss + 05772 Pass B 7esolB0n +F2s30 Mosss Weaa:
£ § Bic 4500 +Pa3s7 [19777 | asssParzz :l a0 (13257 | 7oseld7es zP2362 Fio4os B sees
E2 meo Peiez :WBio0 [23.232 Fivass| 4031 +[88es (13499 | voss| 3807 +B2ese [10464 | s.sa2
DS PEzs2 +PEo72 BEers1 WieomzParis +Phosr PSos2 Wazeclarss P8 Wirsr Weasz

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Poblacion Normal N(0.X) y Cauchy CAU(0,X), X=I,
Contaminadas bajo el modelo (2.1), con £=030 vy

H =N(0.537a,,9%))

De la simulacion se concluye que cuando la Muestra es generada a
través de la Distribucion Normal se tiene que para k=5 y 10, el
Estimador Bicuadratico es el que mejor estima al Vector de Medias,
en particular, cuando k=5, su Distancia Promedio es igual a
0.019+0.607, mientras que su peor estimacién se encuentra a una
distancia de 1.323, obteniendo asi indice de 0.649; cuando k=10 su
Distancia Promedio es igual a 0.023+0.435, mientras que su peor
estimacion se encuentra a una distancia de 0.944, obteniendo asi

indice de 0.467; para los Valores Propios asociados a x=x, el

Estimador M-Huber es el mejor estimador para todos los tamafnos

muestrales estudiados (véase el Cuadro 4.38)

Para el caso de la generacién de datos a partir de una Distribucién
Cauchy, el Estimador M-Huber es el que menor indice presenta para
cuando k toma el valor de 5 mientras que para k=10 y 20 el
estimador que mas se aproxima es el DS con una distancia
promedio de 0.026+0.628 y 0.017+0.445 respectivamente. Se tiene
ademas, para k=10 y k=20 el Estimador MCD es el mas proximo al

verdadero valor de la Matriz de Covarianzas y los Valores Propios.
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Cuadro 4.38

Estimadores Robustos
Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU (0,X), X=X,

Contaminada €=0.30 y H = N(0.537a,,,9%))

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy hax Indice  Prom Desy hax Indice  Prom Desy hax Indice
Clasico | 0135 =+, 0889 | 2335 [ 11200 0132 +| 0600 [ 1481 [ 07370 0127 =| 0459 | 1.160 L 0,585
2, Mhuber [0.052 +[ 0648 [ 1573 [ o7s7loosz +| 04m [ 1.0% o507 0044 +| 039 [ 0748 0.370
5.2 TBic | 0013 +[ 0671 | 1.469 0718 0022 +| 0451 | 09w n.4ss| 0011 +| 0305 | 0E74 0.331
$ 2 Bic ome +| oeor | o133 ne4s 0023 =] 0435 | 0544 n.467| 0.010 +| 0305 | oEse n.338
> MCD 0020 +| 0649 | 1450 o706 0023 +| 0448 | 0976 n.432| 0.010 +| 0305 | 0691 0.335
DS o020 +[ oes0 | o145 0.729] 0022 +[ 0459 | 083 n.4ss] 0011 +| 0313 | 0Bz 0.340
@ Clasico 7174 +| 3146 15910 [ 87430 6303 & 2273 (11974 [ 6850 B.O79 +| 1.733 | 10.291 [ 6034
S Mhuber | 1386 *| 1137 | 4652 2.392) 0913 + 0719 | 2803 1473 0768 + 0556 | 2045 1.123
&  TBic 1575 +| 1424 | B30 3116 1.086 +| 0891 | 3.0% 1663 0929 +| 0637 | 2.801 1.455
8 Bic 1191+ 1143 | 4443 2261 0.940 +| 0775 | 3423 1613 0871 + 0610 | 2438 1,305
< mcp 2459 +| 1549 | 7516 | ssal 1385 | o897 | 4026 2103 1127 +| 0680 | 2742 1.516
> ps 1373 + 1252 | 5763 2796 0.942 x| 0828 | 3430 1633 0859 +| 0630 | 2420 1.303
Clasico | 5531 +[ 6061 (18995 [ 886205236 +[ 3501 [127% [ 7ivel 6253 +l 2575 10718 L 6182
%E Mhuber | 0825 +| 1891 [ 5754 2780 0667 +| 1073 | 32 1673] 0610 +| 0786 | 2487 1.174
w5 TBic losrw :l208 [6a0s 3139l 0735 +[ 1294 | 3749 1926] 0729 +[ 0899 [ 2991 1.520
= § Bic 0647 +| 1697 | 4245 2430] 0650 +| 1979 | 3742 1857] 0684 +| osss | 2711 1.418
= S mco  Frest +fzsm Frsa soozl 1011+l 1411 [ a6 2017l 0908 [ 0942 [ 293 1.594
DS o609 +| 1972 | Gass 3146 0583 +| 1285 | 3842 1903 0659 +| 0900 | 2Ess 1,405
k
5 10
Prom Desy hax Indice  Prom Desy Masx Indice  Prom Desy hax Indice
Clasico | B348 +| 3.902 5133 +| 3680 5230 +| 3806
8, Mhuber| 009 [ 08% | 2292 1095) 0oa2 =) o637 [ 1575 B oo7esl 0073+ ose0 [1258 B 0597
£ & Teic | o074 x| 100 (3130 Piazz| 0053 2[ o7oo P2orr Wos7e| 0033 =) osst Diass oess
22 Bic 0070 +| ooes F2737 B 1258l 0063 :| oees [ 1556 [ oo7er| 0059 x| 0447 Draes B oosss
= McD 0058 =) 1044 F2886 B 13es] 0033 [ 0719 [ 1554 B a7es| 007 2| 0477 Fiz7r B osao
DS 0047 +| 0839 [2602 | 1163 0026 | oB2e | 1456 0.704) 0m7 +| 0445 | 1070 0.511
g Clasico
‘S Mhuber [14.180 +| 5259 | 40.493 | 20.310(13.232 | 5584 (31719 [1s.838[ 12477 +| 3994 (26799 Wa.az3
o TBic 17478 = 10608 117.340 W as.are 15567 = 8200 | 49556 W2a.4s1/ 13891 +| 5236 | 32865 7131
g Bic 12732 +| 8582 (40318 | 2054410813 +| 5418 [ 29393 [ 1520810087 +| 4161 (23274 P12.508
S mcp 12604 | 9195 [59.783 [ 27195 7827 = 4512 [ 24892 | 12410 5843 | 2833 15074 | o34
> ps 24623 +|23.300 [144.045 Pea.s00 [ 14828 + 10302 [ 61195 25,443 12219 = 6oot 0627 Pe.aiz
Clasico - - - -

Mhuber [11.730 +| 7262 37973 | 1s.988 B4 6203 [30351 [ asoisliioie «Pasze [2arer Pisam

wn
v © +
e % TBic [2450 +[i2994 24410 Was.001 254 + 850 BE3262 WEs 119 Mis70 + WEses 80090 e oso
£ 8 Bic 9754 [ o556 42007 | z043sf0052 [ 6271 (20192 [ 1a0:elErer +Pasr2 Biser Piie
Z 2o mo ao79 +foms Peo179 [ 2e016] 6116 +| 5625 [ 25124 | 12.288] 4861 «| 3555 [14.042 | 7.286
DS Pigeos + Fooes FE2000 WSe.aze 2245 + 0136 PE013r P2aa7:Bi0ss2 + 650 [58Ezs Wissse

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Poblacion Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminadas bajo el modelo (2.1), con £=030 vy

H =N(0.537a,,9%,)

De acuerdo a los resultados que se presentan en el Cuadro 4.39 se
determina que el mejor estimador para el Vector de Medias, cuando
se trabaja con datos que siguen una Distribucion Normal, con k=5 y
10, es el Bicuadratico cuya distancia promedio al Vector de Medias
verdadero es 0.024+0.628 y 0.006+0.446 respectivamente; cuando k
varia a 20 el Estimador T-Bicuadratico es el que obtiene menor
distancia promedio, 0.014+0.309, sin embargo son los Estimadores
MCD vy Bicuadratico los que alcanzan menor indice. Mientras que
para la Matriz de Varianzas y Covarianzas el Estimador MCD junto

con el Bicuadratico son los que “mejor” se aproximan a X=X, y a

los Valores Propios asociados a la misma.

Cuando se trabaja con una Muestra con datos que se generan a
partir de una Distribucion Cauchy, se observa que la mejor
estimacion de los Valores Propios asociados a la Matriz de
Varianzas y Covarianzas para los diferentes valores de k, estd dadas
por el Estimador MCD, por otro lado, para la Matriz de Varianzas y

Covarianzas, el Estimador que mas se aproxima al verdadero valor
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de X=X, es el Bicuadratico cuando k=5 y el MCD para los dos
valores restantes de k.

Cuadro 4.39

Estimadores Robustos
Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,

Contaminada € =0.30 y H = N(0.537a,,9%,)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice
Clasico | 0135 +| 0883 [ 233 [ 112000132 +[ 0600 [ 1481 [ 073700127 +[ 0469 | 1160 | 0.585
2, Mhuber F00s2 +[ 0648 (1573 [ ors7loos2 +f 0431 [10% [ oosorlooss +f o9 [o748 [ oosw
& Teic |om3 tfoen 140 [ omsl 002 +l o [ oo n.aesl 0011 %/ 0306 | 0674 | oam
g2 Bic 0019 +| 0607 | 1323 | oeasl 0023 #| 0435 | 0944 | 0467/ 000 +/ 0306 [ 0693 [ 0338
> MCD 0020 +[ 0649 [ 1450 [ o7oel 0023 #f 0448 [ 0976 [ o0.gs2| oo +| 0305 | oeo 0.335
DS 0020 +/ o060 [ 1487 | o7eel ooz #f 0459 [ 0983 | o.ass| 0011 +| 0313 [ 0695 [ o4
@ Qasico | 7.174 * 3146 16910 [ 87430 B303 + 2273 [11.974 [ 68s0l 6079 + 1733 10290 [ 6.034
‘S Mhuber | 1335 +| 1137 | 4852 | z2392) 0913 2/ 0719 [ 2803 | vavel o7es | 0sss | 2048 | 129
o TBic | 1575 £ 1424 [ 6350 | 3116 1086 +| 08w | 303 1663 0929 + 0B | 2801 1.455
g Bic 1191 +| 1149 | 4443 | 2261 0940 +| 0775 | 3123 | 1613 0871 +| 0610 | 2435 [ 1308
S mMcp 2459 +| 15493 [ 7516 | aeal 1385 +/ 0897 [ 4026 [ 2103l 1127 +/ oeeo | 2742 [ 1516
> ps 1373 +| 1252 | 5763 | 2796 0942 + 0828 3130 | 1633 0859 +| 0630 | 2420 | 1303
Clasico 05,531 + 5061 BB995 B o862 05236 +RE501 MM2798 B 7i7sl5.253 +R2srs BD716 B 6182
%E Mhuber | 0895 +| 1691 | 5750 | 27m0) oee7 +| 1073 | 328 1673 0610 | 0756 [ 2157 | 1174
w & TBic 0827 tl2086 (6505 [ ozl o7as s 1200 [ 3749 [ 1926l 0729 +[ omes | 293 1.520
£ 5 Bic 0647 +| 1697 | 4946 | 2a30] 0es0 = 1478 [ 3742 | 1857 omes =[ omes [ 2711 1.418
Z 2 moo 1651 0250 [7524 [ gm0zl 1011 201411 Pases | ozarvlooos +f ooa2 [ 293 1.594
DS 0609 +| 1972 [eese | aaael 0sm3 #f 1085 [ 3842 | 1.003f 0Bs9 +[ oS0 [ 2655 | 1.40s
k
5 10
From Desy hdax Indice  Prom Desy hax Indice  Prom Desy hdax Indice
Clasico | 5345 +| 3802  — — [B133 +l3eE0 — 8230 x| 3806 -
& Mhuber | 0095 x| 08% | 2292 noss| oos2 +| oBxr (1578 B oo7eal 0073 «| o4e0 Di2s8 B o.ss7
5 & Teic |o0074 x[ 100 8430 P1a33] 0053 +| oroo P2or7 Wno7s| 0033 +| nsst P54 Wneso
g2 Bic 0070 +[ ooes F2737 B 125sl 0063 :| oees [ 1556 0 o7erl 0059 +| 0447 Draes B oosse
> MCD ooss +| 104 P20 1363l 033+l 0719 D154 B oo7esl 0017« 0477 Fizer B ose0
DS 0047 +| 0839 [ 2R02 1163 0026 +| 0628 | 1456 | o704/ 0017 #| 0445 | 1070 | o
4 Clasico
‘S Mhuber (12180 +| §250 | 40493 | 20310013232 £ 5584 (31719 Wismae (12477 +[ 3991 (26799 W23
o Thic [17.478 +[ 10609 [117.340 Was.a7e 15557 +| 8290 [ 40506 W2a.4s1 13591 +[ 523 3286 BA71m
8 Bic 12732 +| 6562|4038 | 20544010813 | 5418 [20393 [ 15208/ 10087 +) 4160 [23.274 Waz.s0s
2 mcp (12604 | 9198 (89783 [ avass| 7827 = 4512 (24892 | 12410 5643 +| 2883 15074 [ 7934
> ps 24,623 + 23300 [144.045 R3990 14828 + 10302 [&1.198 644312219 + | 6091 [a067 PHeaa
Clasico
@ 8 Mhuber F11730 +| 7262 [37.973 | 18900411 <6293 Fanast Fasoweliinie «Facs [a7er Wisar
n § TBic [24s0 +F2s04 H24410 Was 001 Bi2554 +M8as0 BE32e2 Wzs11s Bfisro « WE50s M0ines Wie.oes
£ 8 Bic 9754 [ o556 42007 | z043sf8052 =l 6271 (29192 [ 140selErer +Paer2 Biser Paie
Z 2 moo 8979 +lom91 [s9.179 [ 26016l 6116 = 5625 [25124 | 12288 4861 +| 3555 14042 | 7.8
DS Pigeos + Fooes FE2000 WSe.aze 2245 + 0136 PE013r P2aa7:Bi0ss2 + 650 [58Ezs Wissse

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Poblacion Normal N(0.X) y Cauchy CAU(0,X), X=I,

Contaminadas Por Variable, con £=0.30 y H = N(0,9)

De la simulacion se concluye que cuando la Muestra es generada a
través de la Distribucion Normal se tiene que para k=5 y 20, el
Estimador M-Huber y el Bicuadratico son los estimadores que se
encuentra mas préximos al Vector real de Medias; siendo la
distancia promedio, para el primero cuando k=5, 0.010+0.561, y el
indice asociado es 0.611 para ambos; cuando k=10 el Estimador M-
Huber se encuentra a una Distancia Promedio de 0.019+0.409 con
respecto al Vector de Medias real. Mientras que, el mejor estimador,
para la Matriz de Varianzas y Covarianzas con sus respectivos
Valores Propios, cuando k=5, notoriamente es el M-Huber, puesto
que el indice relacionado es 1.381, con una Distancia Media de
0.248+1.114 de la Matriz real; siendo el mismo estimador el que se

aproxima a la Matriz real cuando k=10 y 20. (véase Cuadro 4.40)

Para el caso de la generacién de datos a partir de una Distribucién
Cauchy, el promedio de la estimacién del Vector de Medias
resultante al utilizar el Estimador M-Huber es el que menor indice
presenta para cuando k toma los valores de 5 y 20 siendo el que

mejor se aproxima al Vector real de Medias; sin embargo para k=10
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es estimador que mas se aproxima es el Bicuadratico con una

distancia promedio de 0.015+0.544.

Cuadro 4.40

Estimadores Robustos
Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada € =0.30 y H = N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy  Max  Indice Prom Desy  Max  Indice Prom Desy  Max  Indice
Clasico | 0015 +| 0707 | 1600 | 0.774) 0022 +| 0450 | 1.011 | 0.494) 0008 +| 0298 | 0.648 | 0.318
2, Mhuber [0010 +l0561 [ 1263 | oenfos £/ 0409 (0878 | n.a3sioooe | 0281 0676 | nan
s .S TBic omo +Poeso Frass Boqn ooe +| 0408 e Moo fooos + 00296 Foess Foaaz
g2 Bic 0009 /0572 [ 1253 | oe11l0018 +/ 0408 [0906 [ oa4aafooor +lo2s7 [oesr [ oosz
> MCD oooe +P0Ees [1471 Woraloois o442 Fioie Woassfooor +fo29s Forze Wo.sas
DS 0013 + 0645 [1.498 Po.rzolo019 + 0454 Foos7 Woaeo| ooos + 0299 [o741 o.sas
@ Clasico | 2707 + 1662 [ 7523 (18964 1.440 =/ 1002 4475 [N2.305 D742 +|0B05 | 2432 [1.260
S Mhuber |0535 * 0659 | 2125 | 1106 0341 #0532 [ 1.358 | 0744/ 0227 #0402 | 1.054 | 0561
o  TBic 1215 + 1118 [ 4742 P 2358 0503 +/ 0690 2624 [ 1272/ 0300 +/o465 [ 1430 [ 0732
g  Bic 0806 +/ 0910 3645 [ 1787 0415 +£ 0632 (1891 [ 0979 0266 + 0449 | 1398 [ 0704
2 mo 2124 +/ 1383 [ 6376 We29a 0656 +lo7es |28 F1s13/ 0414 +/ 0507 [ 1.805 [o.909
>  ps 1006 + 1.083 3649 | 1906 0543 + 0716 2118 | 1126 0325 + 0510 155 | 0.797
Clasico | 2126 +| 2026 12145 | 5.766 L1208 =+ 1.779 [B.416 | 3124 0644 +[1.013 (3817 [ 1.758
@ E Mhuber | 0248 +[ 1114 [ 2782 | 13s1[0165 0796 | 1879 | osavloore x| o582 | 1397 | o686
= I B I I 1 B " I I r ¥ I
w & TBic (o408 +P1m9 feros D oerrlotan «fose F2omo [o1a7olooez +foeso f1e07 [ oo.seo
= S Bic 0259 +[1466 [ 4011 [ 1912|0084 +lo0osm [2493 | 1275|0053 «loesr [1.712 | oso7
22 meo  Mos +02am Wer Bavslosn «Foe7 Faest Fosoofo2r7 +Fo7se F2is Foow
DS 0171 =F1767 Fasz2 | 2ase| oo +F1137 Fao86 [ 1430 oosr = fores Froir [ ooos
k
5 10
Prom Desy Ilax Indice  Prom Desy Iax Indice  Prom Desy Ilax Indice
Clasico | 1995 +| 4485 — 14870 £| 4343 — L2676 *| 4476 -
2, Mhuber| 0014 x| 0846 | 2148 | 1oos) 0021 £ 0571 (4438 Poe7s ooos +f 0390 | os03 | ooese
5 & TBic |oow zlooy F2es Piz0al omz +l ost1 F1z9s B oeanl oooe +| os10 Daose Base
g2 Bic 003 +| osz P27 B vos) 0015 2| 0544 [ 1212 | assol 0007 & 03ss fosss [ ooarr
> MCD 0024 | 0896 Fzaze B 15| ooz £ 0553 D311 B aess| oo z| 03ss Fosss B ooa:
DS 0023 +| osoe [ 2251 | voze oot ) 053 | 1218 | ose7| ooos +] o3ss [ oso | oo.a0a
4 Clasico
o
2 Mhuber | 9344 | 5479 44991 | 202580 6523 £l 4048 (27164 Wizs7el 6707 2l 2365 (14505 WTsss
& TBic 12185 +| 9831 88331 WEevez| 7270 +| 4966 [3ze03 Wlasas| 5307+ 2573 (a7 B ase
g Bic 9607 +[ 8111 (43365 [ sl 6746 +[ 3001 (25963 Wramo[ ap1s +[ 2233 [1as0n W6 7ss
2 mMop 8459 + 6133 48850 | 212470 3724 ) 2571 [13.445 | essol 2673 £ 1538 | 6140 | ai3a
> ps o668 + 8542 93567 WEvnzse 5128+ avoa [ 41090 Weeaz) 4412 x| 2216 (13026 B k552
Clasico
@ 8 Mhuber 7450 +| 6o01 4605 | 03 WB64 +Bd2m 23380 WinossBE00 +F262s WEses WT.007
v & TBic BE57 8507 FEEsss WEa4s:WETe +WEi6s W800s0 Wiaees Maass =024 WEsos 07306
£5 pic Fram sW7rsr 47007 | so.ceaWaees « W27 B2om Winza:B8ee1 +Fosm M2sra Weass
Z2 moo 5955 +| 6.810 [53.378 | 22048 2791 +| 3248 [ 13893 | eeaal 2188 =+ 2042 | 8306 | aam
DS Friaz +0vres BEioes WazomPaios +Paoe BEE7an Wisaonlars2 250 Mgz B osaen

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Se tiene ademas, que el Estimador Bicuadratico es el mas proximo a
la Matriz Real de Varianzas y Covarianzas para k=5, cuya distancia
promedio es 7.156+7.751; y cuando el valor de k se incrementa a 10
y a 20 el mejor estimador es el MCD con una distancia de

2.791+3.248 y 2.168+2.042 respectivamente

Poblacion Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,

Contaminadas Por Variable, con £=0.30 y H = N(0,9)

De acuerdo a los datos que se presentan en el Cuadro 4.41 se
determina que el mejor estimador para el Vector de Medias, cuando
se trabaja con datos que siguen una Distribucién Normal, con k=5,
es el M-Huber donde la distancia promedio al Vector real es
0.032+0.601; cuando k varia a 10 el mejor estimador es el
T-Bicuadratico ubicado, en este caso, a una distancia promedio de
0.015+0.427 del Vector real y es el Estimador M-Huber el que se
destaca por mejor estimacion del vector real de medias con una
distancia promedio de 0.012 1+0.278 cuando k=20. Mientras que
para la Matriz de Varianzas y Covarianzas es el Estimadores
Bicuadratico el que mejor se aproximan al valor real de la Matriz asi

como a los Valores Propios asociados a la misma para k=5.
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Cuadro 4.41
Estimadores Robustos

Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada € =0.30 y H = N(0,9)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy hdax Indice  Prom Desy hax Indice  Prom Desy hdax Indice
Clasico | 0033 +| 0762 | 1620 L o.e0s) 0.014 +| 0450 [ 1135 [ 0533l 0012 =/ 0204 | 0621 | 0.309
2, Mhuber 0052 +[ 0601 [ 13% | 0677) 0013 | 0406 [9.087 [ oass| omz +/ 028 [ 0603 | o.298
5 & TBic Foom :Foers Fieer W Foos fosr [ 0993 [ o47sl0os +f0285 L0640 | 0.313
g2 Bic 0027 +/ 0599 [ 1448 | oemfoois #f o415 [ 0997 | oazel ooz +[ o284 [oeao B oo.aos
> MCD ooz +foe7s Pi7is Wosorfoo7 +Poss7 Fioss Wosisfoos «fo2es Foem oo
DS 0029 +lo720 Pisss Wozecloos 04 (1o Posizfoos «foz02 Poess B6ass
®  Qasico 3063 + 1522 | 7.507 [ 4064/ 1701 + 0879 | 4611 [ 2397 0868 +| 0489 | 2300 [ 1,219
S Mhuber | 0940 | 0650 | 3029 [ 1540/ 081 2/ 0393 [ 1748 | 074l 0289 | 0288 | 0843 | 0507
o TBic | 1376 + 0937 | 4652 B 2322 0609 +| 0444 | 1621 0891l 0351 + 0317 1048 | oS
8 Bic 0822 + 0722 | 2530 | 1391 0522 #0440 | 1426 | o796l 0320 +/ 0323 | 0357 | 0533
2 mop 2155 | 1o7s [ Bo1e B aoeal 0oz s+l 0554 [ 2320 B 1266l 0457 +/ 0332 [ 1288 [ ooz
>  ps 1200 + 0923 [ 5139 B 245 0712 «[ o510 [ 1922 [ 1oas/ 03w + 031 [ 1456 [ ne3:
Clasico L2095 02983 (12334 [ saositi7o 00717 D7ase [ zze0l0637 x01002 03449 L 1696
P 8 Mhuber [ 0398 +| 1400 [ 4787 | 21950 0147 +f 0se9 [ 2249 | vossl 0ove | 0597 [ 1808 | 0727
w5 TBic lows tl1e97 Fsem [ ozessl o133 sf10w [2519 [ 1226l oove sfoean [1773 [ o.oas
£ 8§ Bic 0216 +| 1427 | 4288 | 1977|0084 s+l 093 [ 2386 | 1136l 0052 +foear [1E32 [ o777
202 mep Wiass :B23r9 Faros I aosolose tf2e0 Faras B veosBorss +Fo7ss Fross Fooges
DS 0262 +01833 Ferrr | 29se)l oo +F175 316 [ 1.47af oosr «fo7ss Fisie [ ooon
k
5 10 20

Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice  Prom Desy Max Indice
Clasico | 2262 +| 4508 |3BE.696 [125.220) 1.973 +| 4565 (930,955 [312.501 2187 +| 4767 |484.081 [163.678
2, Mhuber| 0030 +[ 0851 [ 2100 [ osssl 0021 [ 0559 [ 1453 | oe7rl 0017 x| 0374 [ 0889 | 042
& Teic 0029 £l o090 | 238 [ 110 0024+l 0899 |16 | o077l o7 o+l 0uos [ 0957 | oo
g2 Bic 0025 +| 0838 | 1846 | oo03f oo24 #| 0532 | 1388 | oess| ooi7 o+ 0385 | 08se | o3
> MCD 0038 +| 0862 | 1964 | oess| ooz o+ osre | 1370 | oes?l oois +| o3e7 | o854 | ooazo
DS 0030 +| 0782 | 1783 | omes| o021 #| 0540 | 1336 | 0632/ 0oi7 +| 0374 | 0308 | o433

4 Clasico
'S Mhuber [ 8500 +| 4531 35893 Fieaoe Goos [ 3478 (19800 Woesal soea +[ 1957 [M0.430 Isens
o Thic [ 9077 +| GEes (46764 Wansasl 6105 +| 3444 [ 23007 WH1asz| 4456 +| 2022 (11164 G881
g Bic 7262 +| 5246 [43502 Pasevol 4744 +[ 2830 (16565 B soasl 3812 +[ 1753 [ 9533 I 5093
S mMcp 7056 +| 4786 25832 | 12.556) 3436 #| 2003 (12315 | soasl 2378 £ 1142 | 6437 | 2319
> ps 8611 +| Ge07 [G4.202 Wesanl 4452 x| 2798 [20210 WHzasal ae7s +) 1637 [ o430 ams

Clasico
@ 8 Mhuver B7i20 £| 5750 [38.422 [ 1700706608 B892 [20565 I soso ey 2605 Mite2 Weaa
v § TBic Feoss +W7ss1 ME2ero Wisasn Whonx 4724 B85 Mi2volESoe «I5031 M6 6 ees
£ 5 Bic [Fsa :leoss [oa7n Fisse:laoer +Faess Foase I s71alBss +M2s61 Fine24 Is sa0
Z 2 moo 4719 +[ 6091 [36967 | 15926 2495 x| 3099 |15285 | eseol 1954 «| 1976 | 7603 | 3840
DS PEao1 +07012 WFoaiz BWavsoslaenz +0 3647 Po7ezn Pi1esafz2e1 +P2500 Possr B 5489

Elaborado por: Néstor Montario P.

Cuando se trabaja con una Poblacion con datos que se generan a

partir de una Distribucién Cauchy, se observa que las mejores
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estimaciones para el Vector de Medias para los diferentes valores de
k=5y 10, estan dadas por el Estimador DS ubicandose, para el caso
k=20, es el Estimadote Bicuadratico el que mejor se aproxima a la
Matriz real a una distancia promedio de 0.017 £0.365 con respecto al
Vector Real de Medias. Por otro lado, para la Matriz de Varianzas y
Covarianzas, el Estimador que mas se aproxima a la Matriz real es

el MCD para cualquiera de los tres valores que toma k.

Poblacion Normal N(0.X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,

Contaminadas Por Variable, con £€=0.30 y H =U(-5,5)

Para el caso de muestras generadas a partir de la Distribucién
Normal, cuando k toma el valor de 5 se obtiene que el estimador que
mas se aproxima al valor real del Vector de Medias, en relacion a los
demas estimadores, es el Estimador M-Huber donde la distancia
promedio al vector real es 0.018+0.572 con un indice asociado de
0.632. Bajo el mismo razonamiento, cuando el valor de k varia M-
Huber sigue siendo el mejor estimador con distancia promedio de
0.010+0.388 y con 0.408 como indice cuando k toma el valor de 10 y
cuando k=20 la distancia es 0.017+0.279. El mejor estimador para la
Matriz de Covarianzas y sus Valores Propios correspondientes, para

todos los valores de k es el Estimador M-Huber debido a que es el

250



que se encuentra a una distancia mas cercana con respecto a la

Matriz real (Véase Cuadro 4.42)

Cuadro 4.42
Estimadores Robustos

Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada €=0.30 y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy hdax Indice  Prom Desy hax Indice  Prom Desy hdax Indice
Clasico | D016 +| 0.682 | 1533 L 0777 0.006 *| 0451 | 0.990 | 0.482] 0.016 =] 0.299 | 0669 | 0.328
g, Mhuberfome £l 0572 | 1306 | oes2foow0 | 0388 |06 | oasloo7 :[ 029 [o6s3 [ 032
£ & Toic P00 :Foe0 Mo Wonsloos +foss Foss B oosnloor +Fo2e foeo [ o3
S 2 Bic o019 +| o565 [ 1330 | oesslooi4 +l o401 [oas [ ooazolooms «f 0275 fo7io B oosas
= MCD o022 +Poees P15 Worasloms +Po4s Foor Wosszlooe o2 fori B oosas
DS o019 +foesr D14 B ovzalome +00444 [Foos Boasaloome +foam Forrr Bozes
®  Clasico 2303 + 1314 | 5947 [ 31300 1276 + 0768 | 3.440 | 1828/ 065 +| 0530 | 2025 [ 1073
B Mhuber| 053 £ 0711 | 2476 | 1141 0343 | 0533 1257 | o711 0239 | 0406 | 0954 | 0593
o Thic [ 161 £/ 1200 [ 5246 I 2566 0506 «[ 06ee | 2120 B ovaom 03+ 0483 [ 1443 B 0,745
3 Bic 0749 +l 0oea | 3157 B vezs| 0425+ o632 [ 2190 B vos2l 0272 «f 0484 [ 1330 B oess
2 Mo 2082 +/ 1476 [ 7209 Wae1sl 0849 079 [ 2ms3 B asonl o4n1 +[ o504 (1614 B oas
> ps noa7 +[ 1421 [ 5496 [ asas| 0548+ 0745 [ 2632 B 1325 034+l 0518 [ 1449 07
Clasico L1872 02706 L8073 [ 42700102 01674 [a4w [ zsml0s7s 00916 02439 [ 1311
P 8 Mhuber [ 0281 £) 1903 | 2720 | v13esloien | oaos [ 177 o.912f ooms +f 0577 | 1329 | o.ees
w5 TBic [owa «Wiow WEass Wzessl 017 2Fioee Fasss [ orzz6f ooe <Foris Fies B oosw
£ 8§ Bic 015 +0 1424 [P3mss [ 1ea7l 009 :Poost Fzsss [ ovassl ooes +foers Pies [ oo
22 meo Wizer +P2aos B7ose Wassrloee W26z Faer B 1veslotss P07 Faoss I voos
DS | 040 +P1733 PEa71 B 2se| oorr +F47 F3te0 B ovae1] ooss +Fores Firos [ oosvs
k
5 10
Prom Desy Ilay Indice  Prom Desy Ilax Indice  Prom Desy Ilax Indice
Clasico | 9859 +| 4324  — - 2197 +| 4BES - - 55432 +| 4.911
g, Mhuber| 0031 x| 0825 Fioer I o3l oms :f osas Bz I oeizl ooos +f o3es Fosro B 0422
» & TBic |08 «l oo F22s WiLoss! oots +f 0ses Wi34s Woes2| o011 £ 0414 FDges WD.an
g2 Bic o033 +| os0 F2o40 B ooesl 0016 x| 0523 | 1466 | oses| oot #| 0354 [ 0827 | o.a00
> MCD 0037 +| ossa F2218 Waoss| ome z| oses Fize0 W oezzl oowm ) o3 Doert B o4z
DS o036 +| 0773 | 1823 | oswrl 005 x| os40 [1216 F ooseol ooz +f 0375 [og3s [ ooaoy
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DS F7ios «P77s3 BE0ars Wea7ralanas +Pa7es Bera B osenlare +P2sr Foos B os7as
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Por otro lado, cuando se tienen datos a partir de una Distribucién
Cauchy, los estimador mas proximos al Vector real de Medias son el
Estimador DS y el Bicuadratico. Se tiene ademas que el mejor
estimador para la Matriz de Covarianza para los tres valores que

toma k es el MCD.

Poblacion Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,

Contaminadas Por Variable, con £€=0.30 y H =U(-5,5)

De acuerdo a los datos que se presentan en el Cuadro 4.43 se
determina que el mejor estimador para el Vector de Medias, cuando
se trabaja con datos que siguen una Distribucién Normal, con k=5,
es el Bicuadratico donde la distancia promedio al Vector verdadero
es 0.017+0.591; cuando k varia a 10 continua siendo el Bicuadratico
ubicado, en este caso, a una distancia promedio de 0.015+0.413 del
Vector de Medias poblacional y es el Estimador M-Huber el que se
destaca por mejor estimacion del verdadero Vector de Medias con
una distancia promedio de 0.005+0.275 cuando k=20. Mientras que
para la Matriz de Varianzas y Covarianzas es el Estimadores M-

Huber el que mejor se aproximan a X=X, asi como a los Valores

Propios asociados a la misma.
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Cuadro 4.43

Estimadores Robustos
Caso Normal N(0,X) y Cauchy CAU(0,X), X=X,
Contaminada £€=0.30 y H =U(-5,5)

Sesgo Promedio Total, Sesgo Maximo Total, Desviacién Total e indice

k
5 10 20
Prom Desy hdax Indice  Prom Desy hax Indice  Prom Desy hdax Indice
Clasico | 0016 +| 0684 [ 1592 | 0764 0014 +[ 0457 [ 1028 | 0500l 0006 +| 0288 | 0629 | 0.308
&, Mhuber| 0014 | 0579 [ 1381 | oessl o015 +[ o419 | oom o.4s5 0005 #[ 0275 | 0616 | 0.299
s S TBic [oom +[oess [1.483 P oneloory +) 0414 Foo2a [ oossifoooe +f o279 [ 063s [ o.308
g 2 Bic 0.017 +f o591 | 133 06430 0015 +| 0.413 | 0867 o.43s 0006 +Fo282 [o0626 [ 0305
> mMCD oozs +loe77 Pisw Wosasloos fo4s7 Fooro B oa7al ooos +foze2 Pz oaa
DS o020 +loros P15 Bosel 0o1s +f04ss Foors B oasslooos 0303 [oess Boass
®  Clasico | 2754 +| 1110 | BA01 [08.3220 1520 +| 0658 | 3439 [0 1872 0786 + 0390 | 1.690 [ 0.955
‘S Mhuber | 0901 | 0475 | 2653 1,345 0496 +| 0.415 | 1.306 0.739] 0301 +| 0293 | 0.921 0.505
o TBic 1315 +lo8es [a863 B 20220 0631 +[ 0477 [ 1589 K o099l 0362 +[ 0358 [ 1032 B o564
g Bic 0888 +[ o688 | 2307 1294 0537 = 0456 | 1445 | om3l 0330 + 0341 [ 1091 [ ose7
2 mcp 2068 +| 1115 [ 5678 Waesal 0917 =l 0551 [ 2300 B 1259/ 0459 =/ 0386 [ 1201 B oevz
> ps 1267 +| 0893 | 4841 [ 2330 0707 0518 1771 [ o9sel 0407 +/ 037 [ 1209 [ o6l
Clasico [0.885 +W2655 BB Bhai110lt0os + 0541 Ba2ee B z:10l0583 +B0919 B2490 B1.330
2 E Mhuber [ 0375 +| 1016 | 3897 | 1763l 0185 2| oeer | 2400 tos| oore £ 0602 | 1.524 0.734
w 5 TBic 03 +Miex Weeso W zoswrl 0149 sF10es [24es [ 1222f 076 <Foess [1eoe [ o2z
b= § Bic o1o +01.377 | 4020 1.8es) 0093 +fooss [ 230 1.120] 0052 +[ 0643 | 1604 0.766
22 meo Friz sF2s0 FB077 Wassrlos +Mi24s Fa72 B veoofoies +Fo7s7 Faoms B oosss
DS 0224 +0747 PBex2 | 27| 00oo +F1e3 Fe0a7 [ 1430/ ooso «PFo7en Fises B ooom
k
5

Prom Desy Indice FProm Desy Indice FProm Desy MAax From

Clasico | B.524 +| 4306 1818 +14537 1821 +04930
&, Mhuber| 0026 2261 (0672 B o1ossl o021 ) 1376 Posez B oess| ooz | oasz 0.9430 0,446
5 & TBic | 0021 [ 2463 [no4 Piasel ooto +f 1480 Poeos Woess! ooz x| 0411 1.039 0. 488
% 2 Bic 0023 [ 2311 [osxs B vosal coos £] 1141 [ 0534 0.560) 0.010 +| 0.370 o.9070 0,429
> mcD oma +) 2514 foars Biass! omr ) 1279 [Foses B ezl oo +f oae o.91sl 0436
DS 0.014 +| 2035 | 0786 0945, 0015 +| 1277 | 0530 [ o607 0009 + 0366 o907 0427

b Clasico
2 Mhuber [ 8710 +[ 31847 | 2307 | 10980 6177 2[19231 (3428 Wesial 90 £ 1942 [ 1114006 092
& TBic | 9629 = 37595 | G421 Puireszl 6217 /20702 [ 3862 Wozeo! 4604 =) 2089 | 1166406109
g  Bic 7448 £031.428 [ 4816 [ 145640 4723 +017229 [ 286 Weomalasmw +01739 [ asuallison
2 mcp 7469 +l28025 [ 4914 | 13.469] 3398 4| 11.464 | 2087 56500 2421 £ 1471 g.130l 3241
> ps 9302 + 73115 | 7852 PB0aao) 4295 #[15205 [ 2738 [ 7a1s] 3762 2| 1682 83920 4612
Clasico
Mhuber B7325 +[ 36795 | 5584 | 1656908864 21500 Pao3s Wiozoo 4501 +F261s Fia.0sWeear
Fenose WEoes Foiszsldoen +084esr Pezs Piisealaosr +S0ee ise1s 6507

Bic [s5s64 +l3c7es [e22 | 1e1sal59es 2lis0s3 Parm es7alassr +P2452 Paoesell ss4e
MCD 4959 +| 36517 PB4z | 15.9e8] 2477 £ 16257 | 3072 | 7.zes] 1990 20268 | 7284 3834
DS PEez1 +00o4s P7ezn Wassaolasio +f18351 Paser [ osamlaaes +f2463 Paoasel s34

+
Thic PB4 ]
+
+

Matriz de
Covarianzas

+
+

Elaborado por: Néstor Montario P.

Cuando se trabaja con una Poblacion con datos que se generan a

partir de una Distribucién Cauchy, se observa que las mejores
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estimaciones para el Vector de Medias para los diferentes valores de
K, estdn dadas por el Estimador DS ubicandose, para el caso k=5, a
una distancia promedio de 0.014+2.035con respecto al Vector Real
de Medias. Por otro lado, para la Matriz de Varianzas y
Covarianzas, el Estimador que mas se aproxima a la Matriz real es

el MCD para cualquiera de los tres valores que toma k

En lo correspondiente a los valores propios, se ha mostrado los
resultados en términos del sesgo promedio; un analisis alternativo se
puede realizar utilizando el error relativo, por ello a continuacion se
presentan los resultados correspondientes a los casos de muestras
generadas a partir de una Distribucion Normal sin contaminar, y una

Distribucion Cauchi sin contaminar.

El Cuadro 4.44 presenta en el lado izquierdo el Sesgo promedio
mientras que en el derecho el Error Relativo correspondiente a cada
valor propio, todo esto para muestras generadas a partir de una
Distribucion Normal sin contaminar; se observa que, para X=X, y
k=5, el Error Relativo correspondiente estimador M de Huber es
0.253 para el primer valor propio, 0.109, -0.231, -0.252, -0.126, -

0.158 para los demas valores propios; mientras que para X=X, el

comportamiento del Error Relativo es “parecido” al del Sesgo puesto
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que los valores propios asociados a X =X, son mas cercanos a uno

y menos variables que los asociados a X=X,

X

Sesgo

Cuadro 4.44
Estimadores Robustos
Sesgo vs Error Relativo de los Valores Propios:
Caso Poblacion N(0,X), sin Contaminar

=Zl

Error Relativo

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=5)
3.0000

2.5000 -
2.0000 -
1.5000 4
1.0000 -
0.5000 -

0.0000
-0.5000

-1.0000 -
= Clasico

1

MCD === DS

MHUD = TBi$ () === Bis Y

0.0000

1.0000 -

0.5000 -

-0.5000 4

-1.0000 -

Error Relativo en Estimacion de los Valores Propios (k=5)

Clasirn MHubh —— TRisn Risn MCn ——NS§|

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20)

Error Relativo en Estimacion de los Valores Propios (k=20)!

04000 0.2000
03000 | 0.1500
0.2000 1 0.1000
0.0500
01000 |
0.0000
00000 |
-0.0500
6
01000 4 -0.1000
0.2000 | -0.1500
-0.3000 - -0.2000
——C(lasico MHub TBisq ——Bisq MCD —— DS Clasirn MHubh ——TRisn Rizn Men ——nNs
=%,
Sesgo Error Relativo

Error en Estimacion de los Valores Propios (k=3)

MCn —nN8

MHuh ——TRizn

Clasirn Rizn

2.0000

Error Relativo en Estimacion de los Valores Propios (k=3)

Clasirn MHuh =——TRizn Rizn MCD ——N5|

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)
0.5000 -

0.4000 -
0.3000 -
0.2000 -
0.1000 -
0.0000

-0.1000 -
-0.2000 1
-0.3000 A

MCD ——N%

PMHubh —— TRizn

Clasirn Rizn

0.4000
0.3000
0.2000
0.1000
0.0000
-0.1000
-0.2000
-0.3000
-0.4000

EmorRelativo en Estimacion de los Valores Propios (k=20)

Men ——ns

MHubh ——TRizn

Clasirn Rizn

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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En el Cuadro 4.45 se observa el Sesgo y el Error Relativo
correspondiente a la estimacién de los valores propios, para el caso
de muestra generadas a partir de una Distribucion Cauchy sin

contaminar.

Al igual que en el andlisis anterior, para X=X, los resultados

correspondientes al Error Relativo son “parecidos” a los del Sesgo,
mientras que para X=X, se puede ver que el “pequefo” Sesgo
promedio que se obtiene al estimar los dos ultimos valores propios
equivale a una sobreestimacion de entre 38,4% y 156% para k=5 y

de entre 52% y 164% para k=20

256



Cuadro 4.45
Estimadores Robustos
Sesgo vs Error Relativo de los Valores Propios:
Caso Poblacion CAU (0,X), sin Contaminar

IES
Sesgo Error Relativo
Error en Estimacion de los Valores Propios (k=3) Error Relativo en Estimacion de los Valores Propios (k=5)
12.0000 6.0000
10.0000 5.0000
8.0000 40000
50000 | N\ 30000
40000 20000
2 0000 1.0000
= 0.0000 + T T T T
0.0000 - T T T T y
1 2 3 4 5 [
1 3 4 5 [
—— MHub TBisa Bisa MCD ——DS ——MHuh = TRicn Ricn MCD N8
Error en Estimacion de los Valores Propios (k=20) Ermor Relativo en Estimacion de los Valores Propios (k=20)
5.0000 2.5000
4.0000 2.0000
3.0000 1.5000
2.0000 1.0000
1.0000 0.5000
0. | : 0.0000 4 1 T ) T ; T . T . T .
—— Wb —TBisa Bisa ——MCD ——DS —— MHub TBisa Bisa mMcp  ——Ds
=X,
Sesgo Error Relativo
|
Error en Estimacion de los Valores Propios (k=3) Error Relativo en Estimacion de los Valores Propios (k=3)
10.0000 3.0000
7.0000
8.0000 5.0000
5.0000
£.0000 a
4.0000 3.0000
2.0000
2.0000 1.0000
0.0000 ]
0.0000 J i ~1.0000 1 2 3 4 5 3
2 0000 1 2 3 4 5 [
—  MHuUb  —— TRien Rica MR —— s ——MHuh = TRicn Ricn MCD N8

Erroren Estimacion de los Valores Propios (k=20)

3.5000 3.0000

3.0000 2.5000

2.5000 2.0000

2.0000 ‘1.5000

1.5000 1.0000

1.0000 0.5000

0.5000 0.0000 + T T T T

0.0000 - 1 2 3 4 5 [
——fHubh  ——TRisn 3 Rizng T — T ——MHub ——TBisa Bisa MCD ——DS

Error Relativo en Estimacion de los Valores Propios (k=20)!

| Elaborado por: Néstor Montafio P.
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4.4.2 Analisis en funcion del Tamano de la Muestra, Sesgo y

Curtosis Muestral

El objetivo en esta parte del estudio es tratar de establecer una
“regla empirica” donde se utilice al tamano de la Muestra, al Sesgo
y la Curtosis Muestral como elementos de decision sobre el

estimador a utilizar.

En cada muestra generada se ha calculado el Sesgo y Curtosis
Muestral, ademas la distancia Euclidiana entre los valores reales del
Vector de Medias, Matriz de Covarianzas y Valores Propios
asociados a la misma versus la estimacion brindada por cada
Método; a partir de ello se establece el estimador que menor

distancia presenta en cada caso.

Se presenta a continuacion los resultados clasificados por tamano

Muestral.

Tamaino de Muestra igual a 30

En el Cuadro 4.50a se muestra la tabla de resumen de los
resultados obtenidos para estimadores estudiados en funcion de los
valores de Sesgo y Curtosis, en la tabla se puede observar los tres
estimadores que con mayor frecuencia presentan la menor distancia

entre el valor del parametro y la estimacién brindada por los
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mismos; para cada estimador se presenta la distancia Promedio y
su Desviacion Estandar, ademas de la Frecuencia Relativa de ser el

estimador con “mas cercano” al valor real.

Asi, cuando el Sesgo Muestral es menor a 45 y la Curtosis Muestral
se encuentra en el intervalo [20, 65) el 25,3% de las veces el
estimador Clasico es el que presenta la menor distancia para la
estimacion del Vector de Medias, siendo su distancia Promedio igual
a 0.503%0.174. Mientras que para los Valores Propios y la Matriz de
Varianzas y Covarianzas el Estimador M de Huber en mas del 50%

de los casos brinda la estimacion “mas cercana”.

Para valores de Sesgo Muestral mayores a 45 y menores a 90, el
Estimador DS es con mayor frecuencia el “mejor” estimador, sin
embrago su Promedio y Desviacién Estandar de la distancia para el
caso de los Valores Propios y Matriz de Covarianzas es mayor a la
presentada por los otros dos estimadores mostrados en cada caso,
por ejemplo, cuando la Curtosis se encuentra en el intervalo [110,
155) la distancia promedio correspondiente al Estimador DS al
estimar la Matriz de Varianzas y Covarianzas es 11.075 mientras
que para el estimador Bicuadratico y MCD son 8.397 y 8.540
respectivamente, situacion que puede ser causado por la alta

dispersion observada en el Estimador DS.
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Cuadro 4.46

Estimadores Robustos
Estimadores Robustos en funcion del Sesgo y la Curtosis para k=5

Curtosis Muestral

[20, 65) [65, 110}
Distancia Frecuencia Distancia Frecuencia
1 Clas 0503 + 0174 0253 MHub 0502 + 0205 0.239
Localizacion 2 MHub 0450 + 0147 0212 Bis 0502 + 0211 0.205
3 Bis 0459 + 0151 0210 DS 0537 + 0202 0174
= 1 MHub 1184 + 1185 0.535 MHub 3598 + 4828  (0.389
= Valores Propios 2 gis 1.212 + 1191 0.323 Bis 3510+ 4979 0.308
& 3Ds 1919 + 2271 0.068 DS 5165 + 10074  0.164
Matriz de 1 M.Hub 1.229 + 1.020  0.548 M.Hub 3414 + 437 0419
Covarianzas 2 Bis 1.266 + 1.030  0.338 Bis 3287 + 4334 0.299
3DS 1871+ 1065 0.058 DS 4739+ B726  0.156
[65, 110} [110, 155)
1DSs 0896 + 0231 0304 DS 0B15 + 0238 0.339
Localizacion 2 MHub 0619 + 0247 0264 MHub 06855 + 0254  (0.262
3 Bis 0620 + 0252 0188 Bis 0648 + 0254 0178
s 1DS 10648 + 13286 0321 DS 12391 + 16.178  0.366
o Valores Propios 2 Bis 7B40+ B.283 03279 Bis 8334 + 6217 0229
= 3 MHub 8372+ 6229 0191 MCD 9607 + 5830 0.195
= Matriz de 1DS 9536 + 11528 0322 DS 11075 + 14074 0.376
& Covarianzas 2 Bis G899 + 5442 0278 Bis 8397 + 5385 0.220
2 3 MHub 7HI1 + 5541  0.184 MCD 8540 + 5075 0.204
= [110, 155} [155, 200)
=) 1DS 0619 + 0236 0.334 DS 0627 + 0216  0.296
§ Localizacion 2 MHub 0BBE + 0285 0.251 MHub  0BG1 + 0248 (0.259
3 Bis 0654 + 0247  0.191 Bis 0648 + 0240 0.222
) 1DS 11190 + 12920 0422 DS 13493 + 10911 0.333
;. Valores Propios 2 Bis 8957 + B306 0238 MCD 10478+ 7.010  0.241
3, 3 MCD 9368 + 50947 0167 MHub 11112 + £.280 0.204
Matriz de 1DS 10044 + 11236 0429 DS 12128 + 9662 0352
Covarianzas 2 Bis 8102 + 5460 0224 MCD 9362 + 5914 0.259
3 MCD 8367 + 5090 0.180 Bis 9249 + 5663 0.204
[155, 200)
1DS 0619 + 0262 0371
Localizacion 2 Bis 0638 + 0.257 0.287
3 MHub 0686 + 0256  0.143
g 1 Bis 10660 + 7007 0314
o ValoresPropios 2 ps 13448 + 13000 0.257
e 3 MCD 10199 + B.O06 0229
Matriz de 1 Bis 9532 + B750 0371
Covarianzas 2DS 12125 + 11518 0257
3 MCD 9142 + 5161 0229

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Tamano de Muestra igual a 60

De acuerdo al Cuadro 4.52, cuando el Sesgo Muestral es mayor a
90 y menor a 180 y la Curtosis Muestral se encuentra en el intervalo
[130, 220) el estimador MCD tiene una frecuencia igual a 0.688 de
brinda la estimacion “méas cercana” a los Valores Propios, seguido
por el estimador DS y Bicuadratico con frecuencias 0.181 y 0.09

respectivamente.

En lo referente al Vector de Medias, El 28.9% de las veces el
Estimador M de Huber es el mas cercano al verdadero valor del
Vector de Medias, al Estimador M de Huber le corresponde distancia
Promedio igual a 0.435 mientras que la desviacion de las distancias

observadas es 0.174.

Noétese que el estimador que con mayor frecuencia es el mejor
estimador de la Matriz de Covarianzas y los Valores Propios
asociados a la misma es, para sesgo mayores a 90, el Estimador

MCD.
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Cuadro 4.47

Estimadores Robustos

Estimadores Robustos en funcién del Sesgo y la Curtosis para k=10
Curtosis Muestral

[40, 130) [130, 220)
Distancia Frecuencia Distancia Frecuencia
1 Clas 0383 + 0243 0229 MHub 0402 + 0186  0.265
Localizacion 2 MHub 0315 + 0110 0.208 DS 0395 + 0147 0252
3 TBis 0335 + 0120 0176 Bis 0397 + 01582 0160
& 1 MHub 0894 + 1569 0494 MCD 4004 £ 2707 0579
N Valores Propios 2 pgjs 0885 + 1407 0246 DS 5346 + 4914 0155
2 3DS 1144 £ 1831 0107 MHub G076 + 4204 0131
Matriz de 1 MHub 1083 £ 1415 0537 MCD 3700 + 2366 0152
Covarianzas 2 Bis 1.042 £ 1248 0.257 MHub 5857 + 3801  0.156
3 DS 1.201 + 1432  0.083 DS 4927 + 4347 0152
[130, 220) [220, 310)
1 MHub 0435 + 0160  0.289 MHub 0423 + 0148 0276
Localizacion 2Ds 0420 £ 0151 0258 DS 0414 + 0148 0259
3 Bis 0423 + 0155 0.198 Bis 0416 + 0183 0212
g 1 MCD 4593 + 2542 0688 MCD 4661 £ 2488 0753
;. Valores Propios 2 ps§ G056 + 4611 0181 DS 6185 + 4328 0158
o, 3 Bis £.183 + 3609 0090 Bis B357 + 3430 D069
= Matriz de 1 MCD 4225 + 2212 0706 MCD 4301 £ 2193 0779
& Covarianzas 2 DS EE67 + 4081  0.178 DS 707 + 3872 0148
2 3 Bis 5705 + 3.201 0078 Bis 5880 + 3.075 0005
= [220, 310} [310, 400]
2 1 MHub 0441 + 0159 0.288 DS 0417 + 01581 0.290
3 Localizacion 2Ds 0421 + 0153 0258 MHub 0428 + 0133 0274
3 Bis 0425 + 0153 0.200 Bis 0422 + 0138 0194
g 1 MCD 4830 + 2705 0.738 MCD 5256 + 28946  0.790
o ValoresPropios 2 Ds B.514 + 4088 0163 Ds B840+ 4262 0113
2 3 Bis G647 + 3855 0.073 Bis 7143+ 3938 0081
Matriz de 1 MCD 4507 £ 2371 0.759 MCD 4858 + 2555 (0855
Covarianzas 2 DS G011+ 4426 0157 DS 6336 + 3745  0.097
3 Bis G164 + 3431  0.064 Bis BES7 + 34588 0016
[310, 400]
1DS§ 0436 + 0150 0319
Localizacion 2 MHub 0456 + 01582 0278
3 Bis 0447 + 01680 0250
g 1 MCD 5011+ 2528 0722
o ValoresPropios 2 Ds B.345 + 3730 0208
8 3 Bis 6530 + 3277 0056
Matriz de 1 MCD 4707 £ 2329 0778
Covarianzas 2 DS 5894 + 3430 0181
3 Bis 6201 + 3.081 0028

Elaborado por: Néstor Montario P.
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Tamaio de Muestra igual a 120

Como se muestra el el Cuadro 4.52a para Curtosis mayores a 130 el
el Estimador M de Huber es con mayor frecuencia el estimador “mas
cercano” al Vector de Medias poblacinal, seguido siempre por el

Estimador Bicuadratico.

Para valores de Sesgo Muestral es menor a 190 y la Curtosis
Muestral se encuentra en el intervalo [40, 230) el 48.7% de las veces
el estimador M de Huber es el estimador “més cercano” a los
Valores Propios, seguido por el estimador DS y Bicuadratico con

frecuencias 0.181 y 0.09 respectivamente.

Cuando la Curtosis es mayor a 230 el Estimador MCD es el que con
mayor frecuencia brinda la mejor estimacién de la Matriz de
Covarianzas y los Valores Propios asociados a la misma, incluso
para Curtosis mayor a 610 el Estimador MCD el 100% de las veces
es el estimador mas cercano a los verdaderos valores de la Matriz

de Varianzas y Covarianzas.

263



Cuadro 4.48

Estimadores Robustos

Estimadores Robustos en funciéon del Sesgo y la Curtosis para k=20
Curtosis Muestral

[40, 230) [230, 420)
Distancia Frecuencia Distancia Frecuencia
1 Clas 0278+ 0837 0242 MHub 0289+ 0104 0307
Localizacion 2 TBis 0227 + 0081 0187 Bis 0260 + 0106 0212
3MHub 0221+ 0077 0184 MCD 0308+ 0113 0185
g 1MHub 0710+ 1215 0487 MCD 3183+ 1604 0.048
<. Valores Propios 2 gjs 0785+ 1345 0208 Bis 6144 + 2886 0017
=) 3DS 0757 + 1082 0.113 DS 5007 + 3.213 0015
Matriz de 1MHub 0750+ 1088 0552 MCD 2867+ 1418  0.949
Covarianzas 2 Bis 0784 + 08280 0217 Bis 4776+ 2B69 0019
3 TBis 0832 + 1187 0.085 MHub  5fRE3 + 2475  0.018
[230, 420) [420, 610)
1MHub 0300+ 0105 0307 MHub 0287 + 0102 0284
Localizacion 2 Bis 0269+ 0102 0218 Bis 0284 + 0102 0238
3DS 0294 + 0103 0200 DS 0263+ 0104 0197
3 1MCD 3162+ 1481 0978 MCD 3223+« 1504 0996
o Valores Propios 2 Bis 5166 = 2680  0.013 Bis 5126+ 2479  0.008
2 3DS 4976+ 2738 0009 DS 6028 + 2746 0005
= Matriz de 1MCD 2063+ 1279 0980 MCD 3042+ 1351 0899
& Covarianzas 2 Bis 4786 + 2296  0.009 Bis 4807+ 2232 0006
o 3DS 4618 + 2431 0.009 DS 4704 + 2481 0.005
b= [420, 610) [610, 800]
& 1MHub 0206+ 0102 0310 MHub 0310+ 0130 0333
§ Localizacion 2 Bis 0263+ 0089 0228 Bis 0301+ 0123 0197
3DS 0292 + 04101 0182 DS 0310+ 0118 0182
3 1MCD 3317+ 1544 0983 MCD  za4084+ 1682 0995
o Valores Propios 2 Bis 5284 =+ 2680  0.009 Bis 536173 = 2654 0.015
B, 3DS 6189 + 2827 0007
Matriz de 1MCD 3131+ 1380 0985 MCD 32689+ 1540  1.000
Covarianzas 2 Bis 4982+ 2314 0007
3DS 4868 + 2526  0.006
[610, 800]
1MHub 0276+ 0083 0323
Localizacion 2 Bis 0270 + 0024 0308
3DS 0287 + 0081 0181
g 1MCD 3595+ 1818 1.000
o Valores Propios
i,
1MCD 3433+ 18I0 1.000

Matriz de
Covarianzas

Elaborado por: Néstor Montario P.
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CONCLUSIONES

A partir del Analisis Estadistico realizado a los resultados obtenidos de la

Simulacién Matematica desarrollada, se concluye lo siguiente:

1.

3.

Se confirma la sensibilidad de los Estimadores de Maxima Verosimilitud
para el Vector de Medias y Matriz de Varianzas y Covarianzas ante

desviaciones de la Distribucién Normal Multivariada.

De acuerdo al Cuadro 4.1 y 4.2 los Estimadores Robustos son
comparables a los Estimadores de Maxima Verosimilitud para el caso de
muestras generadas a partir de una Normal Multivariada sin contaminar,
es decir, se verifica que los estimadores Robustos Estudiados son

Eficientes.

Al considerar el Sesgo Promedio Total como medida de la “bondad” del
Estimador, se concluye que para los casos en los que se considera
Poblacion Normal Contaminada, (bajo cualquier tipo de contaminacion) el
Estimador Clasico presenta su “peor” rendimiento al tratar de estimar la

Matriz de Covarianzas y los Valores Propios asociados a la misma.



4.

El tamafio muestral influye en la estimacion, pues en todos los
estimadores se cumple que al aumentar el tamafio muestral se disminuye

el Sesgo Promedio Total y la Desviacion Total.

Para £=0.30 el comportamiento de los estimadores Robustos
estudiados, es “parecido” al comportamiento observado por los mismos
para ¢ =0.05 y £=0.10, se concluye entonces que el Punto de Ruptura,

para 6 variables, es mayor a 0.3.

El estimador T-Bicuadratico o T-Biponderado es casi siempre superado
por los demas Estimadores Robustos, situacion que era previsible pues
este estimador fue construido para mejorar el comportamiento de los

estimadores S para “grandes” nimero de variables.

A pesar de que la mayoria de los Estimadores Robustos considerados en
el presente estudio han sido construidos bajo el supuesto de
contaminacion simeétrica, al ser sometidos a contaminacion asimétrica se

comportan de manera similar a cuando la contaminacion es simétrica.



8. Asi también, los estimadores han sido construidos siguiendo el entorno
de contaminacion (2.1), sin embargo al contaminar cada variable
independientemente, segun lo explicado en el capitulo 4, los Estimadores
brindan “buenas” estimaciones; sin embargo, en el presente estudio no
se analiza las consecuencias que puede tener una contaminacion por

variable en las Técnicas de Analisis Multivariado.

9. Cuando X=X, y la muestra es generada a partir de una Poblacion

Normal, los estimadores en general sobreestiman el primer y segundo
valor propio para luego estimar con error “pequefio” los valores propios
restantes, para este caso, los Estimadores Clasico y MCD son los que
sobreestiman con mayor error el primer valor propio, sin embrago, el
Estimador MCD reduce considerablemente su error mientras aumenta el

tamarno muestral.

10.Por otro lado, cuando X=X, y la muestra es generada a partir de una

Poblacion Norma, los Estimadores sobreestiman el primer y segundo
valor propio, sin embargo, al final generalmente subestiman el menor
valor propio, para esta matriz se puede observar que para k=10 y 20 que
el estimador Clasico se aleja de los Estimadores Robustos presentando

mayor error en si estimacion.



11.En todos los casos cuando las Muestras son generadas a partir de la
Distribucién Cauchy, el Estimador Clasico brinda las estimaciones mas
distantes de cada parametro poblacional mientras que el algoritmo del
Estimador M de Huber puede no converger a una solucion; ademas, los
valores propios son siempre sobreestimados. Algo que en parte confirma
la idea de las tres esquinas propuesta por Andrews en [1] y mencionada

en el capitulo 4.

12.Cuando la muestra es generada a partir de la Distribucion Normal
Multivariada, para cualquier tamafio muestral los Estimadores M de
Huber y Bicuadratico son generalmente los que alcanzan el menor indice

al estimar el Vector de Medias, Matriz de Covarianzas y Valores Propios.

13.Cuando se considera muestras generadas a partir de una Distribucion
Cauchy, el Estimador Bicuadratico presenta el mejor comportamiento
para k=5, mientras que para k=10 y 20 el Estimador MCD es el que
“mejor” estima la Matriz de Covarianzas y los Valores propios asociados

a la misma, todo ello en base al indice planteado.

14. A las estimaciones brindadas por el estimador DS en varias ocasiones le
corresponde un Sesgo Promedio Total menor al Sesgo presentado por

los demas estimadores, sin embargo su “peor” estimacion puede incluso



encontrarse mas alejada que la “peor” estimacion utilizando el método
Clasico; esto genera que no presente un Balance adecuado y no sea
considerado el mejor estimador (de acuerdo al indice planteado) en los

escenarios simulados.



RECOMENDACIONES

A partir del Analisis Estadistico realizado a los resultados obtenidos de la
Simulacion Matematica desarrollada, se plantean las siguientes

recomendaciones, todas ellas consideran que se trabaja con seis variables:

1. Siendo la Matriz de Varianzas y Covarianzaas el punto de partida de
muchas de las técnicas Multivariadas. se recomienda, cuando exista
contaminacion de la Muestra, el uso de Estimadores Robustos, pues en
ningun caso estudiado el Estimador de Maxima Verosimilitud fue el

“mejor” estimador para dicho parametro.

2. Cuando se considera que las variables aleatorias a estudiar se
distribuyen de acuerdo a una Normal Multivariada, se recomienda el uso

de los estimadores M de Huber y Bicuadratico.

3. Si se considera que las variables aleatorias a estudiar se distribuyen de
acuerdo a una Cauchy Multivariada y se tiene tamafio muestral cercano a
30, entonces se recomienda el uso del estimador Bicuadratico, mientras
gue para tamanos muestrales mayores se recomienda el uso del

Estimador MCD.



4. Para tamafio muestral igual a 30 y Sesgo menor a 90 se recomienda el
uso del Estimador M de Huber o del Estimador Bicuadratico; no se
recomienda el uso del estimador DS a causa de la desviacion presentada
por el mismo. Asi también, para el mismo tamafio muestral y Sesgo
mayor a 90 y menor a 135: cuando la Curtosis Muestral se encuentre en
el intervalo [110, 155) se recomienda el uso del Estimador Bicuadratico,
mientras que con Curtosis Muestral en el intervalo [155, 200) se

recomienda el uso del Estimador MCD

5. Con el tamafnio muestral igual a 60 y la Curtosis Muestral sea menor a
130 se recomienda el uso del Estimador M de Huber o Bicuadrético, caso

contrario se recomienda el uso del estimador MCD o Bicuadréatico

6. Para tamaio muestral igual a 120, cuando la Curtosis Muestral sea
menor a 230 se recomienda el uso del estimador M de Huber o
Bicuadratico, caso contrario se recomienda el uso del estimador MCD o

Bicuadratico.



7. Se recomienda la realizacién de préximos estudios que complementen el
presente trabajo, considerando por ejemplo: Mayor nimero de variables,

Otros estimadores, etc.
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