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RESUMEN

El propédsito de esta investigacion es demostrar que las técnicas de
optimizacion como la programacion lineal constituyen un método
alternativo para encontrar estimadores lineales, similares al método de
minimos cuadrados ordinarios. Para probar los resultados se utilizé los
datos del pib y las exportaciones del primer trimestre de 1990 hasta el

cuarto trimestre del 2000, y se hizo uso del software Lindo.

En el primer capitulo se explica acerca de las técnicas de optimizacion
su clasificacion, ademas los origenes de la Programacion Lineal, en el
segundo capitulo se presentan algunos conceptos basicos de
estadistica, ademas se muestra informacion de de temas relacionados
con la regresion lineal y las limitaciones que hay que considerar para su
uso, estos conceptos son necesarios para el desarrollo del presente

trabajo.

En el tercer capitulo se provee de un sencillo manual de usuario para el
uso del software Lindo; en el cuarto capitulo se hace la aplicacion de las
técnicas de optimizaciéon, que son el objeto de estudio, y a partir de los
resultados obtenidos se procede a realizar las respectivas conclusiones

y recomendaciones.
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ABREVIATURAS

MAX: Maximizar

MIN: Minimizar

PI1B Producto Interno Bruto

LAD: Minimas desviaciones absolutas (Least Absolute Deviations)

LMAX: Minima de la maxima desviacion (Least Maximun Desviation)



SIMBOLOGIA

Z: Funcion Obijetivo

IA

: Menor o igual que

\%

: Mayor o igual que
Y : Media Poblacional

X: Eje Horizontal
Y: Eje Vertical
H, : Hipotesis Nula

H , : Hipotesis Alternativa

Y, : Y estimado cuando x = i

Y,:Y cuando x=i
ﬂAO :Estimador de regresion

p, . Estimador de regresion

LINDO: Linear INteractive and Discrete Optimizer

r: Rango de las observaciones

R?: Coeficiente de determinacion
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INTRODUCCION

El presente trabajo utiliza las técnicas como son el método Simplex, el
método simplex dual para resolver problemas de optimizacion que

aparecen en la estimacion estadistica.

Para realizar el estudio, se emplearon datos proporcionados por el
Banco Central del Ecuador, tomando como afio base el Afio 1975, estas

variables que son: Producto Interno Bruto, y Exportaciones

Actualmente el Banco Central del Ecuador utiliza los precios de 1975
para calcular el PIB real. Sin embargo, a partir de ese afio se han
registrado cambios significativos en la estructura productiva. La
economia que entonces basaba su funcionamiento en la agro
exportacion se transformo en petrolera y se registraron cambios en el
aparato productivo con la incorporacion de nuevas tecnologias para el

consumo interno y la exportacion.

El producto interno bruto, es el valor total de la produccion corriente de

bienes y servicios finales dentro del territorio nacional durante un



periodo de tiempo que generalmente es un trimestre o un afio. Ya que
una economia produce gran numero de bienes, el PIB es la suma de
tales elementos en una sola estadistica de la produccion global de los
bienes y servicios mencionados. Esta magnitud puede ser calculada
sumando el consumo, la inversion y las exportaciones y restando las

Importaciones.

La Exportacion se define como la venta o salida de bienes, capitales o
mano de obra, etc. Del territorio nacional hacia terceros paises. El valor
monetario de las exportaciones se registra en la Balanza de Pagos, las
exportaciones requieren de una simple declaracion.  En la actualidad
no existen restricciones al comercio exterior; tampoco existen
restricciones para la comercializacion de divisas ni para las
importaciones y exportaciones. Es necesario dar a conocer que los
valores monetarios de estas variables que se encuentran registradas en
la balanza de pago, la cual contabiliza las obligaciones y derechos del

pais.

La programacion lineal puede ser aplicada como un procedimiento
para resolver problemas de regresion lineal en los mismos casos en
los que se usa el método de los minimos cuadrados. La estimacion
clasica de minimos cuadrados encuentra la férmula de predicciéon que

minimiza la suma cuadratica entre la observacion y la prediccion. De



esta manera se pueden encontrar varios “modelos de regresion lineal”,
la programacion lineal es aplicable porque ademas de minimizar la

suma cuadratica del error se realiza lo siguiente:

+» La Minimizacion de la suma de los errores absolutos,
«»+ La Minimizacion del maximo error absoluto o
% La Minimizacion del error en la prediccién al ordenar los datos.

Llamado también Regresion Ordinal.

La Programacion lineal es una técnica de modelado matematico,
disefiada para optimizar el uso de recursos limitados, trata acerca de
la planeacidon de las actividades para obtener un resultado Optimo;
esto es el resultado que mejor alcance la meta especificada entre
todas las alternativas de solucion. ElI método simplex se utiliza para

resolver estos problemas.

Los elementos basicos para construir un modelo de programacion

lineal son: variables de decisién, funcion objetivo y restricciones



CAPITULO |

TECNICAS DE OPTIMIZACION

1.1 Teoriade laoptimizacidon

Los problemas de optimizacion, de acuerdo a su estructura se
clasifican principalmente en lineales y no lineales. Los problemas
lineales son aquellos en los cuales la funciébn objetivo y las
restricciones son de tipo lineal, entre los cuales tenemos la

Programacion Lineal y la Programaciéon Entera.

Los problemas no lineales se caracterizan por tener en la funcién
objetivo o en las restricciones funciones no lineales, asi tenemos la
Programacién Cuadratica, la Programacién Convexa, la Programacion
Deterministica, la Programacion Estocastica, la Programacion

Estatica, la Programacion Discreta, la Programacion Continua.



1.2 Técnicas de optimizacion lineal

La programacion lineal y la programacién entera, son las herramientas

de optimizacion que se utilizaran para el desarrollo de este trabajo.

1.3 Programacion Lineal

La Programacion lineal es una técnica de modelado matemético,
disefiada para optimizar el uso de recursos limitados, La palabra
programacion no se refiere a programacion en computadoras, en
esencia es un sinonimo de planeacion, la programacion lineal trata la
planeacion de las actividades para obtener un resultado 6ptimo; esto
es el resultado que mejor alcance la meta especificada entre todas las
alternativas de solucion ElI método simplex se utiliza para resolver

estos problemas.

El principal objetivo de la Programacion lineal, es de ayudar a los
responsables en las decisiones sobre asuntos en los que interviene un
gran numero de variables. Se aplica exitosamente en la industria, la
agricultura, la economia, la transportacion, el ejército, los sistemas de

salud, etc.



Si utilizamos programas, esta técnica tiene un mejor desempefio y su

aplicacion es altamente eficiente.

El gran avance de la Programacion Lineal, esta ligado a los
problemas logisticos que se dieron durante la Segunda Guerra
Mundial, época en la cual existia la necesidad urgente de asignar
recursos que eran escasos a las distintas operaciones militares, por lo
cual se formo un equipo de cientificos en el que participo George

Dantzig.

En el afio de 1947, George Dantzig da a conocer una formula, en
términos matematicos muy precisos, el enunciado estandar al que se
puede reducir todo problema de programacion lineal. Dantzig junto con
una serie de investigadores del United States Departament of Air
Force, formé el grupo que se denomind SCOOP (Scientific
Computation of Optimum Programs). EI método simplex, fue
desarrollado por Dantzig en el United States Bureau of Standards
SEAC COMPUTER, ayudandose de varios modelos de ordenador de

la firma International Business Machines (IBM).



1.4  Construccién del modelo de programacion lineal

Los elementos basicos para construir un modelo de programacion

lineal son:

R

% Variables de decision que se determina con la aplicacién del
modelo. Es esencial la definicion apropiada de las variables de

decision, es el primer paso para la construccion del modelo.

% Funcion Objetivo de maximizacion o de minimizacion, es la

funcién que se trata de optimizar

7/

% Restricciones y decisiones son ecuaciones o0 inecuaciones que

expresan las restricciones de los recursos.

1.5 Forma estandar del modelo

El modelo consiste en elegir valores de Xi, X2, ......... Xn para

maximizar Z(x) sujeta a ciertas restricciones AX < b donde Z

:Ac R" — R es la funcién objetivo, A es una matriz de dimensiéon mxn



de los coeficientes del sistema, b es un vector € R"de las

restricciones.

Z(X) =CiX1 + C2 XoF.oveiiinnnnn + CnXn

Sujeta a las restricciones:

ai1Xis + aXe + ... AinXn < b1
az21X1 + axXo + .............. aonXn < b2
AzX1 + azX2 F e asnXn < bs
AmiX1 + am2X2 + .. a12Xn < bm
X120, X220, .............. Xn2 0

La forma estandar incluye m ecuaciones con n incognitas (m<n), el
namero maximo de posibles soluciones béasicas para las m,

ecuaciones con n incognitas esta dado por:

nj n!
m) m!(n—-m)!



Tabla 1.1
Datos mecesarios para un modelo de programacion
lineal de asignacién de recursos a actividades

Consumo de recursos por unidad de actividad | Cantidad de
Actividad recursos

Recursos 1 2 3 i n disponibles
1 A | &2 | &s........... Ajinnnenns ain b1
2 a1 a2 A23.iiiins A2juuirnninnnis azn b2
M am1 am2 AM3eennennnnns Amjeeeeeennns amn bm

Contribucion a
Z por unidad C1 C2 C3 Cj Cn
de actividad

1.6  Supuestos del modelo.
Proporcionalidad: Requiere que la contribucion de cada variable de
decision, tanto en la funcion objetivo como en las restricciones sean

directamente proporcionales al valor de la variable.

Aditividad: Estipula que la contribucion total de todas las variables en
la funcién del objetivo y en las restricciones, sea la suma directa de la

contribucion individual de cada variable.



1.7

Pasos del método simplex

Paso 1

7
o

Convertir las desigualdades a ecuaciones

Una desigualdad del tipo <, se convierte en una ecuacion
aumentando en su lado izquierdo una variable de holgura. En caso

de que la desigualdad sea > se aumenta una variable de superavit

Conversion de una variable no restringida a variables no

negativas

Una variable x; no restringida se puede expresar en términos de

dos variables no negativas utilizando la sustitucion.

La sustitucion se efectia en todas las restricciones y en la funcién

obijetivo.



Paso 2

Se construye una tabla en donde se desarrolla el modelo. Determine

una solucion basica factible inicial

Tabla 1.2
Tabla Simmplex
Solucién Basica z X1 X2 cevenrnnn Xn  S1 S2 S3ueererereens Sn Solucién
Factible
z -C1 -C2_[...-Cn 0 0| ... 0 0
S a1 | A2 |...am 1 N 0 b1
S a1 | A |...axm 0 1| ... 0 b,
. 1 0 .
0
Sn am1 am2 ...Amn 0 0 0 1 bm

Paso 3: Seleccione una variable de entrada, empleando la condicion

de optimalidad. Detenerse si no hay una variable de entrada.

Condicion de optimalidad: La variable de entrada, en un problema
es la variable no basica que tiene el coeficiente mas negativo si es un
problema de maximizacion, o el mas positivo en un problema de
minimizacién en el renglon z., los empates se rompen arbitrariamente.

Se llega al valor 6ptimo cuando todos los coeficientes de los reglones



z de las variables no béasicas son no negativos 0 no positivos ya sea el

caso de maximizacién o minimizacion.

Paso4

Seleccionar una variable de salida, utlizando la condicion de

factibilidad

Condicion de factibilidad: Tanto para los problemas de
maximizacion como para los problemas de minimizacion, la variable de
salida es la variable basica asociada con la razon no negativa mas

pequefia. Los empates se rompen arbitrariamente.

Paso 5: Determinar las nuevas soluciones basicas empleando los

célculos apropiados de Gauss-Jordan. Ir al paso 1.



1.8 Casos especiales en la aplicacion del método simplex

Existen cuatro casos especiales que hay que considerar en la
aplicacion del método simplex. A continuacion se detalla cada uno de

los casos.

1.8.1 Degeneracion

Cuando se aplican las condiciones factibles del método simplex,
un empate de la razén minima debe romperse arbitrariamente con
el propésito de determinar la variable de salida. En este caso mas
de una de las variables basicas, seran cero en la siguiente
iteracion, esto se debe a que existe por lo menos una restriccion

redundante.

1.8.2 Optimas alternativas

Este caso suele darse, cuando la funcién objetivo es paralela a
una restriccion no acotada, la funcion objetivo puede tener mas
de un valor éptimo en mas de un punto de la solucion, se obtienen

infinitas soluciones.

10



1.8.3 Solucién no acotada

Las variables se incrementan indefinidamente sin infringir ninguna
de las restricciones, el espacio de solucién es no acotado, por lo
menos en una direccion. El valor objetivo aumentara o disminuira
indefinidamente, si fuese un caso de maximizacion o
minimizacion. Tanto el espacio solucion como el valor objetivo
son no acotados. Esto nos da un indicio que el modelo est4 mal
construido debido a que no se han tomado en cuenta una 0 mas

restricciones redundantes.

1.8.4 Solucion no factible

Esto implica que el modelo no se haya formulado correctamente.
Solo puede darse cuando las soluciones no se satisfagan entre si,
esto no puede ocurrir si se tiene restricciones de tipo “menor o
igual”, debido a que las variables de holgura proveen una solucion

factible.

11



1.9 Andélisis de Dualidad

Las variables y las restricciones del problema dual se pueden construir
simétricamente a partir del problema primal. Hay que tener las

siguientes consideraciones:

1.- Una variable dual se define para cada una de las m ecuaciones de

la restriccion primal.

2.- Una restriccion dual se define para cada primal de las n variables

primales.

3.- Los coeficientes del lado izquierdo de la restriccion dual, son
iguales a los coeficientes de la restriccion (columna) de la variable
primal asociada. Su lado derecho es igual al coeficiente del objetivo de

la misma variable primal.

4.- Los coeficientes de la funcion objetivo de la dual son iguales al

lado derecho de las ecuaciones de la restriccion primal.

12



La tabla 1.3 representa graficamente esta informacién donde vy, y-
........ Ym representan las variables duales.
Tabla 1.8

Descripcion  de la Construccion del modelo Dual
a partir del Primal

Variables Primales
Variables Duales | X1 |x2 X3uunereerenns Qljerereerennn Xn
Ci |c2 (o T Cjevrererennnns Cn
Y1 ail |am; | aiz....... Aljerereennnns ain b1
Y2 A |az |a23......... A2jerrraannnn azn b2
Ym amil |[@m2 | am3........... aAmjeeeeeennns amn bm
Restriccion Objetivo
Dual alaj Dual

Dada la siguiente funcion objetivo con sus respectivas restricciones

Maximizar: F (X) = C1X1 + Ca2X2 + covveeeeeviieiiiiiiinns + CnXn

Sujeta a las restricciones:

Xy tamrXot i ainXn = b1
aziXystaxXo+ i aonXxn = b>
AziXi Tt aXot i asnXn = b3

13



Sujeta a:
anyr tazXot amiym 2= C1
aryirtaxnXot ... am2ym > C2
aizyr taxzXot . am3ym 2> C3
alnyl + a2ny2 e + amnym Z Cn

1.10 Analisis de sensibilidad

Este andlisis se realiza después de obtener la solucion Optima de un
problema de programacion lineal. La finalidad es determinar si los
cambios en los coeficientes del modelo producen variaciones a la

solucioén actual.

Existen cuatro casos posibles que se producen cuando se hacen

cambios en el modelo:
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1.- La solucién actual permanece inalterada
2.- La solucién actual se vuelve no factible
3.- La solucion actual se vuelve no éptima

4.- La solucion actual se vuelve no 6ptima y no factible a la vez

La factibilidad de la solucién 6ptima puede verse afectada, cuando se
cambia el lado derecho de las restricciones 0 si se afiade una nueva
restriccion al modelo, puede darse el caso que estos cambios

produzcan soluciones no factibles.

Al aiadir en el modelo una nueva restriccion, se produce que la nueva
restriccion es redundante, lo que implica que se satisface por la
solucion optima actual o la nueva restriccion se infringe, en este caso
se utiliza el método simplex dual para tratar de recuperar la

factibilidad.

La solucion actual deja de ser 6ptima, solo si los coeficientes de la

funcién objetivo quebrantan la condicion de optimalidad.
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1.11 Programacion Entera

En muchos problemas es necesario, que las soluciones obtenidas
sean enteras, solo asi tendrian un sentido real, por ejemplo cuando se
asigna maquinas, vehiculos, personas a las actividades; surgen los
problemas de programacién entera, la programacion entera mixta
aparece cuando solo es necesario que algunas de las variables tengan

valores enteros en el modelo.

El modelo mateméatico que se utiliza para la programacion entera, es
el mismo que se utiliza para la programacion lineal, aumentando la

restriccion de que las variables deben tener valores enteros

Para resolver los problemas de programacién entera se utilizan los
algoritmos de ramificacion y acotamiento, a partir de la década de
1980, los estudios en estad area se mejoraron, surgié otro enfoque
algoritmico que involucra la combinacion de reprocesado automatico
del problema, la generacion de cortaduras, y las técnicas de

ramificacion y acotamiento.
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A veces sucede que los problemas de Programacion entera son tan
grandes que no se pueden resolver con las Ultimas técnicas
encontradas, en estos casos lo que se hace es encontrar la solucién
por el método simplex y después se redondea la solucion a una
solucién entera factible. Muchas veces esta solucién encontrada no
suele ser satisfactoria, porque puede ser muy dificil de encontrar y adn

encontrandola puede estar muy alejada del éptimo.

1.12 Algoritmos de solucion de la programacion entera

La estrategia de programacion lineal entera se basa en tres pasos:

Paso 1

Se disminuye el espacio solucion de la programacion lineal entera,
reemplazando cualquier variable binaria con la gama continua

0<y<1, ademas relegando las restricciones enteras en todas las

variables enteras.

Paso?2

Se resuelve el problema y se identifica una solucion optima.
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Paso3

Empezando desde el punto éptimo continuo, se afiaden restricciones
especiales que modifican el espacio solucion de la programacion lineal

de tal forma que la solucién sea entera.

A continuacion se presenta un ejemplo de programacion entera

resuelto por el método de Ramificacion y Acotamiento

Maximizar f(x,y) = 4x+ 3y

Sujetaa: 3x+4y<12

4x+2y<9

X,y 0 X, Y enteros

Grafico 1.1
Representacion de la Region Factible
4 )
5]
45 4
4 4
35
3 4
> 25
2 4
15
1 4
05
0 T
0 05 1 15 2 25 3 35 4
X
N\ y
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Aplicando el método simplex obtenemos la siguiente solucion:

* *

x =12 y =21  f(Xy,x2) =11.1

Problema |

Maximizar f(x,y) = 4x+ 3y

Sujetaa: 3x+4y<12

4x +2y <9

y<2

X1,X2 2 0 X1, X2 enteros.

Grafico 1.2
Representacion de la Regién Factible

45 -
3,5
Y s
1,54

0,5 1
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Aplicando el método simplex, obtenemos el siguiente resultado.

x=125 x=2 f(xi,x2)=11

Problema Il

Maximizar f(x,y) = 4x+ 3y

Sujetaa: 3x+4y<12

4x +2y <9

y=3

x,y 2 0 x,y enteros.

Grafico 1.8
Representacion de la Regién Factible
4 )
5
45 -
1 4
35 1
3 B I I R I I TR I I R IR
> 25
2 4
15
1 4
05 -1
0 T
0 05 1 15 2 25 3 35 4
X
o y

Aplicando el método simplex se obtiene el siguiente resultado:
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x=0 x=3 f(x,y)=9

Problema Il

Maximizar f(x,y) = 4x+ 3y

Sujetaa: 3x+4y<12

4x+2y<9

x,y 2 0 x,y enteros.

Grafico 1.4
Representacion de la Regién Factible

0 05 1 15 2 25 3 35 4

&

Aplicando el método simplex, se obtiene el siguiente resultado:
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x=1 y=2 f(xy)=10

Problema IV

Maximizar f(X,y) = 4x+ 3y

Sujetaa: 3x+4y<12

4x+2y<9

x,y 2 0 x,y enteros.

Grafico 1.5
Representacién de la Region Factible

...................................

0 0,5 1

15 2 2,5 3 3,5

Aplicando el método simplex se obtiene la solucion
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X1=2 X2=0.5 f(X1,x2)=9.5

La solucion optima aplicando el método de ramificacion es:

x; =1 x;=2 f(x],X;)=10

Grafico 1.6
Representacion Grafica del Método de Ramaificacion
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1.13 Programacion no lineal

Los problemas de programacion no lineal consisten en encontrar

X = (X1,X2,X3,.....Xn) para maximizar f(x) sujetaa g,(x)<b,
parai=123.m y x>0, donde f(x) y las g,(x) son funciones

dadas de n variables de decision.

1.14 Tipos de problemas de programacion no lineal
Los problemas de optimizacion no restringida no tienen restricciones

por lo que el modelo es maximizar o minimizar f(x) para todos los

valores (X1,X2,X3,....Xn) € R".

Grafico 1.7
Representacion de Maximos y Minimos de
una funcién F(x)

Méximo global
Maximo local

Minimo local

Minimo global
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Cuando se tiene una sola variable se requiere maximizar O

minimizar f(x) cuando x € R.

Una condicion necesaria para que una solucion particular x = x",

sea un minimo o0 un Maximo es que =0 en x=X

df (x)
dx

En este grafico existen cuatro soluciones que satisfacen esta

d2f(x)

>0 en x=X,
dx

condicion, utilizando la segunda derivada

entonces x* es un minimo local si  f(x )< f(x) para toda x
suficientemente cercana a X, es decir x es un minimo local si f(x) es
estrictamente convexa. De igual manera una condicion suficiente

para que x* sea un maximo local es que f(x) sea estrictamente

2
4’ f(x) _,

concava dentro de una vecindad de x*, es decir que pvE;
X

en x=Xx . Sila segunda derivada es cero no se puede concluir

nada y se denomina punto de inflexion.

Para encontrar un minimo global es necesario comparar los
minimos locales e identificar el que proporcione el minimo valor de

f(x) cuando X > —w y X = +.
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Optimizacion no restringida de una funcién de varias variables
Se tiene una funcion f(x), donde X = (X1,X2,.....Xn), identificamos los
puntos criticos como en el caso de una sola variable, una condicion
necesaria para que x =X Ssea un minimo o un maximo es que:

df (x)
dx.

]

=0en x=x,paraj=1,23....... n

Después de identificar los puntos criticos, que satisfacen esta
condicion, cada uno de estos puntos se clasifican como un minimo
0 un maximo local, si la funciébn es estrictamente convexa o
estrictamente concava respectivamente. El minimo y el maximo
global se encuentran mediante la comparacion de los minimos y

maximos relativos.

Optimizacion restringida con restricciones de igualdad
En este caso se considera una funcion f(x), puede ser encontrar el
minimo o el maximo sujeta a las restricciones de que x debe

satisfacer todas las ecuaciones
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gl(x) = b1

gz(x)=b2

g,(x)=b_ endonde m<n

Para resolver estos problemas se utiliza el método de los
multiplicadores de Lagrange. El primer paso es encontrar la

funcion lagrangiana
h(x,2)= f(x)= Y A4l (x)-b/]
i=1

en donde la nuevas variables A=(4,,4,,....4,)se llaman

multiplicadores de Lagrange

oh _of ,’LJ 99 _ paraj=1,2......... n
=1

6x 6x,

oh .
——=—-0.+b =0 arai=1,2........ m
oA, g; +6 Y

A partir de estas ecuaciones se obtienen los puntos criticos.
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Ejemplo: Maximizar f(x, X, )= X; + 2X}
Sujeta a (X, %, )i X2 +x5 =1
h(X,,X, )= XZ +2X2 = A( X2 + X5 =1)

a—h=2xl—2)~x1=0
X

oh

—=—(x}+x(-1)=0

A

Los puntos criticos que se encuentran al resolver las ecuaciones

son:

(X1,x2) = (0, 1) y (0O, -1) Son respectivamente el maximo y el

minimo globales.

Optimizacion linealmente restringida
Estos problemas se caracterizan por restricciones lineales, pero la
funcién objetivo es no lineal. Se han desarrollado varios algoritmos

especiales basados en la extensiéon del método simplex para la
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resolucion de estos problemas. La programacién cuadratica es un

caso especial que se detalla a continuacion

En el caso de la programacion cuadrética la funcion objetivo f(x) es
cuadratica, puede incluir el cuadrado de las variables o el producto

de una variable con otra, las restricciones son lineales.

Se han desarrollado muchos algoritmos para este problema, con la
suposicion adicional de que f(x) es concava, existe una extension

del método simplex para resolver estos problemas.

Para la resolucion de programacion convexa en donde la funcién
objetivo f(X) es cobncava, para maximizar o minimizar y las
restricciones son convexas se utiliza el algoritmo del gradiente,
algoritmos secuenciales no restringidos: como los métodos de la

funcién de penalizacién y de funcion barrera.
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CAPITULO II

ESTIMACION ESTADISTICA

2.1  INTRODUCCION

El objetivo de la Estadistica, es obtener una inferencia con respecto a
la poblacion, basandose en la informacion contenida en una muestra,
el procedimiento consiste en deducir una inferencia con respecto a

uno o mas parametros de la poblacion.
Un parametro poblacional es una constante, que caracteriza a una
poblacién. Los parametros poblacionales mas importantes son la

media, la varianza y la desviacion estandar de la poblacion.

La estimacion estadistica se puede dar de dos maneras:

e

*

La estimacion puntual, es un procedimiento que utiliza
informacion de la muestra, para obtener un solo punto o

namero, con el cual se estima el parametro objetivo.



X/
L X4

La Estimacion por intervalo, hace uso de la informacion de la
muestra, para obtener dos numeros que van a incluir el
parametro de estudio con cierto nivel de confianza, también es

conocido con el nombre de intervalo de confianza estimado.

Un estimador, es una regla, que establece como calcular una
estimacién basada en las mediciones contenidas en una muestra. Por
ejemplo la media muestral, es un estimador de la medida poblacional

gue se calcula con la siguiente formula:

Esta formula, nos indica de que deben sumarse las observaciones de

la muestra y dividirse entre el tamafio de la muestra n.

2.2 Propiedades de los estimadores puntuales

2.2.1 Estimadores insesgados

Sea # un estimador puntual de un parametro 6. Entonces 6 es un

estimador insesgado si E (#) = 0. De lo contrario se dice que es
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sesgado. El sesgo de un estimador puntual 6 se representa con la

letra B y esigual a:
B=E(#)-6
El error cuadréatico medio de un estimador puntual 5 se define como:

ECM=E (0 - 6)2

2

ECM=E (0 -200+6?)

2

/\2 N AN
=E (0 )-20E(0)+ 0

2

= VAR () + [E(8)]? - 20E(0) + 0
=VAR(O) + [0 - E(§) ]

= VAR () + B2

Podemos observar que, el Error Cuadratico Medio de cualquier
estimador, es la suma de dos cantidades no negativas; una es la
varianza del estimador y la otra es el cuadrado del sesgo del

estimador.
Se puede evaluar la bondad de cualquier procedimiento de estimacion

puntual, esto es lo que se denomina error de estimacion, obviamente,

nos gustaria que el error de estimacion sea lo mas pequefio posible.
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El error de estimacion, es la distancia entre un estimador y su

parametro objetivo. Es decir ¢=|6-0|.

2.2.2 Estimadores eficientes

Dado dos estimadores isesgados 6A?1 y 52 de un parametro 6A? con
varianza V (6A?1) y Vv (6A?z) respectivamente, entonces la eficiencia
relativa de 51 con respecto a 52 se define como la razon.

V(é\’z)
V(él)

Eficiencia =

N A
Si tenemos dos estimadores insesgados 61 y @2, utilizariamos el
- - - - - - N
estimador con la menor varianza, la eficiencia relativa de 61 con
N . N N
respecto a €2 es mayor que uno solamente siV (61) >V (62) en este

N N
caso se da que #1 es mejor estimador insesgado que 6 ».

2.2.3 Estimadores consistentes

AN

N
El estimador #nes un estimador consistente de # si para cualquier

nlimero positivo g1. el lImP(|#n-06|<e) =1, 0 en forma equivalente
n—-> o
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lim P(|6n-0]>¢)=0

n—-> w

donde 6, se calcula de una muestra de tamano n.

Definicién.- El estimador insesgado €n, es un estimador consistente

de Osi limV(6n)=0
n-> o

2.2.4 Estimadores suficientes
El criterio de suficiencia, nos permite encontrar estadisticos que
resumen toda la informacion en una muestra, en relacion al parametro

objetivo estudiado.

Sea  VYi....... Yn una muestra aleatoria de una distribucion de
probabilidad con un parametro desconocido 6. Se dice que el
estadistico U = g (Y1....... Yn) es suficiente para 6 si la distribucion

condicional yi....... yn dado U no depende de 6.
2.2.5 Funcion de Verosimilitud

Sean yi,ya....... Yn Observaciones muestrales para variables aleatorias

correspondientes  [yi...yf]. Si Vyi....... Yn son variables aleatorias
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discretas, entonces la funcion de verosimilitud L =L (y1,Yy2....... Yn) S€
define como la probabilidad conjunta de yi,y2....... yn. En el caso que
Y1,Y2.uunee Yn Sean Vvariables aleatorias continuas, la verosimilitud L

(Y1,Y20eeeee yn) se define como la densidad conjunta evaluada en

Si el conjunto de observaciones yi,Yyo....... Yn €S una muestra aleatoria
de una distribucién discreta con la funcion de probabilidad p(y),

entonces

L(Y1,Y2...... yn) = P(y1 = y1....... Yn =Yn) = f (y1) f(y2) .... f (yn)

Si se da el caso que y1,ya....... Yn tienen una distribucion continua con

funcién de densidad f (y), entonces:

L(Yy1,Y2.eee.. Yn) = P(y1 = y1i....... Yn = VYn) =T (y1) f(y2) .... f (yn)

Teorema: Sea U es un estadistico basado en una muestra aleatoria
Y1,Y2eeeene Yn. Entonces U es un estadistico suficiente para la estimacion
de un parametro 6 siy solo si L se puede factorar en dos funciones no
negativas.

L(Yy1,Y2....... Yn) = g(n,0) h (y1,y2....... ,Yn)
En donde g(u,0) es una funcion solamente de p y de 6 y h

(Y1,y2....... ,Yn) €s una funcion que no depende de 6.
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2.2.6 Robustez

La robustez es una propiedad estadistica, que nos indica como los
procedimientos de estimacion estadistica, son afectados
adversamente por incumplimiento de las suposiciones que los
sustentan. Es decir que un estimador es lo suficientemente robusto si
su distribucion muestral no se ve afectada por violaciones de los
supuestos. Esto ocurre por puntos extremos, causados por errores
directos, puede darse al registrar los datos, o en el momento en que
se lee los instrumentos, o por errores de procedimientos

experimentales.

2.3 Métodos para hallar estimadores

2.3.1 Método de los momentos

El método de los momentos consiste, en igualar unos pocos de los
primeros momentos de una poblacion con los momentos
correspondientes de una muestra, obteniendo asi tantas ecuaciones
como sean necesarias para resolver los parametros desconocidos de

la poblacion.

36



Definicién.- El k-ésimo momento de la muestra de un conjunto de
observaciones yi,ya....... Yn €s la media de sus k-ésimas potencias y se

denota por mg, donde

zyik
io1

n

Mk =

Para una poblacion que tiene r parametros, el método de los
momentos consiste, en resolver el sistema de ecuaciones.

Mk = Nk K=21,2 e 1

2.3.2 Método de la méaxima verosimilitud

R.A. Fisher propuso el método de maxima verosimilitud y expuso sus
ventajas, al demostrar que producia estimadores suficientes siempre
gue estos existieran y que los estimadores de maxima verosimilitud

son estimadores asintéticamente insesgados de minima varianza.

El método de la maxima verosimilitud selecciona como estimaciones,

a aquellos valores de los parametros que maximizan la verosimilitud,

es decir la funcion de densidad conjunta o la funcién de probabilidad.

37



2.3.3 Método de los minimos cuadrados
El método de los minimos cuadrados, es utilizado para estimar los
parametros de modelos lineales, consiste en ajustar un modelo lineal a

un conjunto de puntos que representan los datos.

El procedimiento de los minimos cuadrados, para ajustar una recta a
través de un conjunto de n puntos es similar al método de ajustar una
linea recta a simple vista; lo que se pretende es que la desviaciones
estandar tomen valores pequefios, una forma de lograr esto es
minimizando la suma de los cuadrados de las desviaciones verticales

de la recta ajustada.

2.4 Regresion Lineal

El analisis de regresion, es una técnica estadistica para modelar e
investigar la relacion entre dos o mas variables. Puede usarse un
analisis de regresion, para construir un modelo que sea O6ptimo y

permita hacer predicciones.

El cientifico inglés Sir Francis Galton (1822-1911), fue quien desarrollo
el analisis de regresion, sus primeros experimentos con regresion
comenzaron con un intento de analizar los patrones de crecimiento

hereditarios de los guisantes. Animado por los resultados Sir Francis
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Galton extendié para incluir los patrones hereditarios de la estatura de
las personas adultas. Descubrid que los nifios que tienen padres altos
o bajos tendian a regresar a la estatura promedio de la poblacion

adulta.

2.4.1 Regresion lineal simple

En la regresion lineal simple se establece que Y es una funcién de
solo una variable independiente, con frecuencia se denomina
regresion bivariada porque solo hay dos variables una dependiente y

una independiente.

Y =S, + fX+¢, es conocido como modelo de regresion lineal simple,

porque solo tiene una variable independiente, regresor o predictor X, y

una variable dependiente o variable respuesta Y.

Las estimaciones de g, y £, deberan dar como resultado una recta

que es “el mejor ajuste” para los datos. EIl cientifico aleman Kart

Gauss propuso estimar los parametros g, y B, a fin de minimizar la

suma de los cuadrados de las desviaciones verticales, utilizando el

método de minimos cuadrados, como se observa en el grafico 2.1.
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Grafico 2.1
Desviaciones de los datos del modelo de
Regresion estimado

Valor observado
Datos(y)

Recta de
regresion estimada

En la figura 2.2, se puede observar diagramas de dispersion, se
representan los datos por pares, es habitual colocar la variable
independiente en el eje horizontal, el literal a) sugiere una relacion
positiva y lineal entre X y Y, es positiva porque X y Y se mueven en la
misma direccion, el literal b) muestra una relacion lineal y negativa

entre Xy Y, las dos variables se mueven en direcciones opuestas.
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Grafico 2.2
Diagramas de Dispersion

@ | Una relacion (b) Una relacién
lineal negativa

lineal positiva

2.4.1.1 Supuestos del Modelo

El término del error es una variable aleatoria distribuida

normalmente: Puede ocurrir que para un valor de X haya

mas de un valor para Y, algunas veces Y esta por encima de la
recta de regresion haciendo que el término del error sea

positivo, mientras que se puede dar el caso que Y;sea menor

A
que Y, , creando un error negativo.
Se asume que estos términos del error se distribuyen normal y

aleatoriamente alrededor de la recta de regresion. Debido a Y,

es diferente cada vez, se estima el valor promedio de Y; por lo
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tanto la recta de regresion poblacional pasa por la media de

aquellos valores Y en donde x=i.

En el grafico 2.2 podemos observar una distribucion normal de
los términos de error por encima y por debajo de la recta de

regresion. Pasa por la media de los valores de Y.

Grafico 2.2
La distribucion mormal de los wvalores y alrededor de
la recta de regresiom  poblacional desconocida.

La varianza en todos los La varianza en todos los
valores Y, donde X =1i valores Y donde, X =
Y | |
|
[ | ¥=5+5=x
I | Larecta de
| I progresion
1 I poblacional
| (desconocida)
| Valoresde, |
| cuando X =i I
|
|
|
| —
I o J
|
|
_ |
My 1
/71_1 |
|
‘ I
Valores de Y |
adicionales, |
uando X =i |
i j X
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X3

%

Varianzas iquales de los valores Y: El modelo de Minimos

Cuadrados Ordinarios, asume que la varianza en los valores de
Y es la misma en todos los valores de X, este supuesto se
denomina homoscedasticidad. Desafortunadamente este
supuesto no es valido con frecuencia cuando se trabaja con

datos de corte seccional.

Por ejemplo se asume que se desea desarrollar un modelo de
regresion en el cual los ingresos de los consumidores se
utilicen para predecir los gastos de consumo, Cons=f(Ing). Si
se recolectaran datos sobre los consumidores en diferentes
intervalos de ingreso durante un afio dado se estarian
utilizando datos de corte seccional, ya que se incluyeron las
observaciones a traveés de diferentes secciones de estrato de

ingresos: los pobres, el promedio y los mas ricos.

Como muestra la figura 2.3, se puede encontrar un rango muy
estrecho en los valores para el consumo en los niveles bajos de
ingreso, mientras que para los consumidores mas ricos, la

variacion en sus gastos de consumo se mucho mayor.
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Los valores de Y, se dispersan mas ampliamente a medida que

el ingreso incrementa. Es llamado heteroscedasticidad.

Grafico 2.3
Heteroscedasticidad en la varianza de los valores Y.

Los valores Y se dispersan mas ampliamente para
los consumidores de ingreso alto

Cons = f(Ing)

Bajo Ingreso Medio Alto

e

*

Los términos del error son independientes uno del otro: El

meétodo de minimos cuadrados ordinarios se basa en el
supuesto de que los términos del error son independientes uno
del otro. EIl término del error encontrado para un valor de Y, no
se relaciona para cualquier otro valor de Y. Esta hipotesis

puede probarse analizando un diagrama de los errores de los
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datos muestrales. Si no puede observarse ningun patron se
puede asumir que los términos del error se correlacionan,

muchas veces resulta dificil encontrar algun patron discernible.

Grafico 2.4
Diaagramas de Errores

(a) ; ;
v Un patrén con etrores como
° este sugiere una e ®®
®  autocorreccion positiva. oY
© e
. )
[ ] Y
0 ¥ . X
e oo ©
-¢
(b)
+e
[ ] ° ® ®
0 X
[ ] ] [ ] ®
Cuando un error esta
seguido por otro error de
signo opuesto, se indica
-¢

autocorreccion negativa

Esto sugiere que los errores realmente son independientes. Se
compara esto con un diagrama residual que puede aparecer
como en la figura 2.4. Es evidente que los errores no son
aleatorios y que estan relacionados claramente. EI patrén

comienza con varios errores positivos, seguidos por varios
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A

errores negativos y luego nuevamente varios errores positivos,
contradice el supuesto de independencia de errores; se
denomina autocorrelacion positiva porque los signos iguales se
agrupan. La autocorrelacion negativa se da cuando cada error
es seguido de un error de signo opuesto. Este patrén de signos
alternantes sugiere que los términos de error no son
independientes. Los diagramas residuales nunca son tan
obvios de leer, existe otra forma para detectar la

autocorrelacion con base en la prueba de Durbin-Watson.

Prueba de Hipotesis

Hy o, ., =0 (No existe autocorrelacion)
H, :pe ., # 0 (Existe autocorrelacion)

En donde p, es el coeficiente de correlacion para errores

sucesivos, el valor de Durbin-Watson se compara con los
valores criticos de la tabla K(Tabla de Durbin-Watson), para un

nivel de significancia del 1% o del 5%.

e —€.)°
Estadistico de Durbin-Watson: d = Z(‘—H)

2.(e)°

El supuesto de linealidad: EI supuesto uno dice para un

mismo valor de X, pueden existir muchos valores diferentes de
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y, los que tienen una distribucién normal, esta distribucion tiene

una media, u,,,. El método de Minimos Cuadrados Ordinarios

asume que estas medias quedan en una recta.

2.4.1.2 Determinacién del modelo de Regresion Lineal Simple

Dada n observaciones de la muestra, se pueden expresar como:

Y, = B+ B X, +¢, 1=123.n
Por lo tanto si tenemos que la ecuacion Y,= g, + S, xi predice el
i-ésimo valor de y (Cuando x = ¥;), la desviacion del valor observado

de Y a partir de la recta Y , conocido también como error es (yi-yi), la

suma de los cuadrados de las desviaciones que deben minimizar es
SCE:ZgiZ =Z(yi - Yi)2 = Z(yi - (B + B Xi))2

i=1 i=1 i=1
donde SCE también es llamado la suma de los cuadrados de los

A A
errores. Portanto, £, yf, son los valores que minimizan SCE, asi,

se debe resolver el problema de programaciéon no lineal sin
restricciones.

Para recalcar esto se deriva parcialmente y luego se iguala a cero.

8SCE _ a{i{yi _(ﬂA(’ " Hz}

P, 0 p,
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OSCE n A R
B, —_;2{% —(By + B %)}

OSCE n A A
=-2 2 2y, —npg, - B, E,Xi
op, i1 =1

Igualando a cero obtenemos el siguiente resultado.
Z(Xi - X) (yi - y)
i=1

i(xi _i)z

b=

Realizamos el mismo procedimiento para encontrar el valor de 1

OSCE n A .
B, =- ;2 |:yi _(ﬂo + Xiﬂxi

OSCE [ A s !
P =-2 inyi - B in - B inz
B ic1 i1 io1

Igualando a cero esta ecuacion obtenemos el siguiente resultado de

Bo.

2.4.1.3 Limitaciones del andlisis de regresion

Se debe poner atencién en la seleccion de las variables, asi como en

la determinacion de la forma del modelo, es posible desarrollar
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relaciones estadisticas entre variables que no tienen ninguna relacion
en un sentido practico, es posible que se observe una fuerte
asociacion entre variables, eso no implica que exista una relacién

causal entre las mismas.

Las relaciones de regresion, son validas para los valores de las
variables de regresion que se encuentran en el rango de los datos
originales, es decir cuando se usan valores de X fuera de ese rango,

disminuye la certeza acerca de la validez del modelo supuesto.

2.4.1.4 Coeficiente de determinacién R?

El coeficiente de determinacion R? es una medida muy importante de
la bondad de ajuste, porque revela que porcentaje del cambio en la
variable Y, se explica por un cambio en X. Se halla de la siguiente

manera.

R2 - Desviacion exp licada
Desviacion Total

_ [SCR
sCT
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2.5 Regresion lineal multiple
El modelo de regresion lineal maltiple permite incorporar dos o méas

variables independientes. En donde g, son los coeficientes de

regresiony ¢ es el término del error aleatorio

Dado el siguiente modelo lineal

Y =Bo+PrXe+Paxo+......... + BnXn + €
Con n observaciones independientes yi, y2 ...... yn de Y. Se puede
escribir yicomo Y = Bo + PB1 Xiz + BoXi2 + ......... + PBnXin + & en donde Xy

es el valor de la j-ésima variable independiente para la i-ésima

observacion,i=1, ....... n.

A continuacion se detalla la representacion matricial del modelo

- - &
n Xo X1 Xy oo Xy ﬂo ’
Y, B &y
Xo Xy Xy 0 Xy
[} [ [ )
Y = X= e ° ° ° B = c=
[} [ [ )
[ ] [ ] [ ] [ J
[} [ ] [ )
Xo X Xa 0 Xk
_yn_ _ﬂk_ _gn_

Por lo tanto las n ecuaciones que representan las y; como funcion de

las x, las B, las ¢ se puede escribir simultdneamente como:
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Y=XB+¢

Teorema.- Las estimaciones de Minimos Cuadrados para los

A

coeficientes de regresién mdltiple estan dadas por g = (XX)1 XY

donde X’ es la transpuesta de X y (X’X)* es la inversa de (X'X).

Para el modeloy = o + BiX + ¢, una propiedad de los estimadores de

A A A
minimos cuadrados gy p, es ser insesgado, por lo tanto 4, es un

estimador insesgado de £, y,él es un estimador insesgado de 1.

2.6 PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES DE MINIMOS

CUADRADOS PARA EL MODELO DE REGRESION MULTIPLE.

Se pueden generalizar los resultados del modelo Y = Bo + PBi1X + &,
para el modelo de regresion multiple, Y = o + PiXi1 + P2 X2 + ..... + Bn
Xik + €i i = 1... n Suponemos que son variables aleatorias

independientes con E () =0y V (&) = 62
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Las propiedades de estos estimadores son:

1-E@)=Bii=1,....... k

2.-V (,BAl) = ci = o2, en donde ci es el elemento de la i-ésima fila y de

la j-ésima columna de la matriz (X’X)*

3.- cov(B;,B;) =Ci c2. Si los ¢ tienen una distribucion normal.

4.- Cada g, tiene una distribucion normal.

5.- Un estimador insesgado de ¢®> es S? = & en
[n—(k+D)]

A

donde SCE = YY-BXY.
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CAPITULO 1l

3. LINDO (Linear INteractive and Discrete Optimizer)
3.1 Introduccion

Lindo es un software que nos permite resolver problemas lineales,
enteros, y cuadraticos, su uso es simple e interactivo, se utiliza el
teclado para ingresar un modelo o es posible usar LINDO con archivos
gue contengan los datos de entrada. La mayoria las versiones de
LINDO estan disponibles de tal forma que permite unir sus propios
programas directamente con LINDO. La estructura interior de LINDO
se disefia, de tal manera que se puede combinar LINDO con su cédigo
para disefiar sistema personalizado. Las versiones de Windows de
LINDO proporcionan las bibliotecas Dynamic Link Library (DLL). La
ventaja de este formato es que tienen un compilador independiente.
Asi, es posible construir una aplicacion en cualquier lenguaje que
puede llamar un DLL Se puede utilizar la plataforma de Visual Basic,

Visual C/C++, etc.



3.2 Ingreso al programa

Icono de Acceso Directo al Programa Lindo
Grafico 3.1

iy .
Yel  Click
Lindow32 exe \

Después de dar un click al icono de acceso directo de lindo en el

gréafico 4.1, se presenta la siguiente pantalla.

Venlana de Lindo para escribir el modelo a resolver
Grafico 3.2

File Edit Solve Reports Window Help

Dleg|=(E2] d=(elvxEl=(0] Bl5] 2am BEm 2

4= <pntitled>

Ventana
Principal

En etiquetada como "<untitled>", se escribe el modelo a resolver.
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3.3 Desarrollo de un problema lineal utilizando Lindo
Un modelo de LINDO tiene un requisito minimo de tres cosas:

necesita una funcion objetivo, variables, y restricciones.

El primer requisito, consiste en la funcién objetivo, se tiene la opcion
de, maximizar o minimizar, por ejemplo, en una situacién comercial
tipica, se desea aumentar al maximo las ganancias o minimizar
costo. La primera palabra que se debe escribir en un modelo de
LINDO debe ser MAX o MIN, a continuacion se escribe la funcion

objetivo.

En la siguiente linea se debe escribir subject to o st, lo que permite

113 ”

escribir las restricciones. LINDO interpreta el simbolo “ < ” como
"menor que o igual a" en lugar de "estrictamente menor que". Si
usted prefiere, puede utilizar alternativamente “<= “en lugar del
simbolo “< “. Para finalizar la instruccion se debe escribir la palabra

reservada END, ver ejemplo grafico 3.3, se ilustra el modelo LAD

con los datos del pib.

El signo de admiracion permite escribir lineas de comentarios en el

modelo (! ), separadas por un punto y coma, a cada restriccion se la

puede renombrar utilizando un paréntesis.
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Desarrollo de un ejemplo practico
Grafico 3.3

IHodelo LAD del FIE!
IFuncion Objetiwvaol
Hin ul+wl+uZ4wvZ+ud+rItud+rd+ub+vhtub+ro+a?+v7+ul+wB+uS+wI94+ul 04w10+
ull+vll4uld+wl24ulI3+wlI+uld+vld+ulS+wlsS+ulb+vle+ul 7+vl?+uld8+wl8+
ul 94+l 4ul 042 04u2 1+v2 1+u2 24 v 2 24u2 3+v2 3tu2 44w 2 44 254w 2 a2 64w 264
274w 2 74+u2 84w 2 84u2 94w 2 9+ud 04w 30+ud 1+w31+ud 24w 3 240l 3+vI3+udd+vId+
W3S+ vIEHudE+v I 4ud P +w 3 7Hud v 38 +tud 9w 39 tud 0+vd O+tud 1+vd 1+ud 2+wd 2+
ud 3+l I+udd4rdd
IRestricciones!
=ubject to
ul-v1+b0+11741b1=44153
uZ-v2+b0+13419b1=45310
ud-v3i+b0+12799b1=4544¢6
ud—vd+b0+13200b1=46622
uS—v5+b0+13584b1=46438
ub—ve+b0+13901b1=47688
u?-v7+b0+14388b1=48217
ud-—vE+b0+14652b1=48245
ud-v3+b0+15264b1=48989
ul0—v10+b0+15663b1=49604
ull-v11+b0+15405b1=49500
ul2—v12+b0+1560801=49343
ul3-v13+b0+15559b1=49972
uld—v144+b0+16028b1=50075
ul5—v15+b0+165R8E1=50762
ulb—v16+b0+16397b1=50638
ul?—v17+b0+16860b1=51293
ulg—v18+b0+16746E1=51612
ul9-v19+b0+19122b1=53409
u20—v20+b0+17412b1=538138
u2l-v21+b0+18091E1=52945
uZ22-v22+b0+18560b1=54444
u23-v23+b0+18211b1=53782
uZ2d—vw24+b0+18767b1=53903
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3.3.1 Compilar el modelo

Compilacion del modelo
Grafico 3.4

[ Tl = Reports Window Help . |
Des|= 2o e (e R| Blal RABR ZESl 2
Compile Model  Chrl+E ———
Debug Ctr+D . |||:| |r>_(|
Pivek... Chrl+N i

Preemptive Goal Chrl+G 5
wrrErrrrrrerrrd +ul 34+v1 3+ul d+9
ul9+wl94u0+w20+u2l+v2l+u22+ve

ud3+vdItudd+wdd
|Restricciones!
szubject to
ul—vl+b0+411741H1=44153
u2—v2+b0+413419L1=45310
13—w3+b0+12799L1=45446
ud—wd+b0+413200b1=46622
uS—v5+b0+135584b1=46488
ub—vE+b0+413901b1=47688
u?—v7+b0+414358b1=48217
uf—v8+b0+14652b1=48245
u9—v9+b0+15264b1=459849
1ul0—v10+b0+15663b1=49604
1111-v11+b0+15405b1=49500
ul2—v1Z2+b0+15608b1=49343
1113—v13+b0+1555901=49972
1ld—r14+b0+1602801=50075
1115—r15+b0+1656801=50762
ulb6—r16+b0+1639701=50638
ul7—r17+b0+16836081=51293
1ul8—r18+b0+16746b1=51812
1119—r19+b0+19122k1=53409

£
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Lindo efectia este procedimiento automaticamente con la opcion
compile model, con las teclas Ctrl+E o con el botdn que indica la
flecha que se presenta en la figura 3.4, mientras LINDO compila el
modelo se muestra en la ventana siguiente, gréfico 3.5, la barra
indica cuando ha terminado la compilacién. En caso de encontrar un
error se informara del numero de la linea donde el error ocurrié y el

cursor se ubica en esa linea.

Barra de Compilacion del Modelo
Grafico 3.6

I
a 1
Constraints: 4
Yarnables: 2
Monzeros: B
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3.3.2 Solucién del modelo

Soluciom del Modelo
Grafico 3.6

File Edit Reports  Window  Help

Helz8 ®a =RaAB 2SBS0 2

Campile Model

Debug

Pivat... Chrl+M
Preemptive Goal Ckrl+G
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Para empezar resolviendo al modelo, se selecciona Solve del mend,
con un click en el boton que indica la flecha del grafico 3.6 ubicada

en la barra de herramientas.

LINDO empezar4d a compilar al modelo, luego determina si el
problema tiene sentido mateméatico, y si cumple los requisitos
sintacticos. Si el modelo no pasa estas pruebas, aparecera un
mensaje de error. El programa dejara el cursor en la linea donde el
error ocurrio. Se debe examinar esta linea para cualquier error de la
sintaxis para su correccion. Si no hay ningun error en el modelo
durante la fase de la compilacion, LINDO empezara a resolver el
modelo. Cuando el comando solver de LINDO comienza, despliega

una Ventana en su pantalla que esta en el grafico 3.7.

Ventana que ejecuta el Rango de Sensibilidad
Grafico 3.7

LINDO X

?f/ L2 RAMGE(SEMSITIVITY) AMNALYSIS?
-

Si | Mo |
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En esta pantalla le permite hacer un analisis de sensibilidad para el

modelo.

Ventana Solver Status
Grafico 3.8

LIMDO Solver, Status

X

Optirizer Statuz

Statuz: COptimal
[teratiors: 3
Infeasibility: 1]
Ohjective: 2100
Best IP: Hod

IF Bound: Heod
Branches: Hod
Elapzed Time: oo o0:oo

Update Interval: |1

3.3.3 Descripcién de la ventana LINDO Solver Status.
Status: Estado de solucién actual, los posibles valores incluyen:

Optimo, No Factible, Infinitas Soluciones.
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Iterations: El numero de iteraciones necesarias para resolver el

modelo

Infeasibility: Cantidad por el que se infringen (forzan) las

restricciones.

Objetive: Valor actual de la funcion objetivo.

Best IP: Mejor Valor Objetivo de solucion entero encontrado.

Relevante en modelos de programacion entera (IP).

IP Bound: Limite Teo6rico en el objetivo para modelos de

programacion entera.

Branches: El nimero de variables enteras "branches" resueltas por

LINDO. Esta informacion es relevante en modelos de programacion

entera (IP).

Elapsed Time: Tiempo transcurrido desde que se invocé el comando

solver
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Update Intervalo: Permite actualizar la frecuencia (en segundos) de
la ventana de estado. Esto se puede poner a cualquier valor no
negativo deseado. Poniendo el intervalo en cero se tiende a

aumentar tiempos de la solucién.

Interrupt Solver: Se presiona este botdn para detener la solucion en

cualquier punto, el valor que retorna sera la mejor solucion

encontrada.

Close: Se presiona este boton para cerrar la Ventana de Estado. La

optimizacion continuara.
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3.4 Reportes de Lindo

Window

Help

Ventana Menwu Reports
Grafico 3.9

Solution, ..
Range
Parametrics. ..
Skatistics
Peruse...
Pickure...

Easis Fickure
Tableau
Formnulation. ..
Show Calumn, ..
Puositive Definite

&lt+0
Alt+1
alt+2
Alt+3
£lt+4
Alt+S
Alt4+6
Alt+7
£lt4+3
ale+9

Al

RAB &E=l 2
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El grafico 3.9 presenta el menu desplegable de todos los reportes
gue Lindo realiza, con la opcion “Solution” se resuelve el modelo,

la opcién “Rango” realiza el analisis de sensibilidad.

“Parametrics” permite hacer variaciones en el modelo, puede ser
los coeficientes de la funcion objetivo o un valor “RHS(right-hand)”
por encima de su rango entero, no sélo el rango aceptable generado

en el informe del rango

“Statistics” se presenta un reporte:

Primera linea: se indica el numero de columnas, la cantidad de
variables, cantidad de variables enteras, el exponente de la
restriccion si fuese programacion cuadratica, caso contrario

aparecera el cero.

Segunda linea: Indica el numero de coeficientes enteros en un

modelo entero, numero de coeficientes diferentes de cero en las

restricciones y la densidad del modelo

Tercera linea: cantidad mas pequefia y mas grande en valor

absoluto
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Cuarta linea: sentido de la funcion objetivo (max o min), cantidad
de restricciones menor igual o mayor que, limite superior de la

restriccion .

Quinta linea: Numero de columnas con un (nico coeficiente

diferente de cero y alguna columna redundante
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3.5 Ayuda de Lindo

Menid Ayuda
Grafico 3.70

= LINDO
Gile Edit Solve Reports  Window NEEl

Contents F1 |u1G"IH| ElEI%l % |.n@|

Search for Help On... Al+F1

Hows ko Use Help Chrl+F1

Reqgister
AutoUpdate

About LINDO. ..

El grafico 3.10 tiene informacion acerca de la ayuda. Al escoger la opcion “About LINDO” se presenta el

grafico 3.11.
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About LINDO
Grafico 3.11

Demo LINDO/PC
Felease 6.1 [15.Jan 02] I%
Copyright & 2002
LIMDO Spgtems, Inc. A12/988-7422
1415 Marth Drayton St info@lindo. com

Chicago, IL BOE22 http:/Awana lindo. com

bl awirmum kodel Size

Consztraints: 150
W ariables: 300
|nteger W aniables: 50
Maonzeros: 2000000

Additional |nformation
Demonstration Version

Licenze Scope Lizenze Expiration
Single U=ser 21 Sep 2004

Licenze Uzage -
Commercial OF.

El grafico 3.11 contiene informacion acerca de la version de Lindo, la
cantidad de variables y de restricciones posibles que puede resolver

el modelo.
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CAPITULO IV

4. APLICACION DE LA PROGRAMACION LINEAL Y
OTRAS TECNICAS DE OPTIMIZACION A LA

ESTIMACION ESTADISTICA

4.1 Introduccion

La programacion lineal puede ser aplicada como un procedimiento
para resolver el problema de la regresion lineal en los mismos casos
en los que se usa el método de los minimos cuadrados. La estimacion
clasica de minimos cuadrados encuentra la férmula de prediccion que
minimiza la suma cuadratica entre la observacion y la prediccion. De
esta manera se puede encontrar varios “modelos de regresion lineal”,
la programacion lineal es aplicable porque ademas de minimizar la
suma cuadratica del error se realiza lo siguiente:
e La Minimizacion de la suma de los errores absolutos

e La Minimizacion del maximo error absoluto



e La Minimizacion del error en la prediccion al ordenar los

datos. Llamado también Regresion Ordinal.

4.2  Aplicacion
Se aplica el método de Minimos Cuadrados a los datos del PIB
(Variable Dependiente) con las exportaciones desde el afio de 1990

hasta el 2000, los datos son trimestrales ver anexol

Grafico 4.1
Serte lemporal del pib y exporiaciones del
primer trimestre de 1990 hasta el cuarto
trimestre del 2000

4 )
70.000
60.000 - Pib
> 40.000 -
%Uj 30.000 - Exportaciones
S 10.000 -
0 rTrrr1rr1r1rrrrrrrT T T T T T T TTT T T T T T T T TTTT T TTTTTTI
DR AN Ay Ry ey ey AN Y Y O
P I P NP P G R
Trimestre
N y
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PIB

El grafico 4.2 muestra el diagrama de dispersion, que representan las
observaciones por pares de los datos de las exportaciones y del pib, la
figura sugiere una relacion positiva y lineal, es positiva porque X y Y
se mueven en la misma direccion, a medida que X aumenta, Y

aumenta y a medida que X disminuye Y disminuye;

Grafico 4.2

Grafico de dispersion del pib y exportaciones
del primer trimestre de 71990 hasta el cuarto

trimestre del 2000

58000
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o
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48000 + o
0@
46000 +
O o
44000 o_ ; ; ; ;
10000 12000 14000 16000 18000 20000
EXPORTACIONES

relacion puede identificarse mediante una linea recta.
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Dado el siguiente modelo lineal:
Y =60+ X1+ X+, + B X+ &
Con n observaciones independientes vy, y, ... y.de Y. Se puede

escribir y; como

Y =B+ B Xit + PoXio o + By Xik + &i
Donde:
n: Namero de observaciones
k: Numero de variables explicativas

Y:Valor de la variable dependiente en la observacioni, para

Se quiere estimar:

B, Coeficiente de prediccion aplicado a la j-ésima variable explicativa

e; Error de la prediccion aplicado a la i-€sima observacion

El método de los Minimos Cuadrados encuentra los valores de g, que

Minimiza e +e; +€5 +......... +e’
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k
Sujetaa e =y, —f, _Zﬂjxij
j=1

B; .e; con restriccion de signo

En este trabajo se utiliza los datos del pib y las exportaciones desde
1990 al 2000, los datos son trimestrales. Por medio del método
simplex se puede encontrar la recta que relaciona a estas variables,
es decir la recta que se ajuste a los datos, se quiere probar que el pib
depende de las exportaciones. El modelo a utilizar en el software

Lindo es el siguiente:

MIN BO+ B1

SUBJECT TO

BO+17367B1=52210
17367B0+307033164B1=914551273

END

La solucion 6ptima del modelo se presenta en la tabla 4.1, el valor de la
funcién objetivo es de veintisiete mil ciento cincuenta y cinco con
sesenta y siete centésimas, ademas en la tabla 4.1 se muestra el costo

reducido de cada variable.
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El costo reducido de una variable, es la cantidad por la cual la
contribucion de la ganancia de la variable puede ser mejorada antes
gue la variable en cuestién tenga un valor positivo en una solucion
Optima. Obviamente una variable que aparece en la solucién éptima

puede tener un costo reducido de cero

Tabla 4.1
Regresion de Minimos Cuadrados aplicando
Programacién Lineal
Datos mensuales FExportaciones y Pib

1990—- 2000
Variable Valor Costo Reducido
BO 27154,232422 0,000000
Bl 1,442723 0,000000

El modelo resultante es:y=27154.23+1.44X, el intercepto es
veintisiete mil ciento cincuenta y cuatro con veintitrés centésimas y
podemos observar que su pendiente es positiva. Por cada incremento
de las exportaciones en una unidad, el pib aumentara en uno con
cuarenta y tres unidades. El valor deR? =0.89, esto significa que el
89% del cambio en el valor del pib se explica mediante un cambio en

las exportaciones
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Tabla 4.2
Holgura vy Precto Dual de las restricciones
Datos mensuales Fxportaciones y Pib

1990—-2000
Columna Holgura o Superavit Precio Dual
2) 0,000000 -56,640141
3) 0,000000 0,003204

En la tabla 4.2 se muestra el precio dual de una restricciéon; es el ratio
por el cual el valor de la funcién objetivo mejorar4 cuando el lado
derecho o término constante de la restriccion se incrementa en una
pequefa cantidad. Cada software de programacion lineal puede tener

Sus propios signos convencionales con atencion a los precios duales.

Lindo usa la convencion que un precio dual positivo significa que
incrementando el lado derecho en cuestion mejorara el valor de la
funcién objetivo, considerando que un precio dual negativo significa que
incrementando el lado derecho causara que el valor de la funcién
objetivo disminuya. Un precio dual de cero significa que cambiando el
lado derecho en una pequefia cantidad no tendra efecto sobre el valor
de la solucion. Siguiendo esta convencion, restricciones menor o igual
tendran precios duales no negativos, restricciones con el signo mayor o
igual tendran precios duales no positivos restricciones con signo igual

pueden tener precios duales de cualquier signo.
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Tabla 4.3
Incremento y decremento permaitido en la
funciom objetivo
Datos mensuales Fxportaciones y Pib

71990— 2000
Rango de los Coeficientes Objetivos
Variable Coeficiente Incremento Decremento
Actual Permitido Permitido
BO 1,000000 INFINITY INFINITY
B1 1,000000 INFINITY INFINITY

Los valor de f, yp, pueden tener un numero infinito de incremento y

decremento y la funcion objetivo no cambia su valor, ver tabla 4.3.

4.2.1 Estimacion de las minimas desviaciones absolutas (LAD)

Consiste en minimizar la suma de los valores absolutos del error, esto
es minimizar |e, |+]e, |+ .coeenn +|e, |, al realizar esta regresion se ve
menos afectada por los valores extremos, es conveniente utilizarla
cuando en un conjunto de observaciones se tiene pocos datos con
estas caracteristicas, la programacion lineal puede ser aplicada si se
utiliza el supuesto u, —v, =e,, lo cual es una restriccion de signo, la
programacion lineal se disefia para variables no negativas, El modelo

a utilizar es el siguiente:
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Minimizar: u, +v, +U, +V, +........ u
) [
Sujetaa: U, -V, =8, - > BX;
j=1

B; con restriccion en signo,

Aplicando el software a los datos, el modelo a utilizar es el siguiente:

Min
ul+vl+u2+v2+u3+v3+u4+v4+us+v5+ub+ve+u7+v7+u8+v8+u9+v9+ull
+v10+ull+v11+ul2+v12+ul3+v13+ul4+v14+ul5+v15+ul6+v16+ul7+
v17+ul8+v18+ul9+v19+u20+v20+u21l+v21+u22+v22+u23+v23+u24+
V24+u25+v25+u26+Vv26+u27+v27+u28+v28+u29+v29+u30+v30+u3l+
v31+u32+v32+u33+v33+u34+v34+u35+v35+u36+v36+ul37+v37+u38+
v38+u39+v39+u40+v40+udl+val+ud2+v42+ud3+v43+ud4+vaa

subject to
ul-vi+b0+11741b1=44153
u2-v2+b0+13419b1=45310
u3-v3+b0+12799b1=45446
u4-v4+b0+13200b1=46622
u5-v5+b0+13584b1=46488
u6-v6+b0+13901b1=47688
u7-v7+b0+14388b1=48217
u8-v8+h0+14652b1=48245
u9-v9+b0+15264b1=48989
ul0-v10+b0+15663b1=49604
ull-v11+b0+15405b1=49500
ul2-v12+b0+15608b1=49343
ul13-v13+b0+15559h1=49972
ul4-v14+b0+16028b1=50075
ul15-v15+b0+16568b1=50762
ul6-v16+b0+16397b1=50638
ul7-v17+b0+16860b1=51293
ul8-v18+b0+16746b1=51612
ul19-v19+b0+19122h1=53409
u20-v20+b0+17412h1=53836
u21-v21+b0+18091b1=52945

77



u22-v22+b0+18560b1=54444
u23-v23+b0+18211b1=53782
u24-v24+b0+18767b1=53903
u25-v25+b0+19030b1=54206
u26-v26+b0+18989b1=54327
u27-v27+b0+19216b1=55011
u28-v28+b0+19055b1=55791
u29-v29+b0+18958b1=55788
u30-v30+b0+19561b1=56597
u31-v31+b0+20896b1=57085
u32-v32+b0+20150b1=57279
u33-v33+b0+19507b1=56653
u34-v34+b0+19194b1=56699
u35-v35+b0+18682b1=57125
u36-v36+b0+19662b1=57201
u37-v37+b0+18777b1=53628
u38-v38+b0+194360b1=52632
u39-v39+b0+19675b1=52590
u40-v40+b0+18841b1=52280
u41-v41+b0+19245b1=52424
u42-v42+b0+19241b1=53704
u43-v43+b0+19465b1=54486
u44-v44+pb0+18631b1=55442
END

Utilizando el software Lindo al modelo propuesto la funcion objetivo
obtiene el valor 6ptimo de treinta y seis mil ochocientos tres con
veintisiete centésimas, en sesenta y nueve iteraciones, el valor
minimo que toma cada variable, con su respectivo costo reducido se

muestra en el anexo 2

En el anexo 3 se muestra el precio dual de las restricciones que

intervienen en el modelo LAD.
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El anexo 4, muestra los Rangos en los que la variable basica cambia:

El modelo resultante es:
y =2721246+1.43X,

Es decir que por cada incremento de las exportaciones en una unidad
el pib aumentara en uno con cuarenta y tres unidades; el intercepto es
veintisiete mil doscientos doce con cuarenta y seis centavos y tiene

una pendiente positiva.

4.2.2 Medida de labondad de ajuste para (LAD)

En el método clasico de minimos cuadrados, una buena medida
estadistica usada es el llamado R*, Se conoce a R? como coeficiente
de determinacion mdultiple y su raiz cuadrada positiva es el coeficiente
de correlacion multiple, un estadistico que puede ser calculado para la
regresion del LAD es por medio de la mediana de los valores de las

Y, es el que se explica:

UV e u, +v,)/(n-k-1)
(Jy,—m]|+....... +y, —m|/(n-1)

Calculando el R? obtenemos:

ne_q 3680327142 _
129458 /43

Esto significa que el 71% del cambio en el valor del pib se explica

mediante un cambio en las exportaciones.
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4.2.3 Regresion minima de la maxima desviacion (LMAX)

La regresion LMAX es lo opuesto del método de regresion LAD,
LMAX minimiza el peor error de prediccion que se presenta en las
observaciones, Aqui, una observacion extrema puede tener en este

caso un efecto muy grande,

La forma general para un modelo de programacion lineal para una

regresion LMAX seria la siguiente:

Minimizar: Z
Sujeta a:

Bo+ X B+ Xi B + Ui —=V; =Y,
z—u;-v; 20

X; restriccion de signo

parai=1,2,,,,,,,n

para k=1,2,,,,,,,n

Aplicando el software al los datos el modelo a utilizar es el siguiente:

Min z

subject to
b0-y0+11741b1+ul-v1=44153
b0-y0+13419b1+u2-v2=45310
b0-y0+12799b1+u3-v3=45446
b0-y0+13200b1+u4-v4=46622
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b0-y0+13584b1+u5-v5=46488
b0-y0+13901b1+u6-v6=47688
b0-y0+14388b1+u7-v7=48217
b0-y0+14652b1+u8-v8=48245
b0-y0+15264b1+u9-v9=48989
b0-y0+15663b1+ul0-v10=49604
b0-y0+15405b1+ull-v11=49500
b0-y0+15608b1+ul2-v12=49343
b0-y0+15559b1+ul13-v13=49972
b0-y0+16028b1+ul4-v14=50075
b0-y0+16568b1+ul5-v15=50762
b0-y0+16397b1+ul6-v16=50638
b0-y0+16860b1+ul7-v17=51293
b0-y0+16746b1+ul8-v18=51612
b0-y0+19122b1+ul19-v19=53409
b0-y0+17412b1+u20-v20=53836
b0-y0+18091b1+u21-v21=52945
b0-y0+18560b1+u22-v22=54444
b0-y0+18211b1+u23-v23=53782
b0-y0+18767b1+u24-v24=53903
b0-y0+19030b1+u25-v25=54206
b0-y0+18989b1+u26-v26=54327
b0-y0+19216b1+u27-v27=55011
b0-y0+19055b1+u28-v28=55791
b0-y0+18958b1+u29-v29=55788
b0-y0+19561b1+u30-v30=56597
b0-y0+20896b1+u31-v31=57085
b0-y0+20150b1+u32-v32=57279
b0-y0+19507b1+u33-v33=56653
b0-y0+19194b1+u34-v34=56699
b0-y0+18682b1+u35-v35=57125
b0-y0+19662b1+u36-v36=57201
b0-y0+18777b1+u37-v37=53628
b0-y0+19436b1+u38-v38=52632
b0-y0+19675b1+u39-v39=52590
b0-y0+18841b1+u40-v40=52280
b0-y0+19245b1+u41-v41=52424
b0-y0+19241b1+u42-v42=53704
b0-y0+19465b1+u43-v43=54486
b0-y0+18631b1+u44-v44=55442
z-ul-v1>=0

z-u2-v2>=0

z-u3-v3>=0

z-u4-v4>=0
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Z-u5-v5>=0
Z-u6-v6>=0
Z-u7-v7>=0
Z-u8-v8>=0
Z-u9-v9>=0
Zz-ul0-v10>=0
z-ull-v11>=0
z-ul2-v12>=0
Z-ul3-v13>=0
Zz-ul4-v14>=0
Z-ul5-v15>=0
Z-ul6-v16>=0
z-ul7-v17>=0
Z-ul8-v18>=0
Z-ul9-v19>=0
Z2-u20-v20>=0
Z-u21-v21>=0
Z2-u22-v22>=0
Z-u23-v23>=0
Z2-u24-v24>=0
Z-u25-v25>=0
Z-u26-v26>=0
Z-u27-v27>=0
Z-u28-v28>=0
Z-u29-v29>=0
z-u30-v30>=0
z-u31-v31>=0
z-u32-v32>=0
z-u33-v33>=0
Z2-u34-v34>=0
Z2-u35-v35>=0
Z2-u36-v36>=0
z-u37-v37>=0
Z2-u38-v38>=0
Z2-u39-v39>=0
z-u40-v40>=0
z-u41-v41>=0
z-u42-v42>=0
z-u43-v43>=0
z-u44-v44>=0
end
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Utilizando el Software Lindo, el valor 6ptimo es encontrado en ciento
treinta y dos iteraciones, z= 2845,269, en el anexo 5 se presenta los
valores que adquieren las variables, en el anexo 6 se muestra para
cada restriccion la holgura y el precio dual, en el Anexo 7 podemos

observar

La ecuaciéon encontrada es la siguiente:

y=32539.8+1.16 X,
De la ecuacion encontrada podemos concluir que por cada incremento
de las exportaciones en una unidad el pib aumentara en un entero con
dieciséis unidades; tiene una pendiente positiva y el intercepto es

treinta y dos mil quinientos treinta y nueve con ocho décimas.

4.2.4 Medida de la bondad de ajuste para LMAX

Se define r que esigual al rango de las Y, es decir max{Y,} - min{Y},

R’ se calcula de la siguiente forma para el LMAX:

_max{ui +vi}/(n—k—1)
r/(n-1)

1

r= Rango(Y,;)
r=57279 — 44153= 13126

ne _q_ 284521142
13126 /43
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R*=0.78

Podemos concluir que el 78% del cambio en el valor del pib se explica

mediante un cambio en las exportaciones

4.2.5 Método dual aplicado al LAD

El modelo que se utiliza para maximizar aplicando el dual es:

Maximizar: 4,Y, + 1,Y, + ...+ 4,Y

Sujeta a:

Se define el siguiente artificio: L, =4,+10 L, =4, -1
El modelo a utilizar es el siguiente:

Maximizar L)Y, + L)Y, +....+LY, =Y, =Y, — ... =Y

n-n

Sujeta a:

LoXi+ LoXyj + ot LoX = Xg5 + X+t X J=01 K
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MODELO EN LINDO
Max

44153L1+45310L2+45446L.3+466221.4+46488L5+47688L6+
482170L7+482451.8+48989L9+49604L10+49500L11+49343L12+
49972L.13+50075L14+50762L15+50638L16+51293L17+51612L.18+
53409L19+53836L20+529451.21+544441.22+537821.23+53903L24+
54206L25+543271L.26+55011L27+557911L28+55788L29+56597L.30+
57085L31+57279L32+56653L33+56699L.34+57125L.35+57201L36+
53628L37+52632L.38+52590L.39+52280L40+524241L.41+53704L42+
544861L.43+554421.44

SUBJECT TO
L1+L2+L3+L4+L5+L6+L7+L8+L9+L10+L11+L12+L13+L14+L15+L 16+
L17+L18+L19+L20+L21+L22+L.23+L24+L25+.26+L27+L28+L29+L30+
L31+L32+L33+L34+L35+L36+L36+L37+L38+L39+L41+L41+L42+1L43+
L44<=44

117411L1+13419L2+12799L3+13200L4+13584L.5+13901L.6+14388L7+
14652L.8+152641L.9+15663L10+15405L11+15608L12+15559L.13+1602
8L14+16568L15+16397L16+16860L17+16746L.18+191221.19+17412L
20+18091L21+18560L22+182111.23+18767L.24+19030L25+18989L26
+19216L27+19055L28+189581L.29+19561L.30+208961.31+20150L.32+1
9507L33+19194L34+18682L.35+19662L.36+18777L37+19436L38+19,
675L39+188411L40+19245L41+192411L.42+194651.43+186311L44<=764
156

L1<=2

L2<=2

L3<=2

L4<=2

L5<=2

L6<=2

L7<=2

L8<=2

L9<=2

L10<=2

L11<=2

L12<=2

L13<=2

L14<=2

L15<=2
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L16<=2
L17<=2
L18<=2
L19<=2
L20<=2
L21<=2
L22<=2
L23<=2
L24<=2
L25<=2
L26<=2
L27<=2
L28<=2
L29<=2
L30<=2
L31<=2
L32<=2
L33<=2
L34<=2
L35<=2
L36<=2
L37<=2
L38<=2
L39<=2
L40<=2
L41<=2
L42<=2
L43<=2
L44<=2

Resultados Obtenidos:

Después de cincuenta y tres iteraciones se encuentra el valor 6ptimo,
la funcién objetivo toma el valor de f(x) = 2431656. EI anexo 8
muestra los valores que adquieren las variables utilizadas en el

modelo, en el anexo 9 muestra la solucion encontrada y los valores de

la holgura y precio dual de las restricciones.
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y = 27212.46 +1.43X

Del modelo resultante se puede concluir que por cada incremento de
las exportaciones en una unidad el pib aumentara en uno con cuarenta
y tres unidades; tiene una pendiente positiva y el intercepto es

veintisiete mil doscientos doce con cuarenta y seis centésimas.

En el anexo 10, se presenta una tabla acerca de los coeficientes de la

funcién objetivo, el incremento y decremento permitido.

4.2.6 Método dual para el LMAX
El modelo dual que se utiliza para encontrar el LMAX se describe a
continuacion:

Maximizar: Ly, + 4,Y, + A3Ys + o +A,Y,
Sujetaa: 4,x; =0 j=12....k

A—a, <0 i=12...n

-4 -0, <0 i=12...n

Zai <1

A; tiene restriccion de signo
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Es conveniente utilizar el siguiente cambio de variable, a través de las

nuevas variables:

Sustituyendo en el modelo dual planteado obtenemos lo siguiente:

Maximizar: > (g; —h,)y;

i=1

Sujetaa: Y (g; —h)y; =0 j=12....k

i=1
—2h <0 1=12,...n

g, 20 i=12,...... n

Z(gi - hi) <1
i=1
Modelo del PIB:

EJEMPLO UTILIZANDO LINDO
El modelo es el siguiente:

max

4415391-44153h1+4531092-45310h2+4544693-45446h3+46622g4-
46622h4+4648895-46488h5+4768896-47688h6+4821797+8217h7+
4824598-48245h8+48989g9-48989h9+49604910-9604h10+49500g11-
49500h11+49343912-49343h12+49972913-49972h13+50075914-
50075h14+507629g15-50762h15+50638916-50638h16+51293917-
51293h17+516129g18-51612h18+53409919-53409h19+53836920-
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53836h20+52945921-52945nh21+54444922-54444h22+53782923-
53782h23+53903924-53903h24+54206925-54206h25+54327926-
54327h26+55011927-55011h27+55791928-55791h28+55788929-
55788h29+56597930-56597h30+57085931-57085h31+57279932-
57279h32+56653933-56653h33+56699934-56699n34+57125935-
57125h35+57201936-57201h36+53628937-53628n37+52632938-
52632h38+52590939-52590h39+52280940-52280h40+52424941-
52424h41+53704942-53704h42+54486943-54486h43+55442944-
55442h44

subject to

g1-h1+g2-h2+g3-h3+g4-h4+g5-h5+g6-h6+g7-h7+g8-h8+g9-h9+g10-
10+g11-h11+g12-h12+g13-h13+g14-h14+g15-h15+g16-h16+g17-
h17+918-h18+919-h19+g20-h20+921-h21+g22-h22+g23-h23+g24-
h24+g25-h25+g26-h26+g27-h27+928-h28+929-h29+g30-h30+g31-
h31+932-h32+9g33-h33+g34-h34+g35-h35+g36-h36+9g37-h37+g38-
h38+939-h39+g40-h40+g41-h41+g42-h42+943-h43+g44-h44=0

1174191-11741h1+1341992-13419h2+1279993+2799n3+13200g4 +
13200h4+1358495-13584h5+1390196-13901h6+14388g7-14388h7+
1465298-4652h8+1526499-15264h9+156639g10-15663h10+15405g11-
15405h11+15608g12-15608h12+15559913-15559h13+160289g14-
16028h14+16568g15-16568h15+16397916-16397h16+16860917-
16860h17+16746918-16746h18+19122919-19122h19+17412920-
17412h20+180919g21-18091h21+18560922-18560h22+18211923-
18211h23+18767924-18767h24+19030g25-19030h25+18989926-
18989h26+19216g27-19216h27+19055928-19055h28+189580929-
18958h29+195619g30-19561h30+20896931-20896h31+20150932-
20150h32+19507933-19507h33+19194934-19194h34+18682935-
18682h35+196629g36-19662h36+18777937-18777h37+19436938-
19436h38+19675939-19675h39+18841940-18841h40+19245941-
19245h41+19241942-19241h42+19465943-19465h43+18631944-
18631h44=0

gl+hl+g2+h2+g3+h3+g4+h4+g5+h5+g6+h6+g7+h7+g8+h8+g9+h9+

g10+h10+gl11+hl11+gl12+h12+g13+h13+gl14+h14+g15+h15+g16+h16+
g17+h17+g18+h18+g19+h19+g20+h20+g21+h21+g22+h22+g23+h23+
g24+h24+9g25+h25+926+h26+g27+h27+g28+h28+g29+h29+g30+h30+
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031+h31+g32+h32+g33+h33+g34+h34+g35+h35+g36+h36+g37+h37+
g38+h38+g39+h39+g40+h40+g41+h41+g42+h42+943+h43+g44+h44
<=1

En cinco iteraciones es encontrado el valor 6ptimo, en el anexo 11 se
presenta los resultados obtenidos de las variables que componen la

funcién objetivo, en el anexo 12 se muestra el precio dual; es decir la

soluciéon encontrada del modelo.

La ecuacion encontrada es:

y =32539.8+1.16 X
De la ecuacion encontrada podemos concluir que por cada incremento
de las exportaciones en una unidad el pib aumentara en uno con
dieciséis unidades; tiene una pendiente positiva y el intercepto es

treinta y dos mil quinientos treinta y nueve con ocho décimas.

En el anexo 13 se presenta el incremento y decremento permitido para

las variables de la funcion objetivo.
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Conclusiones

% A lo largo de toda esta investigacion, se ha podido determinar
que existe una gran interrelacion entre la estadistica
(fundamentalmente de tipo inferencial) y la teoria de

optimizacion (lineal y no lineal)

% En los ejercicios practicos, se ha empleado el SOFTWARE de
Optimizacion LINDO el mismo que ha demostrado su
eficiencia en este tipo de analisis, por ser interactivo, de facil
utilizacion en los datos al ingresar los modelos, obteniendo los
resultados en forma rapida, ademas tiene una gran precision

numeérica,

% Se puede usar eficientemente la teoria de la dualidad de la
programacion lineal en la solucién del modelo de Regresion
lineal; asi al resolver el modelo LAD la solucién es encontrada
en sesenta y nueve iteraciones, el modelo LMAX en ciento
treinta y dos iteraciones se obtiene el valor éptimo; pero

aplicando el método dual al LAD la solucién es encontrada en
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X/

cincuenta y tres iteraciones, mientras que LMAX, se

encuentra la solucién en cinco iteraciones,

Se ha podido observar que existen métodos alternativos al de
minimos cuadrados que permiten resolver el problema de la

regresion lineal mediante técnicas de optimizacion,

El avance que ha tenido la informatica en los ultimos afios ha
ocasionado que actualmente dispongamos de programas que
resuelven muchos problemas matematicos, en este trabajo se
uso en particular el programa LINDO, que es especializado en
la resolucién de problemas de programacion lineal y no lineal,
y lo hemos utilizado en la resolucion de problemas de

Regresion lineal,
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7
o

Recomendaciones

Es recomendable la utilizacion de programas de software
como LINDO, por ser interactivo, de facil aplicacion en los
datos al ingresar los modelos, obteniendo los resultados en

forma réapida, a la vez que ofrecen gran precision numérica,

Es recomendable que en cursos donde se estudia estadistica
se haga eénfasis en que muchos de los problemas de
estimacion interviene la teoria de optimizacion, asi por ejemplo

usar la teoria de la dualidad de la programacion lineal

Por la evolucion constante de la Informatica, se recomienda
el uso del programa que resuelvan los problemas
matematicos, relacionados a trabajos propuestos; en este
trabajo se us6 en particular el programa LINDO, que es
especializado en la resolucion de problemas de programacion
lineal y no lineal, y lo hemos utilizado en la resolucién de

problemas de Regresion lineal,
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Anexo 1
Datos Econémicos del Ecuador 71990 — 2000

Cantidad PIB Exportaciones
datos Trimestre Y X

1 90.1 44.153 11.741
2 90.11 45.310 13.419
3 90.111 45.446 12.799
4 90.1V 46.622 13.200
5 91.1 46.488 13.584
6 9111 47.688 13.901
7 91.111 48.217 14.388
8 911V 48.245 14.652
9 92.1 48.989 15.264
10 92.11 49.604 15.663
11 92.111 49.500 15.405
12 92.1IV 49.343 15.608
13 93.1 49.972 15.559
14 93.11 50.075 16.028
15 93.111 50.762 16.568
16 93.1V 50.638 16.397
17 94.1 51.293 16.860
18 94.11 51.612 16.746
19 94.111 53.409 19.122
20 94.1V 53.836 17.412
21 95.1 52.945 18.091
22 95.11 54.444 18.560
23 95.111 53.782 18.211
24 95.1V 53.903 18.767
25 96.1 54.206 19.030
26 96.11 54.327 18.989
27 96.111 55.011 19.216
28 96.1V 55.791 19.055
29 97.1 55.788 18.958
30 97.11 56.597 19.561
31 97.111 57.085 20.896
32 97.1V 57.279 20.150
33 98.1 56.653 19.507
34 98.11 56.699 19.194
35 98.111 57.125 18.682
36 98.1V 57.201 19.662
37 99.1 53.628 18.777
38 99.11 52.632 19.436
39 99.111 52.590 19.675
40 99.1V 52.280 18.841
41 00.1 52.424 19.245
42 00.11 53.704 19.241
43 00.111 54.486 19.465
44 00.1V 55442 18631

Fuente: Banco Central del Ecuador
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Anexo 2
Solucion encontrada, modelo LAD con swu respectivo Costo

Redwuctido
Datos mensuales Fxportaciones y Pib
1990—- 2000
Variable Valor Costo Reducido
Ul 155,818649 0,000000
V1 0,000000 2,000000
U2 0,000000 2,000000
V2 1086,019165 0,000000
K] 0,000000 2,000000
V3 63,678577 0,000000
U4 539,059265 0,000000
V4 0,000000 2,000000
U5 0,000000 2,000000
V5 143,900055 0,000000
U6 602,922607 0,000000
V6 0,000000 2,000000
u7 435,716400 0,000000
V7 0,000000 2,000000
us 86,306900 0,000000
V8 0,000000 2,000000
U9 0,000000 2,000000
V9 44,596981 0,000000
ul10 0,000000 1,537932
V10 0,000000 0,462068
ull 264,832031 0,000000
V11 0,000000 2,000000
ul2 0,000000 2,000000
V12 182,373016 0,000000
ul3 516,676453 0,000000
V13 0,000000 2,000000
ul4 0,000000 2,000000
V14 50,797249 0,000000
uil5 0,000000 2,000000
V15 135,771255 0,000000
ul6 0,000000 2,000000
V16 15,312822 0,000000
ul7 0,000000 2,000000
V17 22,209059 0,000000
uls 459,763245 0,000000
V18 0,000000 2,000000
ul9 0,000000 2,000000
V19 1139,922363 0,000000
u20 1731,661987 0,000000
V20 0,000000 2,000000
uz21 0,000000 2,000000
V21 130,023880 0,000000
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Variable Valor Costo Reducido
uz22 698,502380 0,000000
V22 0,000000 2,000000
uz23 535,426331 0,000000
V23 0,000000 2,000000
uz24 0,000000 2,000000
V24 138,420975 0,000000
u25 0,000000 2,000000
V25 211,400925 0,000000
u26 0,000000 2,000000
V26 31,788076 0,000000
u27 327,696930 0,000000
V27 0,000000 2,000000
uz28 1337,859497 0,000000
V28 0,000000 2,000000
u29 1473,528931 0,000000
V29 0,000000 2,000000
u30 1420,491333 0,000000
V30 0,000000 2,000000
U3l 0,000000 0,462068
V31 0,000000 1,537932
u32 1260,467773 0,000000
V32 0,000000 2,000000
u33 1553,688721 0,000000
V33 0,000000 2,000000
u34 2047,147705 0,000000
V34 0,000000 2,000000
U35 3205,093506 0,000000
V35 0,000000 2,000000
uU36 1880,103516 0,000000
V36 0,000000 2,000000
u37 0,000000 2,000000
V37 427,716797 0,000000
u38 0,000000 2,000000
V38 2365,811035 0,000000
U39 0,000000 2,000000
V39 2749,480957 0,000000
u40 0,000000 2,000000
V40 1867,209961 0,000000
U4l 0,000000 2,000000
\VZ) 2300,760986 0,000000
u42 0,000000 2,000000
V42 1015,042603 0,000000
u43 0,000000 2,000000
V43 553,268860 0,000000
ua4 1595,002075 0,000000
Va4 0,000000 2,000000

BO 27212,464844 0,000000
B1 1,429582 0,000000
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Anexo 3
Modelo LAD, wvalores de la holgura y precio dual de las
restricciones
Datos mensuales Fxportaciones y Pib

Fila Holgura o Superavit Precio Dual
2) 0,000000 -1,000000
3) 0,000000 1,000000
4) 0,000000 1,000000
5) 0,000000 -1,000000
6) 0,000000 1,000000
7) 0,000000 -1,000000
8) 0,000000 -1,000000
9) 0,000000 -1,000000
10) 0,000000 1,000000
11) 0,000000 0,537932
12) 0,000000 -1,000000
13) 0,000000 1,000000
14) 0,000000 -1,000000
15) 0,000000 1,000000
16) 0,000000 1,000000
17) 0,000000 1,000000
18) 0,000000 1,000000
19) 0,000000 -1,000000
20) 0,000000 1,000000
21) 0,000000 -1,000000
22) 0,000000 1,000000
23) 0,000000 -1,000000
24) 0,000000 -1,000000
25) 0,000000 1,000000
26) 0,000000 1,000000
27) 0,000000 1,000000
28) 0,000000 -1,000000
29) 0,000000 -1,000000
30) 0,000000 -1,000000
31) 0,000000 -1,000000
32) 0,000000 -0,537932
33) 0,000000 -1,000000
34) 0,000000 -1,000000
35) 0,000000 -1,000000
36) 0,000000 -1,000000
37) 0,000000 -1,000000
38) 0,000000 1,000000
39) 0,000000 1,000000
40) 0,000000 1,000000
41) 0,000000 1,000000
42) 0,000000 1,000000
43) 0,000000 1,000000
44) 0,000000 1,000000
45) 0,000000 -1,000000
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Anexo 4
Modelo LAD, incremento y decremento permitido en los coeficientes de
la funcion objetivo
Datos mensuales Exportaciones y Pib

1990-2000
Rango de los Coeficientes Objetivos
Variable Coeficiente Incremento Decremento
Actual Permitido Permitido
Ul 1,000000 0,264118 0,879083
V1 1,000000 INFINITY 2,000000
U2 1,000000 INFINITY 2,000000
V2 1,000000 1,076367 0,323392
U3 1,000000 INFINITY 2,000000
V3 1,000000 0,993948 0,298629
U4 1,000000 0,314189 1,045738
V4 1,000000 INFINITY 2,000000
U5 1,000000 INFINITY 2,000000
V5 1,000000 1,100657 0,330689
U6 1,000000 0,345675 1,150536
V6 1,000000 INFINITY 2,000000
U7 1,000000 0,371543 1,236632
V7 1,000000 INFINITY 2,000000
us 1,000000 0,387252 1,288917
V8 1,000000 INFINITY 2,000000
U9 1,000000 INFINITY 2,000000
V9 1,000000 1,428977 0,429332
u10 1,000000 INFINITY 1,537932
V10 1,000000 INFINITY 0,462068
U1l 1,000000 0,440357 1,465671
V11 1,000000 INFINITY 2,000000
u12 1,000000 INFINITY 2,000000
V12 1,000000 1,521937 0,457262
u13 1,000000 0,453064 1,507963
V13 1,000000 INFINITY 2,000000
u14 1,000000 INFINITY 2,000000
V14 1,000000 1,653246 0,496713
uis 1,000000 INFINITY 2,000000
V15 1,000000 1,859519 0,558688
u16 1,000000 INFINITY 2,000000
V16 1,000000 1,788842 0,537453
u17 1,000000 INFINITY 2,000000
V17 1,000000 1,994054 0,599108
uis 1,000000 0,582651 1,939277
V18 1,000000 INFINITY 2,000000
u19 1,000000 INFINITY 2,000000
V19 1,000000 0,699046 1,363021
u20 1,000000 0,694030 1,382504
V20 1,000000 INFINITY 2,000000
u21 1,000000 INFINITY 2,000000
V21 1,000000 0,995881 0,862032
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u22 1,000000 1,035103 0,834657
V22 1,000000 INFINITY 2,000000
u23 1,000000 0,900559 0,948980
V23 1,000000 INFINITY 2,000000
uU24 1,000000 INFINITY 2,000000
V24 1,000000 0,778995 1,135745
uU25 1,000000 INFINITY 2,000000
V25 1,000000 0,718147 1,295820
U26 1,000000 INFINITY 2,000000
V26 1,000000 0,726999 1,267960
u27 1,000000 1,439286 0,680552
V27 1,000000 INFINITY 2,000000
u2s 1,000000 1,313417 0,712854
V28 1,000000 INFINITY 2,000000
U29 1,000000 1,247678 0,733839
V29 1,000000 INFINITY 2,000000
U30 1,000000 1,811236 0,620318
V30 1,000000 INFINITY 2,000000
[VEH 1,000000 INFINITY 0,462068
V31 1,000000 INFINITY 1,537932
uU32 1,000000 1,793626 0,538890
V32 1,000000 INFINITY 2,000000
U33 1,000000 1,740821 0,629032
V33 1,000000 INFINITY 2,000000
U34 1,000000 1,420682 0,684792
V34 1,000000 INFINITY 2,000000
U35 1,000000 1,092141 0,800927
V35 1,000000 INFINITY 2,000000
U36 1,000000 1,959481 0,604651
V36 1,000000 INFINITY 2,000000
u37 1,000000 INFINITY 2,000000
V37 1,000000 0,776493 1,141104
uU3s 1,000000 INFINITY 2,000000
V38 1,000000 0,640869 1,656164
U39 1,000000 INFINITY 2,000000
V39 1,000000 0,602692 1,980344
uU40 1,000000 INFINITY 2,000000
V40 1,000000 0,760856 1,176642
u41 1,000000 INFINITY 2,000000
V41l 1,000000 0,675042 1,464567
u42 1,000000 INFINITY 2,000000
V42 1,000000 0,675797 1,461027
u43 1,000000 INFINITY 2,000000
V43 1,000000 0,635981 1,689728
U44 1,000000 1,067550 0,814690
V44 1,000000 INFINITY 2,000000
BO 0,000000 0,385145 0,115716
Bl 0,000000 2418,000000 8048,000000
Anexo 5

Solucion encontrada, modelo LMAX con su respectivo Costo Reducido
Datos mensuales Exportaciones y Pib
1990-2000
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Variable Valor Costo Reducido

Z 2845,268555 0,000000
BO 32539,808594 0,000000
YO0 0,000000 0,000000
B1 1,163683 0,000000
U1l 0,000000 0,000000
V1 2049,608643 0,000000
U2 0,000000 0,158728
V2 2845,268555 0,000000
U3 428,741699 0,000000
V3 2416,526855 0,000000
U4 0,000000 0,000000
V4 1278,421997 0,000000
U5 492,996155 0,000000
V5 2352,272461 0,000000
U6 908,552429 0,000000
V6 1936,716064 0,000000
u7 0,000000 0,000000
V7 1065,877197 0,000000
U8 750,089539 0,000000
V8 2095,178955 0,000000
U9 766,002563 0,000000
V9 2079,265869 0,000000
u10 841,347839 0,000000
V10 2003,920776 0,000000
U1l 0,000000 0,000000
V11 966,342712 0,000000
u12 742,849121 0,000000
V12 2102,419434 0,000000
u13 1085,859375 0,000000
V13 1759,409180 0,000000
u14 0,000000 0,000000
V14 1116,317139 0,000000
uis 0,000000 0,000000
V15 1057,705933 0,000000
u16 931,276245 0,000000
V16 1913,992310 0,000000
u17 0,000000 0,000000
V17 866,501282 0,000000
uis 0,000000 0,000000
V18 414,841431 0,000000
u19 731,258301 0,000000
V19 2114,010254 0,000000
u20 1939,707153 0,000000
V20 905,561401 0,000000
u21 0,000000 0,000000
V21 646,994873 0,000000
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U22 1575,753174 0,000000
V22 1269,515381 0,000000
U23 50,363171 0,000000
V23 0,000000 0,000000
U24 0,000000 0,000000
V24 475,644501 0,000000
U25 0,000000 0,000000
V25 478,693085 0,000000
U26 1267,643188 0,000000
V26 1577,625366 0,000000
U27 109,861893 0,000000
V27 0,000000 0,000000
U28 1961,241699 0,000000
V28 884,026855 0,000000
U29 1187,092041 0,000000
V29 0,000000 0,000000
U30 2069,829834 0,000000
V30 775,438599 0,000000
U3l 228,874680 0,000000
V3l 0,000000 0,000000
U32 2068,125244 0,000000
V32 777,143250 0,000000
U33 2129,249268 0,000000
V33 716,019165 0,000000
U34 2334,365723 0,000000
V34 510,902802 0,000000
8ES 2845,268555 0,000000
V35 0,000000 1,000000
U36 1780,859375 0,000000
V36 0,000000 0,000000
U37 1041,493652 0,000000
Va7 1803,774902 0,000000
U8 0,000000 0,000000
V38 2525,148438 0,000000
U39 0,000000 0,841272
V39 2845,268555 0,000000
U40 330,255768 0,000000
V40 2515,012695 0,000000
U4l 0,000000 0,000000
val 2510,885010 0,000000
U42 0,000000 0,000000
¥ 1226,230225 0,000000
U43 1070,186646 0,000000
V43 1775,081787 0,000000
U44 1221,616333 0,000000
Va4 0,000000 , | . 0,000000
\TITAU U

Modelo LMAX, valores de la holgura y precio dual de las restricciones

Datos mensuales Exportaciones y Pib
1000 ’)OO{'\
| Fila | Holgura o Supéravit Precio Dual |
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2) 0.000000 0.000000
3) 0.000000 0.079364
4) 0.000000 0.000000
5) 0.000000 0.000000
6) 0.000000 0.000000
7) 0.000000 0.000000
8) 0.000000 0.000000
9) 0.000000 0.000000
10) 0.000000 0.000000
11) 0.000000 0.000000
12) 0.000000 0.000000
13) 0.000000 0.000000
14) 0.000000 0.000000
15) 0.000000 0.000000
16) 0.000000 0.000000
17) 0.000000 0.000000
18) 0.000000 0.000000
19) 0.000000 0.000000
20) 0.000000 0.000000
21) 0.000000 0.000000
22) 0.000000 0.000000
23) 0.000000 0.000000
24) 0.000000 0.000000
25) 0.000000 0.000000
26) 0.000000 0.000000
27) 0.000000 0.000000
28) 0.000000 0.000000
29) 0.000000 0.000000
30) 0.000000 0.000000
31) 0.000000 0.000000
32) 0.000000 0.000000
33) 0.000000 0.000000
34) 0.000000 0.000000
35) 0.000000 0.000000
36) 0.000000 -0.500000
37) 0.000000 0.000000
38) 0.000000 0.000000
39) 0.000000 0.000000
40) 0.000000 0.420636
41) 0.000000 0.000000
42) 0.000000 0.000000
43) 0.000000 0.000000
44) 0.000000 0.000000
45) 0.000000 0.000000
46) 795.659851 0.000000
47) 0.000000 -0.079364
Fila Holgura o Superavit Precio Dual
48) 0.000000 0.000000
49) 1566.846558 0.000000
50) 0.000000 0.000000
51) 0.000000 0.000000

103




52) 1779.391357 0.000000
53) 0.000000 0.000000
54) 0.000000 0.000000
55) 0.000000 0.000000
56) 1878.925781 0.000000
57) 0.000000 0.000000
58) 0.000000 0.000000
59) 1728.951416 0.000000
60) 1787.562622 0.000000
61) 0.000000 0.000000
62) 1978.767212 0.000000
63) 2430.427002 0.000000
64) 0.000000 0.000000
65) 0.000000 0.000000
66) 2198.273682 0.000000
67) 0.000000 0.000000
68) 2794.905273 0.000000
69) 2369.624023 0.000000
70) 2366.575439 0.000000
71) 0.000000 0.000000
72) 2735.406738 0.000000
73) 0.000000 0.000000
74) 1658.176514 0.000000
75) 0.000000 0.000000
76) 2616.393799 0.000000
77) 0.000000 0.000000
78) 0.000000 0.000000
79) 0.000000 0.000000
80) 0.000000 -0.500000
81) 1064.409180 0.000000
82) 0.000000 0.000000
83) 320.120209 0.000000
84) 0.000000 -0.420636
85) 0.000000 0.000000
86) 334.383636 0.000000
87) 1619.038330 0.000000
88) 0.000000 0.000000
89) 1623.652222 0.000000

Modelo LMAX, incremento y decremento permitido de los

Anexo 7

coeficientes de la funcion objetivo
Datos mensuales Exportaciones y Pib

10002000

Rango de [os Toeticientes Objetivos
Variable | Coeficiente Incremento Decremento
Actual Permitido Permitido
Z 1.000000 INFINITY 1.000000
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BO 0.000000 0.025888 0.000000
YO0 0.000000 INFINITY 0.000000
B1 0.000000 2631.500000 496.500000
Ul 0.000000 INFINITY 0.000000
V1 0.000000 0.066756 0.000000
U2 0.000000 INFINITY 0.158728
V2 0.000000 0.086205 1.000000
U3 0.000000 0.000000 0.144415
V3 0.000000 0.000000 0.894612
U4 0.000000 INFINITY 0.000000
V4 0.000000 0.083048 0.000000
U5 0.000000 0.000000 0.163027
V5 0.000000 0.000000 1.000000
U6 0.000000 0.000000 0.171978
V6 0.000000 0.000000 1.000000
U7 0.000000 INFINITY 0.000000
V7 0.000000 0.103643 0.000000
us 0.000000 0.000000 0.197691
V8 0.000000 0.000000 1.000000
U9 0.000000 0.000000 0.225119
V9 0.000000 0.000000 1.000000
u10 0.000000 0.000000 0.247507
V10 0.000000 0.000000 1.000000
U1l 0.000000 INFINITY 0.000000
V11 0.000000 0.131575 0.000000
u12 0.000000 0.000000 0.244160
V12 0.000000 0.000000 1.000000
u13 0.000000 0.000000 0.241254
V13 0.000000 0.000000 1.000000
u14 0.000000 INFINITY 0.000000
V14 0.000000 0.157594 0.000000
uis 0.000000 INFINITY 0.000000
V15 0.000000 0.190193 0.000000
u16 0.000000 0.000000 0.302929
V16 0.000000 0.000000 1.000000
u17 0.000000 INFINITY 0.000000
V17 0.000000 0.214147 0.000000
uis 0.000000 INFINITY 0.000000
V18 0.000000 0.204111 0.000000
u19 0.000000 0.000000 0.922848
Rango de los Coeficientes Objetivos
Variable | Coeficiente Incremento Decremento
Actual Permitido Permitido
V19 0.000000 0.000000 1.000000
u20 0.000000 0.000000 0.438798
V20 0.000000 0.000000 1.000000
u21 0.000000 INFINITY 0.000000
V21 0.000000 0.456552 0.000000
u22 0.000000 0.000000 0.890583
V22 0.000000 0.000000 1.000000
u23 0.000000 1.000000 0.000000
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V23 0.000000 INFINITY 0.000000
u24 0.000000 INFINITY 0.000000
V24 0.000000 0.968710 0.000000
U25 0.000000 INFINITY 0.000000
V25 0.000000 0.883202 0.000000
U26 0.000000 0.000000 0.944883
V26 0.000000 0.000000 1.000000
u27 0.000000 1.000000 0.000000
V27 0.000000 INFINITY 0.000000
u28 0.000000 0.000000 0.933818
V28 0.000000 0.000000 1.000000
U29 0.000000 1.000000 0.000000
V29 0.000000 INFINITY 0.000000
U30 0.000000 0.000000 0.856887
V30 0.000000 0.000000 1.000000
U3l 0.000000 0.289083 0.000000
V31 0.000000 INFINITY 0.000000
U32 0.000000 0.000000 0.781905
V32 0.000000 0.000000 0.676431
U33 0.000000 0.000000 0.864487
V33 0.000000 0.000000 1.000000
Us4 0.000000 0.000000 0.911342
V34 0.000000 0.000000 1.000000
(UK]S 0.000000 1.000000 1.000000
V35 0.000000 INFINITY 1.000000
U36 0.000000 1.000000 0.000000
V36 0.000000 INFINITY 0.000000
U3s7 0.000000 0.000000 0.982269
V37 0.000000 0.000000 1.000000
uU3s 0.000000 INFINITY 0.000000
V38 0.000000 0.777286 0.000000
U39 0.000000 INFINITY 0.841272
V39 0.000000 0.726031 1.000000
u40 0.000000 0.000000 0.970675
V40 0.000000 0.000000 1.000000
U41 0.000000 INFINITY 0.000000
V41 0.000000 0.823760 0.000000
U42 0.000000 INFINITY 0.000000
V42 0.000000 0.824792 0.000000
U43 0.000000 0.000000 0.870493
Rango de los Coeficientes Objetivos
Variable | Coeficiente Incremento Decremento
Actual Permitido Permitido
V43 0.000000 0.000000 1.000000
U44 0.000000 1.000000 0.000000
V44 0.000000 INFINITY 0.000000
Anexo 8

Solucion encontrada, modelo DUAL LAD con su respectivo
Costo Reducido

Datos mensuales Exportaciones y Pib

1990-2000
1uo




Variable Valor Costo Reducido
L1 2,000000 0,000000
L2 0,000000 1086,019165
L3 0,000000 63,678577
L4 2,000000 0,000000
L5 0,000000 143,900055
L6 2,000000 0,000000
L7 2,000000 0,000000
L8 2,000000 0,000000
L9 0,000000 44,596981

L10 0,155809 0,000000
L11 2,000000 0,000000
L12 0,000000 182,373016
L13 2,000000 0,000000
L14 0,000000 50,797249
L15 0,000000 135,771255
L16 0,000000 15,312822
L17 0,000000 22,209059
L18 2,000000 0,000000
L19 0,000000 1139,922363
L20 2,000000 0,000000
L21 0,000000 130,023880
L22 2,000000 0,000000
L23 2,000000 0,000000
L24 0,000000 138,420975
L25 0,000000 211,400925
L26 0,000000 31,788076
L27 2,000000 0,000000
L28 2,000000 0,000000
L29 2,000000 0,000000
L30 2,000000 0,000000
L31 1,844191 0,000000
L32 2,000000 0,000000
L33 2,000000 0,000000

Variable Valor Costo Reducido

L34 2,000000 0,000000
L35 2,000000 0,000000
L36 0,000000 25332,361328
L37 0,000000 427,716797
L38 0,000000 2365,811035
L39 2,000000 0,000000
L40 2,000000 0,000000
L41 0,000000 29513,226562
L42 0,000000 1015,042603
L43 0,000000 553,268860
L44 2,000000 0,000000
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Anexo 9
Modelo DUAL LAD, valores de la holgura y precio dual de las
restricciones

atos mensuales Exportaciones y Pib

Fila Holgura o Sueg{&hihn Precio Dual
2) 0.000000 27212.464844
3) 0.000000 1.429582
4) 0.000000 155.818649
5) 2.000000 0.000000
6) 2.000000 0.000000
7) 0.000000 539.059265
8) 2.000000 0.000000
9) 0.000000 602.922607
10) 0.000000 435.716400
11) 0.000000 86.306900
12) 2.000000 0.000000
13) 1.844191 0.000000
14) 0.000000 264.832031
15) 2.000000 0.000000
16) 0.000000 516.676453
17) 2.000000 0.000000
18) 2.000000 0.000000
19) 2.000000 0.000000
20) 2.000000 0.000000
21) 0.000000 459.763245
22) 2.000000 0.000000
23) 0.000000 1731.661987
24) 2.000000 0.000000
25) 0.000000 698.502380
26) 0.000000 535.426331
Fila Holgura o Superavit Precio Dual
27) 2.000000 0.000000
28) 2.000000 0.000000
29) 2.000000 0.000000
30) 0.000000 327.696930
31) 0.000000 1337.859497
32) 0.000000 1473.528931
33) 0.000000 1420.491333
34) 0.155809 0.000000
35) 0.000000 1260.467773
36) 0.000000 1553.688721
37) 0.000000 2047.147705
38) 0.000000 3205.093506
39) 2.000000 0.000000
40) 2.000000 0.000000
41) 2.000000 0.000000
42) 0.000000 25349.408203
43) 0.000000 25345.255859
44) 2.000000 0.000000
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Modelo DUAL LAD, incremento y decremento permitido de los

45) 2.000000 0.000000

46) 2.000000 0.000000

47) 0.000000 1595.002075
Anexo 10

coeficientes de la funcion objetivo

Dafos 1y BT ESRGEREIONERY P

Variable Coeficiente [ 199@réatBhto Decremento
Actual Permitido Permitido
L1 44153.000000 INFINITY 155.818649
L2 45310.000000 1086.019287 INFINITY
L3 45446.000000 63.678757 INFINITY
L4 46622.000000 INFINITY 539.059265
L5 46488.000000 143.900253 INFINITY
L6 47688.000000 INFINITY 602.922607
L7 48217.000000 INFINITY 435.716400
L8 48245.000000 INFINITY 86.306900
L9 48989.000000 44597210 INFINITY
L10 49604.000000 72.332481 17.810696
L11 49500.000000 INFINITY 264.832031
L12 49343.000000 182.373260 INFINITY
L13 49972.000000 INFINITY 516.676453
L14 50075.000000 50.797493 INFINITY
L15 50762.000000 135.771515 INFINITY
Rango de los Coeficientes Objetivos
Variable Coeficiente Incremento Decremento
Actual Permitido Permitido
L16 50638.000000 15.313075 INFINITY
L17 51293.000000 22.209320 INFINITY
L18 51612.000000 INFINITY 459.763245
L19 53409.000000 1139.922729 INFINITY
L20 53836.000000 INFINITY 1731.661987
L21 52945.000000 130.024170 INFINITY
L22 54444.000000 INFINITY 698.502380
L23 53782.000000 INFINITY 535.426331
L24 53903.000000 138.421280 INFINITY
L25 54206.000000 211.401230 INFINITY
L26 54327.000000 31.788383 INFINITY
L27 55011.000000 INFINITY 327.696930
L28 55791.000000 INFINITY 1337.859497
L29 55788.000000 INFINITY 1473.528931
L30 56597.000000 INFINITY 1420.491333
L31 57085.000000 116.353271 50.015678
L32 57279.000000 INFINITY 1260.467773
L33 56653.000000 INFINITY 1553.688721
L34 56699.000000 INFINITY 2047.147705
L35 57125.000000 INFINITY 3205.093506
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L36 57201.000000 25332.361328 INFINITY
L37 53628.000000 427.717102 INFINITY
L38 52632.000000 2365.811279 INFINITY
L39 52590.000000 INFINITY 25349.408203
L40 52280.000000 INFINITY 25345,255859
L41 52424.000000 29513.226562 INFINITY
L42 53704.000000 1015.042908 INFINITY
L43 54486.000000 553.269165 INFINITY
L44 55442.000000 INFINITY 1595.002075
Anexo 11

Solucién encontrada, modelo DUAL LMAX con su respectivo
Costo Reducido

Pat nmancio loe Evnartarianacyvr Dl
Variabl@ O MEPSI31es EXPORGGTRERY (d8
1090-2000
G1 0.000000 | 4894.877441
H1 0.000000 795.659851
G2 0.000000 5690.537109
H2 0.079364 0.000000

G3 0.000000 4833.053711
H3 0.000000 857.483398
G4 0.000000 4123.690430

Variable Valor Costo Reducido
H4 0.000000 1566.846558
G5 0.000000 4704.544922
H5 0.000000 985.992310
G6 0.000000 3873.432129
H6 0.000000 1817.104858
G7 0.000000 3911.145752
H7 0.000000 1779.391357
G8 0.000000 4190.357910
H8 0.000000 1500.179077
G9 0.000000 4158.531738
H9 0.000000 1532.005127
G10 0.000000 4007.841553
H10 0.000000 1682.695679
Gl1 0.000000 3811.611328
H11 0.000000 1878.925781
G12 0.000000 4204.838867
H12 0.000000 1485.698242
G13 0.000000 3518.818359
H13 0.000000 2171.718750
Gl4 0.000000 3961.585693
H14 0.000000 1728.951416
G15 0.000000 3902.974365
H15 0.000000 1787.562622
G16 0.000000 3827.984619
H16 0.000000 1862.552490
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G17 0.000000 3711.769775
H17 0.000000 1978.767212
G18 0.000000 3260.109863
H18 0.000000 2430.427002
G19 0.000000 4228.020508
H19 0.000000 1462.516602
G20 0.000000 1811.122803
H20 0.000000 3879.414307
G21 0.000000 3492.263428
H21 0.000000 2198.273682
G22 0.000000 2539.030762
H22 0.000000 3151.506348
G23 0.000000 2794.905273
H23 0.000000 2895.631592
G24 0.000000 3320.913086
H24 0.000000 2369.624023
G25 0.000000 3323.961670
H25 0.000000 2366.575439
G26 0.000000 3155.250732
H26 0.000000 2535.286377
G27 0.000000 2735.406738
H27 0.000000 2955.130371
G28 0.000000 1768.053711
H28 0.000000 3922.483398
G29 0.000000 1658.176514
Variable Valor Costo Reducido

H29 0.000000 4032.360596
G30 0.000000 1550.877197
H30 0.000000 4139.659668
G31 0.000000 2616.393799
H31 0.000000 3074.143311
G32 0.000000 1554.286499
H32 0.000000 4136.250488
G33 0.000000 1432.038330
H33 0.000000 4258.498535
G34 0.000000 1021.805603
H34 0.000000 4668.731445
G35 0.500000 0.000000
H35 0.000000 5690.537109
G36 0.000000 1064.409180
H36 0.000000 4626.127930
G37 0.000000 3607.549805
H37 0.000000 2082.987305
G38 0.000000 5370.416992
H38 0.000000 320.120209
G39 0.000000 5690.537109
H39 0.420636 0.000000
G40 0.000000 5030.025391
H40 0.000000 660.511536
G41 0.000000 5356.153320
H41 0.000000 334.383636
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G42 0.000000 4071.498779
H42 0.000000 1619.038330
G43 0.000000 3550.163574
H43 0.000000 2140.373291
G44 0.000000 1623.652222
H44 0.000000 4066.885010
Anexo 12
Modelo DUAL LMAX, valores de la holgura y precio dual de las
restricciones
Datos mensuales Exportaciones y Pib
1990-2000
Fila Holgura o Superévit Precio Dual
2) 0,000000 32539,808594
3) 0,000000 1,163683
4) 0,000008nexo 13 2845,268555

Modelo DUAL LMAX, incremento y decremento permitido de los

coeficientes de la funcion objetivo
Datos mensuales Exportaciones y Pib

1990-2000
Rango de los Coeficientes Objetivos
Variable Coeficiente Incremento Decremento

Actual Permitido Permitido

Gl 44153.000000 4894.876953 INFINITY
H1 -44153.000000 795.659973 INFINITY
G2 45310.000000 5690.537109 INFINITY
H2 -45310.000000 4411.804688 627.382141
G3 45446.000000 4833.053711 INFINITY
H3 -45446.000000 857.483582 INFINITY
G4 46622.000000 4123.690430 INFINITY
H4 -46622.000000 1566.846802 INFINITY
G5 46488.000000 4704.544434 INFINITY
H5 -46488.000000 985.992554 INFINITY
G6 47688.000000 3873.432129 INFINITY
H6 -47688.000000 1817.105103 INFINITY
G7 48217.000000 3911.145508 INFINITY
H7 -48217.000000 1779.391602 INFINITY
G8 48245.000000 4190.357910 INFINITY
H8 -48245.000000 1500.179321 INFINITY
G9 48989.000000 4158.531738 INFINITY
H9 -48989.000000 1532.005371 INFINITY
G10 49604.000000 4007.841064 INFINITY
H10 -49604.000000 1682.695923 INFINITY
Gl1 49500.000000 3811.611084 INFINITY
H11 -49500.000000 1878.926147 INFINITY
G12 49343.000000 4204.838379 INFINITY
H12 -49343.000000 1485.698486 INFINITY
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G13 49972.000000 3518.818115 INFINITY
H13 -49972.000000 2171.718994 INFINITY
Gl14 50075.000000 3961.585449 INFINITY
H14 -50075.000000 1728.951782 INFINITY
G15 50762.000000 3902.974121 INFINITY
H15 -50762.000000 1787.562988 INFINITY
G16 50638.000000 3827.984375 INFINITY
H16 -50638.000000 1862.552734 INFINITY
G17 51293.000000 3711.769531 INFINITY
H17 -51293.000000 1978.767700 INFINITY
G18 51612.000000 3260.109619 INFINITY
H18 -51612.000000 2430.427490 INFINITY
G19 53409.000000 4228.020020 INFINITY
H19 -53409.000000 1462.517090 INFINITY
G20 53836.000000 1811.122437 INFINITY
H20 -53836.000000 3879.414795 INFINITY
G21 52945.000000 3492.262939 INFINITY
Rango de los Coeficientes Objetivos
Variable Coeficiente Incremento Decremento
Actual Permitido Permitido

H21 -52945.000000 2198.274170 INFINITY
G22 54444.000000 2539.030273 INFINITY
H22 -54444.000000 3151.506836 INFINITY
G23 53782.000000 2794.905029 INFINITY
H23 -53782.000000 2895.632080 INFINITY
G24 53903.000000 3320.912598 INFINITY
H24 -53903.000000 2369.624512 INFINITY
G25 54206.000000 3323.961182 INFINITY
H25 -54206.000000 2366.575928 INFINITY
G26 54327.000000 3155.250244 INFINITY
H26 -54327.000000 2535.286865 INFINITY
G27 55011.000000 2735.406250 INFINITY
H27 -55011.000000 2955.130859 INFINITY
G28 55791.000000 1768.053223 INFINITY
H28 -55791.000000 3922.483887 INFINITY
G29 55788.000000 1658.176025 INFINITY
H29 -55788.000000 4032.361084 INFINITY
G30 56597.000000 1550.876709 INFINITY
H30 -56597.000000 4139.660156 INFINITY
G31 57085.000000 2616.393311 INFINITY
H31 -57085.000000 3074.143799 INFINITY
G32 57279.000000 1554.285889 INFINITY

H32 -57279.000000 4136.250977 INFINITY
G33 56653.000000 1432.037842 INFINITY
H33 -56653.000000 4258.499023 INFINITY
G34 56699.000000 1021.805176 INFINITY
H34 -56699.000000 4668.731934 INFINITY
G35 57125.000000 INFINITY 1021.804688
H35 -57125.000000 5690.537598 INFINITY
G36 57201.000000 1064.408691 INFINITY
H36 -57201.000000 4626.128418 INFINITY
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G37 53628.000000 3607.549316 INFINITY
H37 -53628.000000 2082.987793 INFINITY
G38 52632.000000 5370.416504 INFINITY
H38 -52632.000000 320.120697 INFINITY
G39 52590.000000 5690.536621 INFINITY
H39 -52590.000000 2966.417725 332.837189
G40 52280.000000 5030.024902 INFINITY
H40 -52280.000000 660.511963 INFINITY
G41 52424.000000 5356.152832 INFINITY
H41 -52424.000000 334.384125 INFINITY
G42 53704.000000 4071.498291 INFINITY
H42 -53704.000000 1619.038818 INFINITY
G43 54486.000000 3550.163330 INFINITY
H43 -54486.000000 2140.373779 INFINITY
G44 55442.000000 1623.651733 INFINITY
H44 -55442.000000 4066.885254 INFINITY
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