CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

1.1. Revision de mru y mruv.
El movimiento rectilineo uniforme (mru) es un movimiento que se realiza con velocidad constante, y la
ecuacion que permite representar ese movimiento es

AX =Vt (1)
La ecuacion anterior puede ser expresada también como funcién de las posiciones inicial y final
X=X, +vt  (2)

Los graficos posicion versus tiempo y velocidad versus tiempo son muy utiles a la hora de determinar ciertos
datos.
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En el grafico velocidad versus tiempo podemos calcular el desplazamiento a partir del calculo del 4rea debajo
de dicha curva.
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Para el grafico posiciéon versus tiempo, la representacion es una recta que puede estar inclinada hacia la
derecha (como en el caso de la figura 2), puede estar inclinada hacia la izquierda, o puede estar en forma
horizontal. Para el caso expuesto en la figura 2, la particula se estd moviendo a favor del sistema de
referencia, porque estd aumentando la posicién en los valores positivos, por lo tanto su velocidad tendra
también la misma direccion, esto es, en la direccion positiva. Para el caso en que la recta esté inclinada hacia
la izquierda, la velocidad sera negativa porque esta disminuyendo la posicién, y finalmente para el caso en
que la recta sea horizontal la velocidad serd cero porque no ha cambiado la posicion, y por lo tanto el
desplazamiento sera cero y consecuentemente, la velocidad sera cero.

Matematicamente, la inclinacion de la recta se denomina pendiente, y se la determina mediante la ecuacién

m=Y2" %1

X2~ Y1

donde y. representa el valor final de la cantidad fisica que esta en el eje y, en este caso la posicion final, y,
representa el valor inicial de la cantidad fisica que esta en el eje y, en este caso la posicién inicial, de igual
manera X. y X, representan los valores inicial y final de la cantidad fisica que existe en el eje x, en este caso el
tiempo.

El movimiento rectilineo uniformemente variado es un movimiento en el que la aceleracién permanece
constante, de manera que la rapidez cambia de forma constante. Eso expresado matematicamente es
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

- _Av _Vv-vy
a=—~=

t t
at=v-vg
v=vgt+at (l)

Si hacemos uso del criterio anterior, el area debajo de la curva velocidad versus tiempo da como resultado el

desplazamiento podemos deducir las ecuaciones que ayudan a analizar este movimiento. Ademas, se sabe
que el area de un trapecio (en este caso trapezoide) es el producto de la semisuma de las bases por la altura

del mismo.

o | A =Desplazamiento

> t(s)
Fiaura ¢
A :[B +b}><h
2
Ax = (V +2VO Jt (2)

Si reemplazamos la ecuacion (1) en la ecuaciote(@yemos

V+V0
Ax = 2
ok @)
v=vg+at (1)
AX:_(Vo’fat)*Vo}t
L 2
Ax = [2v, +z:1t}t _ 2vot +at?
2 2
- 1.2
AX—Vot"'Eat (3)

Si ahora reemplazamos la ecuacion (1) en la equé2)ppero con el tiempo despejado tendremos
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

vV =vgtat

vV-vg=at

t=Y"Y0 ()

Ax:(VJrVOJt )

[}

2

Ax :£V +2v0j(v—voj _(v+vo)v-vo)

a 2a
2ahx =v? -v§

v2=v3+2anx (4)

Recuerde que en este c#dso= X — X%

Estas cuatro ecuaciones nos ayudaran a resolver los ejercicios que se presenten para estos movimientos.

Ademas, se define la velocidad media como la razén de cambio del desplazamiento, que expresado en

ecuaciones es

— Ar
Vmed_E

En cambio, la rapidez media es la razén de cambio de la distancia

d

Ranned =

At

Para una particula que se encuentra cayendo (o subiendo), el movimiento es mruv, s6lo que aqui el valor de
la aceleracibon es g = 9.8 m/s2?, y dependiendo del sistema de referencia puede ser positivo o negativo.

El movimiento parabdlico es aquel en el que se combinan los movimientos mru en el eje de las x y mruv en e

elejedelasy.
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

1.1.1. Ejercicios resueltos
1.

Encuentre la velocidad media y la rapidez media de la pelota que esta amarrada a la cuerda, y que sale del
punto P y llega al punto Q, si demora 0.60 s en el recorrido.

85 cm ‘
P

Fiaura t
SOLUCION

La velocidad media es la razdn entre el desplazamiento y el tiempo. En la figura 6 se muestra con la flecha PQ
el desplazamiento, y con linea curva PQ la distancia recorrida por la particula.

Fiaura ¢

El desplazamiento de la particula es Ar = (— 060 - 0.60}) m , por tanto la velocidad media ser4
vm= (_ 060 - 060j ) M _ Vm= (— i - ]) m/ s, y la magnitud de la velocidad media es, por tanto
0.60Cs

V =V12+1> m/s
Vi = 141m/s
La distancia recorrida por la particula esta compuesta de dos trayectorias circulares, la una es la cuarta parte

de la longitud de la circunferencia que tiene por radio r; =

= 0.85 cm, y la otra parte de la trayectoria curvilinea
son las tres cuartas partes de una circunferencia de radio r. = 0.25 cm.

OroraL =d; +d;
_2mm | 327m,)

drotaL = T4 4

_ 2m(085m) . 3(277(025m))
drotaL = 2 + 2
droTaL = 25Im

6
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

Por tanto la rapidez media sera

Rapm= élm/ S
060

Rapm=4.183n/ s

2. Dos particulas se encuentran separadas 100 m, y se dirigen la una hacia la otra con velocidades
constantes de 5 m/s y — 3 m/s. Encuentre la distancia, a partir de la ubicacion de la particula que se
mueve a 5 m/s, en que ocurre el encuentro.

SOLUCION
La figura 7 muestra la situacién presentada en el enunciado del problema anterior.
En este caso estamos considerando nuestro sistema de referencia como positivo hacia la derecha. Recuerde

5m/s 3m/s
o ..
) 100 m !
Figura 7

que el signo en la velocidad solamente indica la direccién del movimiento, por lo tanto la particula que se
mueve en la direcciéon positiva (hacia la derecha) es la particula que tiene velocidad + 5 m/s, y la particula
que se mueve hacia en la direccién negativa (hacia la izquierda) es la que tiene la velocidad — 3 m/s.

En la figura 8 mostramos el desplazamiento realizado por cada particula.

5m/s 3m/s
| 3
E 100 m "
3 m/s 5m/s
Ax, B Ax,
Figura 8

Note que el desplazamiento de la particula 1 es positivo, mientras que el desplazamiento de la particula 2 es
negativo. Ademaés, recuerde que si una particula no cambia la direccién del movimiento, la distancia
recorrida es igual a la magnitud del desplazamiento, o sea, la distancia recorrida por la particula 1 es igual a
la magnitud del desplazamiento 1, y la distancia recorrida por la particula 2 es igual a la magnitud del
desplazamiento 2. Fijese también que de la figura 4 se puede concluir que la distancia recorrida por la
particula 1 mas la distancia recorrida por la particula 2 es igual a 100 m, en ecuaciones esto es,

d; +d.=100m

pero recuerde que la distancia 1 es la magnitud del desplazamiento 1, y la distancia 2 es la magnitud del
desplazamiento 2, o sea,

OAx; [+ 0Ax.[1= 100 m

pero recordemos que en el movimiento rectilineo uniforme (con velocidad constante) el desplazamiento es
igual al producto de la velocidad por el tiempo transcurrido.

(vt + Cvotd= 100 m

(5 m/s)t0+ 0O(-3 m/s)t0= 100 m
(5 m/s)t + (3 m/s)t =100 m

(8 m/s)t=100m

t=125s
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

Este tiempo es el tiempo en el que se encuentran las dos particulas, luego, la distancia a partir de la ubicacion
de la particula que se mueve a + 5 m/s es

d; = OAx, 0= vt0= 0(5 m/s)(12.5 m/s)0]
1 =62.5m

3. Dos vehiculos A y B se encuentran en la misma posicion al tiempo t = 0. Ambos se mueven en linea recta,
A se mueve con velocidad constante de 20 m/s, dos segundos después sale B desde el reposo y en la
misma direccién. Determine la aceleracién, en m/s2, que debera imprimir B para alcanzar al mévil A a
una distancia de 200 m desde el punto de partida.

SOLUCION
La figura 9 muestra la situacion que se presenta en el enunciado del ejercicio.

t=o0

: v =20 m/s @
t=o :
® ®
v,i=0 :
200 m
Fiaura ¢

Se puede apreciar que si las particulas salen del mismo punto y llegan al mismo lugar, el desplazamiento es el
mismo para ambas particulas, o sea,

AX, =0Oxg (1)
Puesto que la particula A se mueve con velocidad constante utilizamos la ecuaciéon
Ax = vt (2)

Donde v = 20 m/s, y el tiempo de movimiento es t. El tiempo ya se lo puede calcular sabiendo que el
desplazamiento es 200 m.

200 m = (20 m/s)t

20(ln:t

20
S
t =10

Para la particula B el movimiento es uniformemente variado, en el que utilizamos la ecuacion
_ 1 .
AX =Vt + E at (3)

Aqui Vo = 0y el tiempo es t — 2, puesto que salié dos segundos después que la particula A, por lo tanto tiene
dos segundos menos moviéndose. Al reemplazar las ecuaciones (2) y (3) en la ecuacion (1), tenemos

200m =0 +%a(88)2

200m :O+%a(64sz)
200m _

3252

a=6.25m/s?
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

4. Desde la terraza de un edificio de 50 m de altura se lanza verticalmente y hacia arriba un objeto con una
velocidad de 20 m/s. Al mismo instante y desde la calle se lanza otro objeto en forma vertical con una
velocidad de 30 m/s. Encuentre el tiempo en que los objetos se encontraran.

SOLUCION

Realizamos un gréafico en el que representemos todos los datos dados.
De acuerdo a los datos presentados podemos utilizar la ecuacion de
desplazamiento. Ademas note que el desplazamiento de la particula
que parte desde la terraza del edificio es negativo, mientras que el
desplazamiento de la particula que parte desde el nivel de la calle es
positivo, de acuerdo a la referencia normal del eje y, que es positiva
hacia arriba y negativa hacia abajo.

ceecococe’

%.....

20 m/s

X

Punto de
encuentro

Ay = vot + /2 ayt?

50 - y—p €<

(1) -y =20t + %2 (- 9.8)t2

y=-20t+4.9t2
3D m/s

Oooo0oooOoooO0ooOooag
ooOoooOoDoOoo0O
Oooo0oooOoooO0ooOooag

(2) 50-y= 30t-4.9t2

Figura 10
Si sumamos las dos ecuaciones tenemos

50 =10t =>t=5s

5. Una caja cae desde el reposo y desde una altura de 20 m. Justo en el instante antes de tocar el suelo, un
objeto se lanza desde la caja verticalmente y hacia arriba con una velocidad de 25 m/s (con respecto a la
caja). Determine el tiempo que el objeto tardara en volver al suelo. Use g = 10 m/sz2.

SOLUCION

u_r La grafica adjunta muestra la situacion inicial y final de la caja junto con el objeto que
va en su interior. Mientras el objeto vaya dentro de la caja, lleva la misma velocidad
3

que ésta, por tanto la velocidad con que sale el objeto de la caja es la suma vectorial de
las velocidades. Calcularemos primero la velocidad con que cae la caja.

V2 = Vo2 + 2ay,Ay

3

Vobjeto = 25 m/s v2 =0 + 2(-10)(-20)

v =- 20 m/s (es negativa por tener direccion opuesta a la referencia positiva)

La velocidad de la caja respecto de la tierra es

Vcasa + Vorsero = 25 + (— 20) =5 m/s

Vcaja

Figura 11

El grafico siguiente muestra al objeto en caida libre (a = -10 m/s2). Recuerde que para un
objeto en caida libre, en posiciones iguales la magnitud de la velocidad es la misma, pero
de sentido opuesto.

V=V + ayt vods mls
-5=5-10t
-10 =-10t
t=1s f
v=-5m/s
Figura 12
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

6. Una piedra se deja caer en un pozo y se oye el ruido producido al chocar con el agua 3.2 s después.
Calcule la profundidad del pozo hasta donde comienza el nivel del agua. Velocidad del sonido 340 m/s.

SOLUCION
P Los 3.2 s es el tiempo total, desde que la piedra cae y choca con el agua, hasta
4 | A queelsonido llega hasta fuera del pozo.
N
—
Q 3.2=t+t,
O
o Q ! El movimiento de la piedra es en caida libre, mientras que el del sonido es
7~— || rectilineo uniforme.
—
7\ AYPIEDRA =vot + V2 at?
v 'y=0—4.9t123t1= l= \/9
e N v 29 5
Aysontpo = vt
y =340 t: = t. = y/340
Reemplazando en la primera ecuaci6on tenemos
Figura 13 ~ ﬁ y
32= + =
49 340
h h?
32=———+—
49 340

Haremos un cambio de variable para facilitar la solucién de la ecuacion. Dejaremos h = \/§ , v h2 =y, yluego

eliminamos los denominadores.
2408.39 = 340h + 2.21h?
2.21h2 + 340h — 2408.39 = 0

b 3408 \[340 + 4(221)(240839)
- 442
1=6.78 =>yi=46m
h, =-160.63 =y, =25802m

Debido a que la profundidad del pozo no puede ser 25802 m, la respuesta es 46 m.

7. Un globo asciende con velocidad constante de 20 m/s. A los 5 s de su partida se lanza desde el globo un
objeto horizontalmente con una velocidad de 10 m/s. Encuentre el tiempo que tardara el objeto en llegar
al suelo desde el instante en que fue lanzado.

SOLUCION

V = 20mis Segtn se ve en el grafico. La particula no sale horizontalmente,
porque también lleva una velocidad vertical, la que es igual a la que
lleva el globo. La particula parte desde la altura h, que es la altura a la
que ha ascendido el globo en movimiento rectilineo uniforme
(velocidad constante) durante los 5s. Esta altura la calculamos como

lu\o —p .
T V=10 m/s sigue

@

y=wt
h y = (20 m/s)(5s)
t = 5s y =100 m

El movimiento del objeto es de caida libre una vez que sale del globo,
debido a que soélo se ve afectado por la aceleracion de la gravedad. El
tiempo de caida del objeto lo calculamos mediante la ecuacion

4

) y = Vovt + V2 ayt?
Figura 14 - 100 = 20t — 4.9t2
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

Al reordenar la ecuacion, nos queda la ecuacion cuadratica
4.9t2 — 20t — 100 = 0

Por tanto t es igual a

(202 \J(~20)? - 4(49)(-100)
- 2(49)

t=7.0s

8. Un proyectil se dispara desde la cuambre de una pendiente, que hace un angulo de 22° con la horizontal
con una velocidad horizontal inicial de 52 m/s. ¢éEn cuantos segundos el proyectil toca el suelo de la

pendiente?
Vo
22°
Figura 15
SOLUCION
En el grafico que se muestra, podemos ver que la distancia d que
Vo recorre la particula sobre la pendiente es posible relacionarla con
los desplazamientos en los ejes X y Y, por medio de las funciones
trigonométricas.
[ x = dcos22°
y = dsen22°
X

Podemos ahora aplicar las ecuaciones de movimiento de cada eje.

Figura 16
X = Vst Y = Vovt + /2 ayt?
dcos22° = vt -dsen22° = - 4.9t2
g=_Yt M dsen22° = 4.9t2 (2)

T C0s22°

Reemplazamos la ecuacion (1) en la ecuacion (2)

( Vet j(sen22°):4.9t2
c0s22°

Tan22°yt = 49t°
_tan22°(52m/ s)

49m/ &
t=429s
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

9. Un objeto se lanza horizontalmente con una velocidad de 20 m/s desde una altura de 10 m, como se
indica en la figura 17, équé aceleracién deberia imprimir el carrito para que el objeto caiga en él1?,
asumiendo que parten al mismo tiempo.

_  O—>»20mis
A
1dm
v O O
Figura 17

SOLUCION

Debido a que tanto el carrito como el objeto salen al mismo tiempo, el tiempo del movimiento es el mismo
para ambas particulas. Ademas, si el objeto cae en el carrito, la distancia que recorre el carrito es la misma
que recorre el objeto horizontalmente. Con este analisis planteamos las ecuaciones necesarias.

ANALISIS PARA EL OBJETO

y = Voyt + Y2 ayt? X = vxt
-10 = - 4.0t2 X =20(1.43)
t=1.43s x =28.6

ANALISIS PARA EL CARRITO
X = Voxt + Y2 axt2
28.6 = 12 ax(1.43)?
ax = 28 m/s?

10. Se lanzan tres piedras A, B y C, desde el filo de una terraza con la misma rapidez inicial, como se muestra
en la figura 18. La rapidez con la que cada piedra llega al suelo esta relacionada por:
a) Va=Vp=V¢
b) VA < VB < Vc

A
¢) Va>Vp>Vc »B
d) Va=Vc>Vs &A

e) Va=Vc<Vp h
v
Figura 18
SOLUCION

Las tres parten desde el mismo punto por tanto la altura desde la que caen es la
Vo misma, por tanto la velocidad con la que llegaran al piso es la misma.
a La demostracién matematica se da a continuacion.

Vy? =V, - 20y Vx=V,Cosd

l Vy? =V Serfd-2gy  V? =V,’Cosd

\/ Aquiy = - h por la ubicacion del sistema de referencia. La velocidad final total

de las tres particulas esta dada por

V= V2 +V2
V = VZCos6 +V?Serfd + 2gh

1y

Podemos factorizar la dultima expresion, y luego utilizar la identidad
trigonométrica Sen20 + Cos20 =1
V =V (Cos’6 + Serf6) + 2gh

V =V2 +2gh

«—uy

Figura 19 Resultado que no depende mas que de la rapidez con que fue lanzado el objeto y
de la altura de donde fue lanzado.
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

1.1.2. Ejercicios propuestos

1.

10.

11.

Un carro cubre la primera mitad de la distancia recorrida entre dos puntos con una rapidez de 10 m/s.
Durante la segunda mitad, su rapidez es 40 m/s. éCuél es la velocidad media del carro durante todo el
recorrido? (Deber 1, I término 2005 — 2006).

Respuesta: 16 m/s.

Un coche lleva una velocidad de 72 km/h y los frenos que posee son capaces de producirle una
desaceleracion méaxima de 6 m/s2. El conductor tarda 0.8 s en reaccionar desde que ve un obsticulo
hasta que logra frenar. ¢A qué distancia ha de estar el obstaculo para que el conductor pueda evitar el
choque? (Deber 1, I término 2004 — 2005).

Respuesta: 49 m.

Una pelota rueda por una pendiente desde el reposo, y con aceleracion constante, recorriendo 150 m en 5
s. ¢Qué distancia recorri6 durante el quinto segundo de su movimiento? (Deber 1, I término 2004 —
2005).

Respuesta: 54 m.

Un tren subterraneo acelera a 1.20 m/s2 desde el reposo entre dos estaciones que estan separadas 1100
m. Cuando llega a la mitad de esta separacién desacelera a 1.20 m/s? hasta llegar al final. Encuentre el
tiempo que se mueve entre las estaciones y la maxima rapidez alcanzada por el tren. (Deber 2, I término
2000 — 2001).

Respuesta: 60.6 s, 36.3 m/s.

Un objeto cae al vacio desde la azotea de un edificio y recorre una distancia h hasta llegar a la acera. En el
ultimo segundo de su caida recorre una distancia de h/4. Encuentre la altura del edificio. (Deber 1, I
término 2004 — 2005).

Respuesta: 273 m.

Un globo asciende con una rapidez de 12 m/s a una altura de 80 m sobre el suelo cuando suelta un
paquete. ¢Qué tiempo tarda el paquete en llegar al suelo? (Deber 2, I término 2000 — 2001).
Respuesta: 5.4 s.

Un helicoptero desciende verticalmente con una rapidez constante de 10 m/s, al llegar a una altura de
1500 m sobre el terreno se deja caer un paquete desde una de sus ventanas.

a) <¢Cuénto tiempo tarda el paquete en llegar al suelo?

b) <¢Con qué velocidad llega el paquete al suelo?

(Examen final de Fisica A, 2 de septiembre de 2005).

Respuesta: a) 18.5's; b) — 191.7 m/s

Una particula que se mueve en el plano XY con aceleracion constante a= (4f +3i)n1/ s?. En el instante

inicial se encuentra en el punto de coordenadas (4,3) y su velocidad en dicho instante es v= (Zf —9f)m/ S.
Encuentre:

a) Laposicion de la particula a los 4 s.

b) Lavelocidad de la particula alos 4 s.

(Examen parcial de Fisica A, I término 2005).

Respuesta: a) x = (44iA —9])m; b) v = (13’ + ST)WS

Se deja caer una piedra desde una altura de 120 m. {Qué distancia recorre en el Gltimo segundo antes de
tocar el suelo? (Examen parcial de Fisica I, Invierno 2005).
Respuesta: 43.6 m

La rapidez total de un proyectil en su altura maxima es v, y es igual a ,/6/7 de la rapidez total v, cuando

esté a la mitad de la altura maxima. Demuestre que el angulo de elevacién del proyectil es 30°.
(Deber 1, II término, 2002 — 2003).

Una mujer lanza un globo lleno de agua a 50° sobre la horizontal con una rapidez de 12 m/s. La
componente horizontal de la velocidad se dirige hacia un auto que avanza hacia la mujer a 8 m/s. Para
que el globo golpee al auto, éa qué distancia maxima de la chica puede estar éste en el instante del
lanzamiento? Ignore la resistencia del aire. (Deber 1, I término, 2005 — 2006).

Respuesta: 29.5 m
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CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL

12. Un nino lanza una pelota sobre el tejado plano de una casa de 3.2 m de altura y 7.4 m de ancho, de
manera que libra justamente los extremos de ambos lados, como se muestra en la figura 20. Si el niho
estd parado a 2.1 m de la pared, écudl es la velocidad inicial de la pelota y el angulo de lanzamiento?
Suponga que la pelota se lanza desde el nivel del suelo. (I término, 2001 — 2002).

Respuesta: 61.7° y 11.7 m/s.

[ [

Figura 20

13. Un corredor de 100 metros hizo un tiempo de 10.25 s, pero justamente al cruzar la linea de meta fue
alcanzado por el proyectil disparado al dar la salida a los corredores. Encuentre el 4ngulo con que se
efectud el disparo. Use g = 9.81 m/s2. (Examen de mejoramiento, I término 2004 — 2005).

Respuesta: 79°

Figura 21

14. Una pelota de baseball se lanza hacia un jugador con una velocidad inicial de 20 m/s y forma un angulo
de 45° con la horizontal. En el momento de lanzar la pelota el jugador esta a 50 m del lanzador. ¢A qué
velocidad constante debera correr el jugador para coger a la pelota a la misma altura desde donde se
lanz6? Use g = 10 m/s2. (Examen parcial, I término 2003 — 2004).

Respuesta: 3.53 m/s

15. Desde el filo de la terraza de un edificio de 50 m de altura se lanza una pelota con una velocidad
V= (20'A+25jA)m/ s. Después de 1.0 s parte del pie del edificio una persona que corre con aceleracion

constante durante 3 s y luego continda con velocidad constante, hasta agarrar la pelota justo antes de que
toque el suelo. ¢Cual fue la aceleracion de la persona? (Examen parcial, I término 1999 — 2000).
Respuesta: 10.7 m/s2.
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1.2.  Uso del calculo en cinematica.
El célculo diferencial e integral es una herramienta poderosa a la hora de analizar ejercicios de cinematica en
los que los movimientos se dan con aceleracion variada.

Se define a la velocidad como a la derivada de la posicién con respecto al tiempo, esto es,

1

- d
v=—>-
dt
Y ala aceleracion como la derivada de la velocidad con respecto al tiempo
- _dv
dt

A continuacién presentamos la tabla de derivadas que nos ayudaran a resolver ejercicios en los que se
involucren estas

. d(congante) _

o 0 Derivada de cualquier constante es cero
dt . : .
2. a = Derivada del tiempo es la unidad
d tn n-1 . . .
3 o =nt Derivada de una potencia es el producto del exponente por la variable

disminuida en uno el exponente

=— Derivada de una suma es igual a la suma de las derivadas

di f d df
5. ( g) = f ( gj + g[ j Derivada de un producto es igual al producto de la primera funcion por la

derivada de la segunda funcioén, mas el producto de la segunda funcién por
la derivada de la primera funcion.

Derivada de un cociente es igual a producto de la funcion del

denominador por la derivada de la funciéon del numerador, menos el
producto de la funciéon del numerador por la derivada de la funci6on
del denominador, todo lo anterior dividido entre el cuadrado del
denominador.

También ser de utilidad una tabla de integrales para los ejercicios en los que haya que utilizarlas.

1. Idt =t Integral de la unidad es igual a la variable que se analiza.

tn+l

+C Integral de una potencia es igual a la potencia aumentada en la

2. |t"dt =
j n+1
unidad dividido entre el exponente aumentado.

3. j cf (t)dt :CJ- f (t) integral de una constante por una funcion es igual a la constante por
la integral de la funcién.
4. J-(f + g)dt = j fdt + J- gdt Integral de una suma es igual a la suma de las integrales

1.
5. .[Idt—lnt+C
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1.2.1. Ejercicios resueltos.
1. El movimiento de una particula se define por la relaciéon x = 2t* - 9t? +12, donde x se expresa en metros

y t en segundos. Calcular el tiempo, la posicion y aceleracion cuando v = 0. (Tomado del libro Mecanica
vectorial para ingenieros de Beer — Jonhston)

SOLUCION
La velocidad es la derivada de la posicién con respecto al tiempo, por lo tanto derivamos primero la funcion
de posicién con respecto al tiempo y luego determinamos el tiempo en el que se hace cero la velocidad.

dx
v=—"
dt
Lo -a? +12)

dt

d(2) _dlor?), d(t2)

dt dt dt
v= 3(2t 3'1)— 2(9t 2'1)+ 0 Derivada de una potencia y derivada de una constante.
v=6t" -18&
0=6t>-18& Averiguamos en qué tiempo la velocidad es cero.
0=6t(t-3)
6t=00t-3=0
t=00t=3

La derivada de la suma es igual a la suma de las derivadas.

Con estos tiempos calculamos las posiciones donde se encuentra la particula

_ 3 2
X= 2(0) B 9(0) +12 La posicion para el tiempo t = 0 es x = 120 m.
Xx=12m

_ 3 2
X= 2(3) - 9(3) +12 La posicion para el tiempot = 3 sesx = - 15 m.
X =-15m

La aceleracion es la derivada de la velocidad. Primero derivamos la expresion de la velocidad y luego
evaluamos en los tiempos encontrados.

_d(et* -1a)
C o dt
_d(et?) d(a)
Codt dt
a=2(6t>)-101a")
a=1%-18
a= 12(0) 18 Cuando el tiempo es cero la aceleracion es — 18 m/s2.
a=-18nys’
a= 12(3) ~18 Cuando el tiempo es tres segundos la aceleracion es 18 m/sz.
a=18nys’
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El movimiento de una particula se define por la relacion x = }t3 -32+8t+2, donde x se expresa en
3

metros y t en segundos. Calcular:

a) Elinstante en que la velocidad es cero.

b) La posicién y la distancia recorrida cuando la aceleracién es cero.
(Tomado del libro Mecénica vectorial para ingenieros de Beer — Jonhston).

SOLUCION

a)

b)

La velocidad es la derivada de la funcién de posicion, por lo tanto, primeros derivamos y luego evaluamos
para cuando la velocidad sea cero.

_ dx
dt
1
d(tSJ
3 )_d@?), der), d(2)
dt dt  dt  dt
v=t®-6t+8

V=

Evaluamos el(los) instante(s) en que la velocidad es cero
0=t?>-6t+8
0=(t-4)t-2)
t=40t=2
La velocidad es cero en dos instantes, a los dos segundos de comenzar el anélisis del movimiento, y a los

cuatro segundos de iniciado el anélisis. Estos tiempos indican los instantes en los que la particula cambia
la direccién del movimiento.

Calculamos la aceleracién como la derivada de la velocidad con respecto al tiempo

dv
a=—
dt
_dft>-et+8)
dt
a:d@ﬂ_d@Q+d®
dt  dt  dt
a=2t-6

De la ecuacién obtenida encontramos el tiempo en el que la aceleracion es cero.

0=2t-3)
t-3=0
t=3

Averiguamos primero en qué posicion estaba la particula a los cero segundos, luego a los dos segundos,
que fue el tiempo en el que realiz6 el primer cambio en la direccién del movimiento, y, finalmente a los
tres segundos para calcular la distancia total recorrida.

X=3 (0)° -3(0)* +8(0) +2 Posiciéon de la particulaat=o0's
X=2m

_ 1 3 2
X=3 (2)° -3(2)* +8(2)+2 Posicion de la particulaat=2s
x = (26/3)m

17
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1\ 2
X= 3 (3)° -3(3)* +8(3)+2 Posicion de la particulaat=3s
X =8m
La primera distancia recorrida fue {26, _ zﬂ =20
3 3
La segunda distancia recorrida fue |gm— 26,7-{ _2 m
3 3

Por lo tanto, la distancia total recorrida fue 22/3 m, que aproximadamente es 7.3 m, y la posiciéon a los
tres segundos es 8 m.

3. La posicibn de wuna particula a lo largo de una trayectoria recta se define como
x(t) = (t3 —-6t* -15 + 7)pies, donde ¢ est4 en segundos. Halle, a partir de la ecuacién dada:

a) Expresiones para la velocidad y la aceleracion en funcién del tiempo.
b) La distancia total recorrida cuando t = 10 s.

¢) Lavelocidad media en ese instante.

(Tomado del deber # 1 de Fisica I, I Término 2003 — 2004).

SOLUCION
a) Lavelocidad est4d dada por la derivada de la posicién con respecto al tiempo

dft® -6t> -15t+7)
dt
(32 -12 -15)pies/s

v(t)=
v(t)

Aqui v(t) significa que la velocidad esta en funcién del tiempo.

La aceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo

d(3t? 12t -15)
dt
a = (6t —12)pies/s?

b) Para calcular distancia recorrida debemos de averiguar los tiempos en los que ocurren los cambios en la
direccion del movimiento; y esto ocurre cuando la velocidad es cero.

0=3t>-12-15
0=t*-4t-5
0=(t-5)t+1)
t=50t=-1
Puesto que no existe la posibilidad de tener tiempos negativos, la particula cambia la direccién del

movimiento solo una vez, y esto ocurre a los cinco segundos. A partir de esto calculamos las posiciones a
t=0,t=5syt=10s.

x(0)= ((0)3 -6(0)* -15(0) + 7) pies Posicion de la particulaat = 0
x(0) = 7 pies

x(5) = ((5)3 -6(5)* -15(5)+ 7) pies Posicién de la particulaat=5s
x(0) = -93pies

x(10) = ((10)3 ~6(L0)* ~15(10) + 7)pies Posicién de la particulaat=10s
x(10) = 257pies

La primera distancia recorrida fue |-93-7 =100pies

La segunda distancia recorrida fue \257— (— 93)\ = 350pies
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Por lo tanto la distancia total recorrida fue 450 pies

¢) Lavelocidad media es el desplazamiento realizado en ese tiempo

AX
vV, =—
At
v = 257pies— 7 pies
" 10s
v, = 25pies/s

4. Un punto se mueve segun las ecuaciones de movimiento x(t)=5t2 +2t%, y(t)=5t% —t*y z(t) = 25 -t°,

donde x, y, z estan expresadas en centimetros y t en segundos. Encuentre:

a) Las componentes de la velocidad y de la aceleracion en el tiempot = 2 s.
b) La distancia entre el punto y el origen cuandot = 2 s.

(Tomado del deber # 1 de Fisica A, I Término 2005 — 2006).

SOLUCION
a) Lavelocidad es la derivada de la posicién en cada uno de los €jes.

vit) = d[x(t)]: , dly(t) 34 dzt)]

dt dt dt
V(t): d(5t2 +2t3)i . d(5t2 _t4)] . d(25t _ta)lz
V(t)=[(10t +6t2ﬁ+(10t—4t3)] +(25—3t2)f<]cm/ s

Ahora calculamos el valor de la velocidad parat=2s

v(2) = {10(2) + 6(2)f + 0(2) - 4(2)* [} +|25-3(2)? kfem/ s

v(2) = (44 -12] +13k)em/ s
La aceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo.

a(t) = d[vx (t)]f + dl.vy (t)J ] + d[vz (t)] 0

dt dt dt
alt) = d(md:&z)i : d(md;“”) i d(25d-t3tZ)|z
a(t) = [(t0+121) + 10-122)j - (6t)k|om / s°

De la ecuacién obtenida encontramos la aceleracién a t = 2s.

a(2) = [Lo+12(2)ff + ho-12(2)? [} - [6(2))k
a(2) = (34 - 38} -12k)cm/ s

b) La distancia solicitada es la magnitud del vector posicién en ese instante.

x(2)=5(2)" +2(2)° y(2)=5(2)° - (2)° 2(2) = 25(2)- (2)°

x(2) =36cm y(2) =4cm z(2) =42cm
El vector posicién estd dado por
r(t) = (36 +4] +42k)cm
La magnitud de este vector es

Ir(t) =367 + 42 + 422

Ir(t) =55.46cm

1.2. Uso del calculo en cinematica Elaborado por Julio César Macias Zamora
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5. La aceleracion de una particula se define como a =18-6t*. La particula parte de x = 100 m en t = 0 con
v = 0. Determinar:
a) Eltiempo en el cual la velocidad de nuevo es cero.
b) Laposicion y velocidad cuando t = 4 s.
¢) Ladistanciarecorridaat=4s.
(Tomado del libro Mecénica vectorial para ingenieros de Beer — Jonhston).
SOLUCION
a) Para calcular la velocidad a partir de la funcién de aceleracion, utilizamos la definicién
dv
a=—
dt
Lo que se conoce de la ecuacién anterior es la funciéon de la aceleracion, por tanto de aqui despejamos la
velocidad.
_dv
dt
adt=dv
Para eliminar el diferencial de tiempo dt y el diferencial de velocidad dv, integramos
(18- 6t )dt = dv
[(8-6t?)dt=[av
[18dt-[et*dt=[dv
2+1
18- o - AT
2+1
v=yv, +18-2t°
En esta tultima ecuaciéon reemplazamos los valores (también llamados condiciones) iniciales que da el
enunciado del ejercicio
v=y, +18 - 2t°
0=v, +1800)-2(0)*
v, =0
Este ltimo resultado sirve para dejar la ecuacion de velocidad expresada de manera completa
v=18-2t°
Aqui podemos ya resolverla para cuando v = 0, y poder calcular el tiempo en el que nuevamente sera cero
0=18-2t°
0=21(9-1?)
0=2t(3-t)(3+t)
t=00t=30t=-3
De lo tltimo podemos concluir que la velocidad serd nuevamente ceroat =3 s.
b) Para determinar el valor de la posicion de la particula usamos la definicién de velocidad

dx
vV=—
dt

Igual que en la ecuacién de aceleracion, despejamos la posicion pasando el diferencial de tiempo al
miembro izquierdo de la ecuaciéon y luego se integra.
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dx
v=—
dt

L& - 2% )dit = dx
[fa-2t°hit = [ox

[ et [(2t*)at = [ ox
18" %
1+1 3+1  ©
X=X, +9t*-0.5t"

En esta altima ecuacion reemplazamos las condiciones iniciales del enunciado

X=X, +9t* —0.5t*
100= x, +9(0)* - 0.5(0)"
X, =100

Por lo tanto, la ecuacién de posicion queda definida como
x =100+ 9t* -0.5t*
La posicion de la particula a los cuatro segundos es, entonces

x(4) =100+ 9(4)* - 0.5(4)*
x(4)=116m

La velocidad a t = 4 s la calculamos con la ecuacion deducida en el literal anterior

v=18 - 2t3

v(4) =18(4) - 2(4)°

v(4)=-56m/s

¢) La distancia recorrida la calculamos con la posicién a t = 0, t = 3 s (donde cambia la direcciéon del
movimiento) yt = 4 s.

X =100+ 9t2 - 0.5t*
x(0) =100+9(0)* - 0.5(0)* =100m
x(3) =100+9(3)* - 0.5(3)* =1405m
x(4)=116m

Distancia recorrida 1 = ‘1405—10(} =405m
Distancia recorrida 2 = ‘116—140ﬂ =245m
Distancia total recorrida = 65 m
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6. En el mismo instante, dos carros A y B parten desde el reposo en una meta. El carro A tiene una
aceleracién constante ap = 8 m/s2, mientras que el carro B tiene una aceleracion ap = (2t3/ 2)m /s?, donde

t se mide en segundos. Determine la distancia entre los dos carros cuando A alcanza la rapidez va = 120
km/h. (Tomado del libro Mecéanica para ingenieros, R. C. Hibbeler).

SOLUCION
Para encontrar la separacion entre los autos debemos de averiguar el tiempo en el que el auto A alcance la

rapidez 120 km/h, y en este tiempo averiguar la posicién de cada uno de los autos. La particula A tiene un
movimiento rectilineo uniformemente variado, de manera que es posible calcular el tiempo con las
ecuaciones de cinemética con aceleraci6on constante

v=y, +at
120km/ h=0+(gm /s )

t:33.3m/s

8m/s’
t=4.17s

La posicion de la particula A esta dada por

X = X, +v0t+}/2at2

x=0+0+ (yz)(sm /s*)a.17s)?
X =69.4m

Para B primero encontramos la ecuacién de la velocidad

_dv

T dt

adt=dv

2t 2dt = dv
[(2r*2)at = [av
2tS/2+l

=v
3/2+1

a

Vo

V=V, +gt%

Evaluamos la velocidad parat = o.

4
0=v, +g(0)5/2

v, =0

Con esta ecuacién encontramos la ecuacién de posicion para la particula B
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41521
g 5 :X_XO
—+1
X=X, + 8 (112
5

Evaluamos para t = 0 y obtenemos la ecuacién

8 712
0=x,+—\0
% +:(0)
X =0
Con esta ecuacidon obtenemos la posicidon para el tiempo en que A alcanz6 la velocidad de 120 km/h.

8 712
=—(4.17
X 35( s)

x =33.8m

Por lo tanto la distancia que separa a los dos vehiculos es d = 69.4m — 33.8 m = 35.6 m.

7. Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria recta con una aceleraciéon a = (kt3 + 4)mm/ s?, donde

t se mide en segundos. Determine la constante k y calcule la velocidad de la particula cuando t = 3 s,
sabiendo que v = 120 mm/s, cuando t = 1 sy que v = - 100 mm/s cuando t = 2 s. La direccién positiva se
mide hacia la derecha. (Tomado del libro Mecanica para ingenieros, R. C. Hibbeler).

SOLUCION
Obtenemos la ecuacion de la velocidad a partir de la definicién de la aceleracion.
dv
a=—
dt

(kt® + 4)dt = dv

[ kt* + a)at = [ av

4
k%+4t:v—v0

4
v:v0+%+4t

En la ecuacion dada reemplazamos las condiciones iniciales presentadas en el enunciado del problema.

120=v, + +4(1)

4
-100=v, + k(j) +4(2)

k()*
4
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480= 4v, +k +16

{— 400=4v, +16k +32
464= 4y, +k

{432: ~av, ~16K

k =-59.7mm/s’

Con este valor encontramos vo.

464=4v, -59.7
vV, =13Imm/s

Utilizamos este resultado para encontrar el valor de la velocidad at = 3 s.

v=131-1493" + 4t
v=131-149373)* +4(3)
v=-106633mm/s
v=-1.07m/ s

8. Una particula se mueve a lo largo de una trayectoria recta con una aceleracion g = (5) /s?, donde x se

X
mide en metros. Determine la velocidad de la particula cuando x = 2 m si inicialmente se solt6 desde el
reposo cuando x = 1 m. (Tomado del libro Mecanica para ingenieros, R. C. Hibbeler).

SOLUCION
La ecuacion de aceleracion esta en funcién de la posicion por lo tanto utilizaremos las dos definiciones, la de
aceleracion, y la de velocidad.

dv dx
a=— V=—
dt dt
De estas ecuaciones despejamos el diferencial de tiempo y luego igualamos las ecuaciones.

dt =2 dt=
a v

dv_ dx
a v
vdv= adx

vdv= (dex
X

_[vdv: I (ijdx

V2
V?—?O =5(Inx-Inx,)

0.v* =0.1v +In x—=In x,

En la ecuacion que se ha obtenido se reemplazan los valores de las condiciones iniciales del ejercicio.

0.1(0)’ = 0.0 +In1-1Inx,
Inx, =0.1v}

Al reemplazar este dltimo resultado en la ecuacién anterior tenemos
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0.v* =Inx, +Inx—Inx,
0.v* =Inx

En esta altima ecuacion encontramos el valor de la velocidad para cuando x = 2 m.

0.v* =In2
v=+/10In2
v=263m/s

9. Cuando un cuerpo se lanza a gran altura arriba de la superficie terrestre, debe tomarse en cuenta la
variacion de la aceleracion de la gravedad con respecto a la altura y sobre la suferﬁcie. Despreciando la

resistencia del aire, esta aceleracion se determina a partir de la formula a = -g,|R?/(R+ y)ZJ, donde g, es

la aceleracion de la gravedad constante a nivel del mar, R es el radio de la Tierra y la direccién positiva se
mide hacia arriba. Si go = 9.81 m/s2y R = 6356 km, determine la minima velocidad inicial (velocidad de
escape) a la cual deberia lanzarse un proyectil verticalmente a partir de la superficie de la Tierra, de tal
manera que no caiga de nuevo sobre ésta. Sugerencia: Esto requiere que v = 0 cuando y — «. (Tomado
del libro Mecéanica para ingenieros, R. C. Hibbeler).

SOLUCION
Usamos el mismo criterio que en el ejercicio anterior, esto es, despejamos el diferencial de tiempo de las
definiciones de aceleracion y de velocidad y luego las igualamos.

dv_dy
a v
vdv=ady

j vdv= j - go{(RTZy)Z}dy

V2 d
- =‘90R2I(R+yy)2

Podemos hacer un cambio de variable para resolver la integral de una manera mas sencilla. La ecuaciéon
quedaria del siguiente modo

u=R+y
du =dy

u
V2 —y? = 290R° _29,R°
2=

Reemplazamos las condiciones iniciales del ejercicio en la ecuacién deducida.

0-y? = 29R° _ 20,R°
° R+w R+y,
Vg :7290R2
R+Y,
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Aqui y, debe ser la posicion inicial desde la que se lanza el cuerpo, el mismo que seria cero, puesto que la
referencia es justamente la superficie de la Tierra.

R
v, =+/2(2.81m /5% [6356000n)
v, =1116713m /s
vV, =1117km/s

10. Una particula puntual se mueve en direccion del eje vertical (Y) con una aceleracion ay = 2t. En el tiempo
t =0 suposicibn es—1myent=1ssu posicién es + 1 m. Encuentre la ecuacion del movimiento de la
particula en funcion del tiempo y(t). (Examen parcial de Fisica A, I término 2005 — 2006)

SOLUCION
Usamos la definicién de aceleracion
dv,
a, =—~
T dt

a,dt =dv,
[2tdt = [ dv,
t? =v, -V,
VY = VOY + t 2

Con esta ecuacion determinamos la ecuacion de posicion

dy
vy =—
Yoodt
v, dt = dy

_[(VOY +t2)dt = _[dy

t 3
Voyt + § =YY
Utilizamos los datos de las condiciones iniciales para determinar voy y yo.

3

0
Voy (0) +§ =-1- Yo

Yo =—1m
13
Vov (1) + § =1- (_l)
_ 1
Voy =47 é
_5
Vogy = 3 m/s
La ecuacion de posicion queda entonces
5 1
=-1+>t+=t°
y 3
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1.2.2. Ejercicios propuestos

1.

La posiciéon de la particula que se mueve a lo largo del eje de las x varia en el tiempo de acuerdo con la
expresion x = (3 m/s2)t2, donde x estd en metros y t en segundos. Determine la velocidad de la particula a
t = 3 s. (Deber 1, IT término 2002 — 2003). Respuesta: 18 m/s.

La posicion de una particula que se mueve en linea recta est4 dada por x =t —6t? —15t + 40, en la que x

esté en pies y t en segundos. Encuentre:

a) Eltiempo para el cual la velocidad sera cero.

b) Laposicion y la distancia recorrida por la particula en el tiempo encontrado en a).
¢) Laaceleracion de la particula en ese instante.

d) La distancia recorrida desdet = 4 s hastat = 6s

(Deber 1, II término 2002 — 2003).

Respuesta: a) t = 5s; b) — 60 pies; 100 pies; ¢) a = 18 pies/s?; d) 18 pies.

La posicion de una particula que se mueve en el plano xy esta dada por r = (2t3 - StF + (6 + 7t4)] ,donde r

estd en metros y t en segundos. Calcule el vector posicién, el vector velocidad y el vector aceleracion
cuando t = 2 s. (Deber 1, II término 2002 — 2003).
Respuesta: r = (6 +118])m;v = (19 +224j)m/s;a = (24 +336])m/s?

El vector de posicién de una particula en movimiento esta dada por r = l(4t2f + (2t2 - t)] + 5I2Jm.

a) ¢Cudl es la velocidad de la particula después de 5 s de iniciado el movimiento?
b) ¢éCudl es la aceleracion de la particula a los doce segundos?

¢) <¢Cudl es el desplazamientoentret=5syt=12s?

d) Encuentre la ecuacion de la trayectoria.

(Primera leccién, Fisica I, I término 2003 — 2004)

Respuesta: a) v(5) = (40 +19])m/s; b) a(12) = (8 +4])m/s?; ¢) Ar = (476 +23%)m; d) y = % (ex—x)

La posicion de un objeto sobre el eje x esta dada por x = (3— 2.5t +O.9t2)cm, donde t esta en segundos.

Encuentre la velocidad y la aceleracion del objeto para t = 7 s. (Deber # 1, Fisica A, I término 2005 —
2006).
Respuesta: 10.1 cm/s; 1.8 cm/s2.

Un vehiculo se mueve en linea recta de tal modo que su velocidad estd definida por
v= (9t2 + Zt)m /sdonde t estéd en segundos, si a t = 0 la posicién es 3 m, determine a t = 3 s su posicion y

su aceleracion. (Deber # 1, Fisica A, I término 2005 — 2006).
Respuesta: 93m; 56m/sz2.

El vector velocidad del movimiento de una particula viene dado por v = l(3t -2)i + (6t2 —5)]Jm /s. Sila
posicién de la particulaat=1ses r = (3? -2j )m, calcular:

a) El vector posicién para cualquier instante.

b) El vector aceleracion.

(Primera leccién, Fisica I, I término 2001 — 2002)

Respuesta: a) ¢ :[(gtz —2t+97 +(2t3 —Gt+ )]}m;b) a= (3? +1Z])m/s2

Una particula se mueve en el plano xy de acuerdo con la expresién a, =0; a, = 4cog2t)m/s?. En el
instante t = 0 la particula se halla en x = 0, y = - 1 m, y tenia velocidad vx = 2 m/s y vy = 0. Encuentre las
expresiones para r(t) y v(t). Sugerencia: Use jsentdtz —cost DJ-COStdt = sent, ademas puede usar

un cambio de variabh:, para 2t. gPrimera lecgi()n, FisicaAI, II término 2003 — 2004)
Respuesta: r(t) = |(2tf - cog2t)j|m; v{t) =|2i +2ser{2t)j|m/s.

La velocidad de una particula que se mueve en el plano XY viene dada por la ecuacién
V= l(4t —1)i +2ij/s. Se conoce que en el instante t = 1 s la particula se encuentra en la posicion

r = (3i + 4j )m . Obtenga la ecuacion de la trayectoria. (Primera leccion, Fisica I, I término 2001 — 2002)
Respuesta: 2x = y2 — 5y + 10
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10.

11.

12.

Una particula se mueve segiin la ecuacién v= B+/x, donde B es una constante positiva. Si la particula

comienza a moverse desde el origen, calcular:

a) Laposicién en funcién del tiempo.

b) Lavelocidad en funcion del tiempo.

¢) Laaceleracién en funcion del tiempo.

d) Lavelocidad mediaentrex=0yx=s.
(Primera leccién, Fisica I, II término 2001 — 2002)

2 2
Respuesta:a)x:ﬁ;b)vz'gt;c)a:'[i;d)v :L‘@
4 2 2 " 2

El vector aceleracion de un mévil es a = |_(2t)IA - 4k]m /s? y se sabe que para t=2 la velocidad es nula y
para t=1 el movil esta en el origen de coordenadas. Podemos establecer que:

- )
a) r= ('[3—4t+133i+(—2t2+8t—6)k}m

b) v=|t?+4f + (-4t +8)k|m/s
¢) Suvelocidad so6lo tiene componente en el eje OX.

d r= (t3 —4t+];']f+(—2tz +8t—6)|2}m

(Primera leccion, Fisica I, II término 2001 — 2002)
Respuesta: d)

Para un mévil con velocidad v = (t2 +t —1)m /s, que parte del origen de coordenadas cuando t = 2 s, se
cumple que:
a) Sutrayectoria es una parabola.
b) Esun movimiento uniformemente acelerado.
¢ r= (1t3 v 1oy —8)m
3 2 3
d) Alos 5slleva una aceleracion de 31 m/s2.
(Primera leccion, Fisica A, I Término 2005 — 2006)
Respuesta: c)
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1.3. Movimiento Circular.

La particula realiza su recorrido en una trayectoria circular, de manera que la rapidez con la que realiza el
recorrido puede ser constante o no. Al estar cambiando en forma permanente la direccién de la velocidad se

genera una aceleracion, la que tiene una direccién hacia el centro de la trayectoria circular. A esta aceleraciéon
se la denomina aceleracion centripeta, aceleracion normal o aceleracion radial.

U

v

TANGENCIAL TANGENCIAL

CENTRIPETA
a i A cpNTRIPETA
A CpNTRIPETA

v v

TANGENCIAL TANGENCIAL

Figura 22

También puede estar acelerada o desacelerada la particula, de manera que se genera una aceleraciéon que
puede estar en la misma direccion o en la direccién opuesta a la velocidad instantanea. A esta aceleracion se
la denomina aceleracién tangencial. La combinacion de estas dos aceleraciones genera lo que se conoce como
aceleracion total. Observe en la figura 23 que la aceleracion centripeta y la aceleracion tangencial suman
vectorialmente a la aceleracidn total, y su magnitud puede ser calculada por el Teorema de Pitagoras.

TVIONAIONV.L D

5

g
>a

TANGENCIAL

Figura 23

El recorrido en si mismo de la particula genera una serie de angulos en cada posicion de la misma, la que
genera una velocidad angular, ), la que para tiempos muy pequefios (t tiende a cero) se define como la
derivada de la posicién angular, 6.

dé

w=—
dt

y para tiempos no pequenos se define como la razén de cambio del desplazamiento.

Figura 24
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En la figura 24 se muestra el desplazamiento angular realizado por una particula, y al mismo tiempo la
distancia recorrida. La relacion entre el desplazamiento angular y la distancia recorrida esta dada por

d =RAH
Donde AB estd medido en radianes.
Si reemplazamos esta tltima resultado en la ecuacién precedente tendremos

d
w=——
RAt

_d

At

R = Vrancencial

En esta ecuacién se puede observar la relacién que existe entre las cantidades lineales y angulares. De la
misma forma se puede relacionar la aceleracién angular, a, con la aceleracién tangencial.

Arancencia = AR

La relacién vectorial esta dada por el producto vectorial entre las cantidades angulares y lineales, de modo
que la velocidad angular y la velocidad tangencial estan relacionadas por

Si existe una aceleracion angular constante las ecuaciones del movimiento circular son las mismas que en el
movimiento rectilineo uniformemente variado pero para cantidades angulares, esto es

Aé’:wot+£m2
2
AH:(M%}
2
w=w,+at
W =} +2a06

Ademés de estas relaciones, también existen las relaciones de la velocidad angular con el tiempo necesario en

completar una vuelta o revolucion por parte de la particula analizada, o también de la relacion entre la
velocidad angular con el nimero de vueltas en un intervalo de tiempo determinado. La frecuencia se mide en
revoluciones por unidad de tiempo o en Hertz (Hz).

w=27f
2
w=—
T
f:l
T
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1.3.1. Ejercicios resueltos
1. La figura 25 representa, en un instante dado, la aceleracién total de una particula que se mueve en

sentido horario en un circulo de 2.50 m de radio. En este instante de tiempo, encuentre
a) laaceleracion centripeta,

b) lavelocidad de la particula, y,

¢) suaceleracion tangencial

(Examen parcial de Fisica I, I término 2000 — 2001)

a=15.0 m/s?
v

. Figura 2
SOLUCION sura 25
La aceleracion total, a, estd dada por a = ar + a., donde ar y a. son las componentes rectangulares de la

aceleracion total, por lo tanto, la magnitud de la aceleracion centripeta es

a. = acos30®
) a. =(150m/s?)cos3®)
a. =130m/s’

2
b) Debido a que el movimiento es circular uniforme, podemos usa la ecuacién a, = E para calcular la

velocidad de la particula, esto es,

v=.a*R

v =./3.0m/s?)(250m)

v=570m/s

¢) La aceleracion total se relaciona con las aceleraciones tangencial y centripeta por medio de la
ecuaciéon

—_—

Aror = Aray Facey

Ecuaciéon vectorial que nos indica que las aceleraciones tangencial y centripeta son las componentes
rectangulares de la aceleracién total, de tal modo que su moédulo es obtenido a partir del teorema de

Pitagoras, o sea,
2 _ 2 2
a’=(a)" +(a)
de lo que se obtiene que

(@) =@"-(a)’
a =/ @5m/s?)? - 13m/ §?)?
a = 748m/s’

2. Un transbordador espacial describe una orbita circular a una altura de 250 km, en donde la aceleracion
de la gravedad es el 93% del valor dado en la superficie. ¢Cuél es el periodo de su orbita? (Deber # 1, I

Término, 2000 — 2001)

SOLUCION
El periodo, T, es el tiempo que demorara el transbordador en dar una vuelta, o sea, 2TR, debido a que la

rapidez es constante, tenemos
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2IR=VT

ademas sabemos que el movimiento es circular por lo tanto
a =V
R

despejando la velocidad de la primera ecuacion y reemplazandola en la segunda tenemos

4R
a =

C T2

y de esta altima ecuacién despejamos el periodo, de donde obtenemos

T=2mr B
a

C

ademas, debemos tener bien en cuenta que R representa el radio de la Tierra méas la altura a la que encuentra
el transbordador, o sea, R=6400 km + 250 km = 6 650 km, entonces el periodo del transbordador sera

_ 665x10°m
T=2m|————————
(9.8m/s%)(093
T =5367seg
T =89min30s

3. Los electrones de un cinescopio de television experimentan una deflexién en un angulo de 55° como se
indica en la figura 26. Durante la deflexién los electrones viajan a velocidad constante en una trayectoria
circular de radio 4.30 cm. Si experimentan una aceleracién de 3.35 x 107m/s?, écuanto tarda la
deflexion? (Tomado del libro Fisica para Ciencias e Ingenieria de Wolfson — Pasachoff).

Figura 26

SOLUCION

El problema realmente pide encontrar el tiempo que los electrones permanecen en la trayectoria circular.
Debido a que el recorrido realizado por los electrones es hecho con rapidez constante, podemos utilizar la
ecuacion s = vt, donde s es el arco que recorren los electrones, por lo que también conocemos que el arco s es
igual a s = Or, donde 0 est4 en radianes, por lo que tendriamos

s=vt=0r

aqui despejamos t, o sea, t =0r/v, pero la velocidad tangencial la encontramos con la ecuacion de aceleracion
centripeta, debido a que el movimiento de los electrones es circular uniforme, o sea,

de aqui despejamos v

32 1.3. Movimiento Circular Julio César Macias Zamora



CAPITULO 1: CINEMATICA TRASLACIONAL Y ROTACIONAL
v=.aR

finalmente esta ecuacién la reemplazamos en la ecuacion del tiempo, o sea,

R
a.R

(3

t=

55(77/180)(430x10°2m)

t=
\[335x10"m/ s? (430x10%m)

t = 344x10™°s

t = 0.344ns

4. Unarueda de 2 m de radio tiene una aceleracion angular constante de 0.5 rad/s2. En un cierto instante At
= 4s, gira un angulo A8 = 120 rad. Determine el tiempo que habia estado en movimiento antes del
intervalo. (Suponga que parte del reposo). (Deber # 1, I Término 2000 — 2001)

SOLUCION
Debido a que nos dan intervalos de tiempo y de posicion angular

trabajamos con tiempos inicial y final, al igual que con posiciones

angulares inicial y final.

0, =0, + wot; +Y20t;2
92 =90 + (,Q)tz +1/2(Xt22

de donde se obtiene 6, = Y2at,2y 6, = Y2at.2 debido a que la rueda parte
del reposo y suponemos que parte del origen a t = 0. También sabemos
Figura 27 que AB =0, - 6, esto es,

Ae =1/2G(t22 - t12)
AB =Y20(t. —t)(t: + 1)

Pero de este Gltimo resultado conocemos que A8 = 120 rad y (t. —t,) = 4 s, 0 sea, la ecuacion queda como t. +
t; = 120, misma que forma un sistema de ecuaciones cont. —t; = 4

t2 +t1=120
tz—tl = 4

la solucioén al sistema de ecuaciones nos brinda la respuesta al problema, esto es t; = 58 sy t. = 62 s, por lo
tanto, la rueda estuvo 58 segundos en movimiento antes del intervalo.
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5. El disco A que aparece en la figura 28, arranca desde el reposo gracias a un motor y comienza a girar con
una aceleracion angular de 2 rad/s2. Determine la velocidad y la aceleracion angular del disco B un
instante después de que A ha recorrido 10 rev.

Figura 28
SOLUCION
En el punto de contacto de los discos se produce la misma velocidad tangencial, por lo que se puede
encontrar cual es la velocidad tangencial del disco A, para luego encontrar la velocidad angular de B en este
intervalo de tiempo.
WAZ = bAZ + 2 UABA

pero sabemos que wya es cero porque el disco A arranca desde el reposo, ademas 6, = 10 revoluciones, que
reducidas a radianes son

g, = 10re\{ 2rrad j ~ 628rad
Irev

y por lo tanto tenemos

wA = ZaAHA
w, =./2(2rad/s)(62.8rad)
w, =158rad

Con este resultado ya podemos encontrar la velocidad del disco B

VA = wARA
v, =15.8rad(2m)
v,=316m/s=v,

una vez que obtuvimos el resultado de la velocidad tangencial, podemos calcular el valor de la velocidad
angular de B por medio de la ecuaciéon V=a R

a‘ARA = a‘BRB

— wARA

) = ATA
Ry

_ (@5.8rad/s)(2m)

Wy =
15m
w=21.07rad

Ahora necesitamos calcular la aceleracion angular del disco B, aceleracion que la calculamos por medio de la

ecuacion a, = O R
a,R,=aRs
a, = a,R,
Rs
_ (2rad/s?)(2m)
8 (15m)

op = 2.67rad/?
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6. En el lanzamiento olimpico del martillo, los concursantes hacen girar una esfera de 7.3 kg al extremo de
un alambre de acero que mide 1.2 m antes de lanzarlo. En determinado lanzamiento, el martillo viaja
horizontalmente, a partir de un punto situado a 2.4 m de alto, 84 m antes de tocar el suelo. {Cual es su
aceleracion radial antes de lanzarlo? (Deber # 1, I Término 2000 — 2001)

SOLUCION
Primero realizamos un gréafico ilustrativo de la situacion. Por lo que se observa, el movimiento del martillo
una vez que sale de las manos del atleta

Vo
N
N
i
< 84 m >
Figura 29

Para calcular la aceleracion radial necesitamos calcular la velocidad tangencial con la que sali6 la esfera

X=Vxty Y=Vot- 1/0at2

Despejando t en la primera ecuacién y reemplazando en la segunda ecuaciéon tenemos

al reemplazar esta ecuacion en la ecuacién de aceleracion centripeta tenemos

_9x

2y
__98m/s*
©2(-24m)

aC:

ac = 1.2x104 m/s?

7. En cierto instante una particula que se mueve en sentido antihorario, en una
circunferencia cuyo radio es 2m, tiene una rapidez de 8 m/s y su aceleracion total esta NN
dirigida como se muestra en la figura 30. En ese instante determine: @

a) laaceleracion centripeta de la particula
b) La aceleracion tangencial, y
¢) Lamagnitud de la aceleracion total.

SOLUCION Figura 30

En el grafico adjunto se presentan las aceleraciones centripeta y tangencial.

a) La aceleracion centripeta la calculamos por medio de v’

v2

aC:E

Figura 31
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m2
64—-

— S _ 2
= =32m/s
% 2m

b) Debido a que se forma un tridngulo rectangulo entre las aceleraciones centripeta, tangencial y total,
podemos calcular la aceleracion tangencial por medio de funciones trigonométricas.

aran = acTan60°
aran = 55.42 m/s?
¢) La magnitud de la aceleracion total la podemos calcular por medio del teorema de Pitagoras.
Brora. = /@7 82
Arora, =322 +5542°

arora = 64m/s?

8. Un estudiante une una pelota el extremo de una cuerda de 0.600 m de largo y luego la balancea en un
circulo vertical. La velocidad de la pelota es 4.30 m/s en el punto més alto y 6.50 m/s en el punto mas
bajo. Determine su aceleracién en:

a) supunto mas alto,y
b) su punto mas bajo.
(Leccién de Fisica I, I término 2002 — 2003)

SOLUCION

Si consideramos que la aceleracion tangencial de la particula es constante, esta tiene un valor de

v2 =ve2 + 2ad

6.502 = 4.302 + 2a(TR)

El valor de d es la mitad de la longitud de una circunferencia, porque al pasar del punto més alto al méas bajo
recorre la mitad de ella, y este valor esta dado por 2R /2 = TiR.

aran = 6.3 m/s?

La aceleracion centripeta en el punto més alto es
ac = 4.32/0.6 = 30.82 m/s2
y en el punto mas bajo es

ac = 6.52/0.6 =70.42 m/s?

Por lo tanto la aceleracion total en el punto mas alto es

aTOTAL = \ a'?AN + aé
rora, = 63 +3082

aroraL = 31.46 m/s?
y en el punto mas bajo

a'I'OTAL = \ a'?AN + aé
rgra, =\ 632 +7042

aroraL = 70.7 m/s?
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9. Cierta polea gira 9o rev en 15 s, su rapidez angular al fin del periodo es de 10 rev/s.
a) ¢Cudl era la rapidez angular de la polea al iniciarse el intervalo de 15 s, suponiendo una aceleraciéon
angular constante?
b) <¢qué tiempo debid transcurrir desde que la polea estaba en reposo hasta el principio del intervalo de
los 15s en referencia?
(Leccién de Fisica I, I término 2002 — 2003)

SOLUCION

a) Como la aceleracion angular permanece constante podemos aplicar la ecuacién siguiente para
calcular la rapidez angular al iniciar el intervalo de 15s.

2
90= (102“’0j15

12=10+a,

W = 2rev/s

b) Eltiempo previo al inicio del intervalo de los 155 podemos calcularlo calculando primero la
aceleracion angular, y posteriormente el tiempo.

W =0, +at
10 =2 + a(15)
8=15q
o = 8/15 rev/s2
0.533 rev/sz
Con la misma ecuacion podemos hacer el calculo del tiempo previo al intervalo de los 15s.

W=y + 0t
2=0+(8/15)t
t=3.75s

10. Una bicicleta con ruedas de 75 cm de didmetro viaja a una velocidad de 12 m/s. éCual es la velocidad
angular de las ruedas de esta bicicleta? (I aporte, 1990)

a) 8rad/s
b) 16rad/s
¢) 32rad/s
d) 64rad/s
SOLUCION

La velocidad tangencial de una particula est4 dada por v = wR, por lo tanto w= v/R = 2v/D
w=2(12)/0.75
w=32rad/s

Respuesta: ¢
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11. Un cuerpo que se encuentra en estado de reposo comienza a girar con aceleracion constante, efectuando
3600 rev durante los primeros 2 minutos. Calcular el valor de la aceleraciéon angular del cuerpo.

a) Tirad/s2

b) 2rad/s?

¢) o0.3mrad/s?

d) 1rad/sz

(Examen parcial de Fisica I, I Término 2003 — 2004)
SOLUCION

Podemos aplicar la ecuacion A8 = wyt + V2 at2

3600evx 272
Irev

:O+%a(1202

72007="720Qr
a=

Respuesta: a

12. Desde el mismo punto de una trayectoria circular parten 2 moviles, en sentido opuesto, con rapidez
constante. Uno de ellos recorre la circunferencia en 2 horas y el otro traza un arco de 6° en 1 minuto.
¢Cuanto tiempo tardaran en encontrarse?

a) 40 minutos
b) 60 minutos
¢) 20 minutos
d) 10 minutos
(Examen parcial de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

SOLUCION
SALIDA ENCUENTRO Al indicar en el enunciado cuanto tiempo se demora una de las
LsQ t=T particulas en dar una vuelta, y cuanto tiempo se demora la otra en

recorrer un pequeio angulo, nos esté indicando cuanto es la rapidez
angular de cada particula, o sea,

wy = AB,/t =21/7200 = /3600 rad/s

Fi 32 (6" « 71ad j
igura
0, = AB,/t = 180)_ 7 adis

60s 180c

Si una de las particulas recorre 6 rad, la otra recorre 21 - 6 rad. Planteando las ecuaciones para el movimiento
circular uniforme, para ambas particulas, tendriamos

AB = wt

(1) 0©6=("11800)t
(2) 2m-06=(1/3600)t

Reemplazamos la ecuacion (1) en la ecuacion (2)
211~ (T/1800)t = (1/3600)t
211= (1T/3600)t + (T/1800)t

211= (T7/1200)t

t = 2400 s = 40 minutos

Respuesta: a
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13. Un volante gira 60 RPM en un instante inicial, al cabo de 5s posee una velocidad angular de 37.68 rad/s.
¢Cuantas vueltas dio el volante en ese tiempo? Suponga que el movimiento es uniformemente variado.
a) 10.5vueltas
b) 12.5vueltas
¢) 15.5vueltas
d) 17.5vueltas
(Examen parcial de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

SOLUCION

Debido a que la respuesta se presenta en vueltas (o en revoluciones) dejaremos los datos dados expresados
enrevy/s.

GOE_V X min =1rev/s
min 60s
37.68@x ]re\:j =6rev/s
s

Al ser constante la aceleracion angular, podemos aplicar la ecuaciéon
AG = (a)+ w, jt
2
2

A8 =175rev

Respuesta: d
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1.3.2. Ejercicios propuestos

1.

Un punto en la periferia de una rueda de un automoévil, con radio 0.3 m, se mueve con rapidez de 54
km/h.

a) ¢Cudl es su velocidad angular?

b) <¢Cual es el periodo de movimiento?

¢) ¢Cudl es su aceleracion?

(Leccién # 1 Fisica I, I Término 2002 — 2003)

Respuesta: a) 50 rad/s; b) 0.126 s; ¢) 750 m/s?

Calcule las velocidades angular y lineal y la aceleracion centripeta de la Tierra, sabiendo que da una
vuelta completa alrededor del Sol en 365 dias y que su distancia media al Sol es 148 x 10® km. (Leccién #
1 Fisica I, I Término 2002 — 2003).

Respuesta: 2.00x10'rad /s; 2.95x10°m/s; 5.89x10°m/ s?

Una rueda de 2 m de radio esta girando horizontalmente con una rapidez angular constante de 2.5 rad/s.
Sobre la rueda se encuentra un objeto que no esta fijo a ella. En un instante determinado se golpea a la
rueda verticalmente con una velocidad de 12 m/s. Encuentre el alcance horizontal del objeto si la rueda
se encuentra a 1.2 de altura. . (Leccién # 1 Fisica I, I Término 2002 — 2003).

Respuesta: 12.7 m

S

N

N~ ¥

Figura 33

Un disco que tiene un agujero a 30 cm de su eje de rotacion, gira con velocidad angular constante en un
plano horizontal en torno a un eje vertical. Desde una altura h = 1.5 m se deja caer una pequena bola en el
instante en que la bola y el agujero estan alineados verticalmente. Encuentre la minima velocidad angular
del disco de manera que la bola pase por el agujero libremente. (Examen parcial del Fisica A, I Término
2005 — 2006)

Eh=1.5m

Figura 34

Respuesta: 5.7 rad/s

Un tren frena cuando libra una curva pronunciada, reduciendo su velocidad de 9o km/h a 50 km/h en 15
s que tarda en recorrerla. El radio de la curva es 150 m. Calcule la aceleracion en el momento en que la
velocidad del tren es 50 km/h. Asuma que el tren desacelera uniformemente sobre la curva. (Lecciéon 1 de
Fisica A, I Término 2005 — 2006)

Respuesta: 1.48 m/s2 y a un angulo de 29.94° con respecto al radio.

La ecuacion del movimiento de una particula est4 dada por 8 = -2 + 2t +1.5t* ,donde 0 esta en radianes y
t en segundos. ¢Cudl es la posicion angular de la particula en el instante en que triplica el valor de su
velocidad angular? (Leccion del primer parcial de Fisica I, I Término 2002 — 2003).

Respuesta: (10/3) rad
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7.

10.

11.

12.

La rueda dentada A que tiene N, dientes parte del reposo y aumenta su velocidad angular uniformemente

a razén de 0a. A la vez ésta transmite movimiento mediante la cadena C a la rueda dentada B de Ng

dientes.

a) Obtenga una relacion entre las aceleraciones a y el nimero de dientes N de las dos ruedas.

b) Si se conoce que o = 0.4 Tirad/s?, Na = 18 dientes y N = 45 dientes determine el tiempo necesario
para que la rueda B alcance una frecuencia de 300 rpm.

(Leccion del primer parcial de Fisica I, I Término 2002 — 2003)

w3

£ 1k :
Wi @

Rueda "
dentada ™
trasera

Figura 35

Una rueda de amolar tiene una velocidad de 24 rad/s en t = 0 y una aceleraciéon constante de 60 rad/s?
hasta que se dispara un disyuntor en t = 2 s. A partir de ese momento, la rueda gira 432 rad con una
aceleracién constante hasta parar.

a) ¢Qué angulo total gird la rueda entre t = 0 y el instante en que se detuvo?

b) ¢En qué tiempo se detuvo?

¢) ¢Qué aceleracion tenia al frenarse?

(Deber # 1, Fisica A I Término 2005 — 2006)

Respuesta: a) 600 rad; b) 8 s; ¢) — 24 rad/s2.

Un cilindro de 30 cm de radio, esta rodando sin deslizar sobre un plano horizontal hasta detenerse
después de recorrer una distancia de 25 m. Si inicialmente el cilindro tiene una frecuencia de 2 rev/s,
encuentre la desaceleraciéon de la rueda y el nimero de revoluciones que efectia antes de detenerse.
(Deber # 1, Fisica A I Término 2005 — 2006)

Respuesta:13.26 rev; - 0.95 rad/sz2.

Un punto se mueve por una circunferencia de radio R = 2 ¢cm. La relacién del camino recorrido y el
tiempo viene expresado por la ecuacion S =Ct*, donde C es igual a 0.1 cm/s3. Hallar las aceleraciones
normal y tangencial en el instante en que la velocidad lineal del mismo es 0.3 m/s. (Deber # 1, Fisica A 1
Término 2005 — 2006).

Respuesta: ax = 4.50 m/s2; atax = 6 cm/s2.

Un vehiculo se mueve en una trayectoria circular de tal modo que su velocidad angular esta definida por
w= (9t2 + Zt)rad / sdonde t estd en segundos. Si at = 0 la posicion es 3 rad, determineat=3s

a) Su posiciéon

b) Su aceleracién.

(Deber # 1, Fisica A I Término 2005 — 2006)

Respuesta: a) 93 rad; 56 rad/sz.

Dos particulas A y B pasan por el origen de una trayectoria circular de radio 5 m y en direcciones
opuestas con rapidez constante de 0.7 y 1.5 m/s respectivamente. Encuentre el tiempo de colision y la
magnitud de la aceleracion de B un instante antes de que ocurra el choque. (Deber # 1, Fisica I, I Término
2003 — 2004).

Respuesta: 14.3 s; 0.45 m/sz2.
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1.4. Movimiento Relativo.
El andlisis del movimiento relativo se fundamenta en las Transformadas de Galileo de un sistema de
referencia en reposo y otro que se estd moviendo a una cierta velocidad constante.

Transformaciones de Galileo

Supongamos dos sistemas de referencia k y k'. El sistema k' en reposo y el sistema k moviéndose con
velocidad constante v (v<<c) con respecto a k'.

El eje x de k desliza sobre x' de k' y los ejes y y z de ambos sistemas se mantienen paralelos.

S :
A | v
K-Vt -
]
gl .
oo x X O x
' i L 0
X < e XX
t=t=0 g ;
Yy ¥ ‘.} t=t
Figura 36

En este tipo de sistemas en los que v<<c el tiempo y la longitud se conservan en ambos sistemas. Es decir si
en un reloj situado en k' han pasado 25 segundos, en otro reloj situado en k y sincronizado con el anterior
también habran pasado 25 segundos a pesar de que un sistema se desplace con respecto al otro (o por lo
menos la diferencia es tan pequeina que se puede despreciar). Lo mismo podemos decir para la longitud.

Como observas en las figuras. Si tenemos un punto situado a una distancia x (sobre el eje x del sistema k), en
el sistema k' las coordenadas de ese punto seran x'=x+vt (vt representa el desplazamiento de O con respecto a
0". Esto lo podemos resumir en el siguiente sistema conocido como transformaciones galileanas:

x'=x+vut
y'=y
z'=z
t'=t

Estas transformaciones son validas siempre que v<<c

(la velocidad con que se mueve un sistema respecto al otro sea mucho menor que la de la
luz)

Si derivamos la ecuacion que relaciona las posiciones de la particula en los diferentes sistemas de referencia
tenemos

V=u+v

Que dicho de otra manera puede ser

_— —_—

AB _VAC + CB

O también por comodidad de los datos que se presenten en los enunciados de los ejercicios

_— — —

Vag =Vac ~Vec
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1.4.1. Ejercicios resueltos

1. Heather en su Corvette acelera a razén de (3.0 i — 2.0 j) m/s2, en tanto que Jill en su Jaguar acelera a (1.0
i+ 3.0 j) m/s2. Ambas parten del reposo en el origen de un sistema de coordenadas xy. Después de 5.0 s,
a) ¢cudl es la velocidad de Heather respecto de la Jill?, b) écudl es la distancia que las separa?, y c) écuél
es la aceleracion de Heather respecto de la de Jill? (Tomado de Fisica para Ciencias e Ingenieria

Raymond Serway)

SOLUCION

a) La velocidad relativa de Heather con respecto a Jill esta dada por

Vu,5=Vu-V;

Pero, hay que encontrar las velocidades de cada una de las particulas, mismas que estan dadas por

Vi = Vox + axt
Vy =Voy + ayt

Velocidad de Heather

v, =0+|(3.0 )m/s?|(5.05)

v, =(15)m/s

v, =0+|(~2.0j)m/s*|5.09)

v, =(-10] )m /s

VEVvi+y ]

v=(15 -10j)m/s

Velocidad de Jill
v, =0+|(L.01 Jm/s?|(5.05)
v, = (6.0 )m/s

Por tanto, la velocidad relativa de Heather con respecto a Jill es

Vg =Va ~V

Vo, =[5 -10])- (.01 +15])jm /s
V,,,, =(10 -25])m/s

Vu/s=26.92m/s

b) Igual que en el literal anterior, lo que nos piden es la posicién relativa de Heather con respecto a Jill, razéon

por la que utilizamos las ecuaciones

X = Voxt + (Y2) axt?
y = Voyt + (V2) ayt2

Posicion para Heather

% = (375 )m
v, =(-2507)m

Mg =Th =Ty

Posicion para Jill
X, = (125 )m
y, =(37.5])m

frs =|(37.5 -250j)- (125 +375])Jm
ry,, =(25 -625])m

r=67.3m

c¢) Para la aceleracion relativa entre Heather y Jill utilizamos el mismo criterio anterior, de donde se obtiene

Q= T

a,,, =|(3.0i -2.0)-(L.0i +3.0] Jm/s?
a,,, = (200 -5.0])m/s?

1.4. Movimiento Relativo
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2. Un rio tiene una velocidad estable de 0.500 m/s. Un estudiante nada aguas arriba a una distancia de 1.00
km y regresa al punto de partida. Si el estudiante puede nadar a 1.20 m/s en agua sin corriente, écuanto
tiempo dura su recorrido? Compare éste con el tiempo que duraria el recorrido si el agua estuviera
quieta. (Tomado de Fisica para Ciencias e Ingenieria Raymond Serway)

SOLUCION
El tiempo que demora el recorrido es igual al tiempo del nadador en contra de la corriente més el tiempo del
nadador a favor de la corriente, o sea,

t =ti + t;, donde t; es el tiempo de ida y t; es el tiempo de regreso.
Cuando el nadador se dirige contra la corriente la velocidad relativa a tierra sera la del nadador menos la de
la corriente del rio, debido a que las velocidades tienen direcciones opuestas, y estamos considerando la
referencia positiva segin la direccién del movimiento del nadador, o sea,

V =V, - V,, donde V, es la velocidad del nadador y V: es la velocidad del rio.

Cuando el nadador se dirige a favor de la corriente la velocidad relativa a tierra sera la del nadador mas la de
la corriente del rio, o sea,

V =V, + V;, donde V;, es la velocidad del nadador y V: es la velocidad del rio.

Por MRU sabemos que x; = viti y que x; = v:t;, por lo tanto se tiene que

to =t +t
tT :£+£

Vi Vv
(= X . X

V.=V, V,+tV

_ XV, + XV, + XV, =XV,
tT - 2 2
vV, -V,
i = 2XV,
T vn2_vr2
2(x10°m)(1.2 m/ s)

T @L2m/s)? - (050m/s)?
2.02xX103s

Si no hubiera corriente entonces tendriamos xr= Vpt, despejando t y reemplazando los valores dados
encontramos que el tiempo de ida y vuelta es t= 1.7 x 103 seg, comparando los dos resultados tenemos

t, _ 202x0%seg

t, 17x10°seg

en términos de porcentaje tendremos

LY =121%

t
2
resultado que nos indica que el estudiante se demoraria 21% mas tiempo con corriente que sin corriente.
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3. Un avion comercial vuela entre Murcia y Zaragoza. Su velocidad de crucero es de 500 Km/h con relaci6on
al aire. a) ¢Qué se entiende por velocidad respecto al aire? b) Si durante el vuelo soplan vientos E — O de
80 Km/h ¢écudl es la velocidad respecto al suelo?. c) Si Zaragoza esti a 420 km al norte de Murcia sobre el
mismo meridiano, équé adelanto, o retraso, tendra respecto de un viaje en el que no hubiese viento?

(Tomado del libro Fisica General de Fidalgo — Fernandez)
SOLUCION

a) La velocidad con respecto al aire es la velocidad que lleva el avion en el aire que le rodea. Otra forma de
decirlo es que hay un observador en reposo en el aire y ve como se estd moviendo el avion en el aire.

_

b) Si v,,, eslavelocidad del avién respecto al aire y
que lleva el avion respecto a tierra sera:

vyr = 80 km/h

A Var =Vav TV 1
<
or tanto
E p
°
2 0‘§ V= (VA/V)2 +(VVIT)2
s v =+/500% +80?
<
b v =50636km/ h
Figura 37

¢) Para mantener el rumbo el avidon debe girar un determinado niimero de grados,

de forma que la trayectoria que siga sea la linea recta entre Murcia y Zaragoza. Por
tanto la velocidad que llevara en este caso sera:

Vart :\/(VA/V )2 _(VV/T)2
V,,r =V500° —80° =49356km/ h

dado que hay 420 Km entre Murcia y Zaragoza, el tiempo que tardara CON
VIENTO sera entonces:

_ 420
49:56

= 085 horas = 51.06 minutos

SIN VIENTO tardaria t =#20 - .84 horas = 50.40 minutos
C

La diferencia es t = 0.66 minutos

vyyr = 80 km/h

Figura 38

1.4. Movimiento Relativo

Elaborado por Julio César Macias Zamora

V,,; lavelocidad del aire respecto a tierra, la velocidad

va/r
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4. Un hombre en un bote navega corriente arriba por un rio y lleva una botella vacia y tapada sobre la popa
del bote. Mientras el bote pasa bajo un puente, una ola choca contra la embarcacion y la botella cae al
agua, sin que el tripulante se dé cuenta. Durante 20 minutos el bote contintia aguas arriba, mientras que
la botella flota aguas abajo. Al cabo de los 20 minutos el hombre ve que la botella ha desaparecido, gira el
bote (prescindamos del tiempo empleado en la maniobra) y se mueve aguas abajo con la misma velocidad
que antes respecto al agua. Coge la botella un kildbmetro mas abajo del puente. ¢Cual es la velocidad de la
corriente del rio? (Examen Parcial Prepolitécnico 2005)

SOLUCION
Llamando 't' al tiempo transcurrido entre el momento que cae la botella y el momento que la recoge,
tendremos que 1 km = vy, t. Por otra parte, la velocidad del bote con respecto al puente serd vpte-Vrio

cuando va contracorriente y Viotet Vrio cuando va a favor de corriente, siendo vpte la velocidad del bote

respecto al agua. De esta manera tenemos que la distancia que ha recorrido la botella sera la que recorre el
bote a favor de la corriente menos lo que recorre contra corriente, es decir,

1km = vyt
Vrio t = (Vbote+Vrio) (t-20) - (VhoteVrio)20
Vriot = (Vbote) (t-20) + (Vpio)(t-20)-(Vhote)(20) + (Vpi)(20)
Vriot = (Whote) (t-20-20) + (Vo) (t-20+20)
Vriot = (Vhote) (t-40) + (Vyip)(D)
0 = (Vhote)(t-40)
resolviendo queda: v}y4te(t-40) = 0 Ot = 40 min
Ikm

VRio = _
40minx

60min
Vrio = 1.5 km/h

5. Un rio fluye hacia el Norte con una velocidad de 3 Km/h. Un bote se dirige al Este con una velocidad
relativa al agua de 4 Km/h.
a) Calcular la velocidad del bote con respecto a la Tierra.
b) Sielrio tiene 1 Km de ancho, calcular el tiempo necesario para realizar el cruce.

¢) ¢Cual es la desviacion del bote hacia el Norte cuando llegue al otro lado del rio?

(Examen parcial de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

SOLUCION
a) Teniendo en cuenta que v,,, =3km/hy vg,, =4km/ h, donde Vg/r es la velocidad que lleva el agua

(corriente del rio con respecto a Tierra), y Vgt es la velocidad del bote con respecto al agua, la
velocidad que lleva el bote con respecto a tierra sera:

—_

Vet =Veir tVriT

Ve = (VB/R)2 +(VR/T)2

Vg r =+ (akm/ h)? +(3km/ h)?

Vg, =5km/ h 5 i ‘
b) Podemos realizar el calculo con la velocidad que lleva el bote en el rio S N
Vi/r >
K 1 km
Figura 39
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AX =vg, ot
_1km
~ 4km/ h

t =0.25h

t =15min

¢) Ladesviacion hacia el norte la podemos calcular con la velocidad que lleva el rio

Ay = Vg, 1t
Ay = (3km/ h)(0.25h)
Ay =0.75km

6. Una pequeiia lancha pesquera pone rumbo a puerto, que esta situado a 32 km al noroeste de su posicion
inicial. Subitamente, se ve envuelto en una densa niebla. El capitdn mantiene el rumbo al noroeste con
una velocidad de 10 km/h relativa al agua. Tres horas mas tarde, la niebla se levanta y el capitan observa
que se encuentra exactamente a 4 km al sur del puerto.

(a) <¢Cual fue la velocidad media de la corriente durante las tres horas?

(b) ¢En qué direccidon deberia haber puesto su rumbo la lancha para alcanzar su destino en una
trayectoria lineal?

(c) ¢Sihubiera seguido esa trayectoria lineal, qué tiempo habria necesitado para realizar el viaje?

SOLUCION
a) El ejercicio podemos resolverlo de dos maneras diferentes, utilizando coordenadas rectangulares, o
utilizando la ley del seno y/o coseno. Utilizaremos primero el

Llegad p
egada método de las componentes.
4km FORMA 1
t=3h

Tomando el origen de coordenadas en el bote cuando se introduce en la
niebla, la posicion del bote a las tres horas de navegacion viene dada por

<
_‘\’b

(

X = 32 cos 135° y=32sen135° -4

VBOTE/TIERRA

Vi La velocidad que lleva el bote sera la suma de la relativa al agua 10 Km/h en

4*50 una direcciobn que forma 135, y la velocidad de la corriente que
=0 desconocemos, por tanto el desplazamiento realizado a las tres horas
Figura 40 teniendo en cuenta que el movimiento es uniforme sera

X= XLANCHA + XMAR

Donde x1ancua es el desplazamiento que realiza la lancha con su velocidad respecto al mar, y xmar es el
desplazamiento que genera la velocidad de la corriente, ademas

t

XLANCHA = (VL/ M )X
XMAR = (VM /T )Xt
Donde (vi/m)x es la velocidad de la lancha con respecto al mar en el eje de las x, velocidad que est4 dada por

(VL/M )x = (VL/M )COS].39
(VL/M )>< = (10km/ h)COSl35’
(Vi )y ==7.07km/ h

Y (vm/1)x es la velocidad de la corriente con respecto a un observador en Tierra en el eje de las x, velocidad
que esta dada por

(Var 17 ) = (Vi Jcosa
Al reemplazar estas dos velocidades en la ecuacion de la posiciéon tenemos
x=(=7.07)(3)+ (v, cosr)3)

En el eje de las y ocurre algo similar
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(Vi )y = (v, )seri3®
(Vi,u ), = (LOKm/ h)ser3®
(v, ), =7.07km/ h

(VM T )y = (VM I )Sem

Y= Yiancha t Yumar
y = (7.07)3)+[(v,, - Jsera](3)
Ademés la posicion de la particula en el eje de las x debe ser
X = 32€05135° =-22.6 m
Yenejedelasy.
Y = 32sen135° — 4 =18.6 m
Igualando las expresiones tenemos
-22.6 = (-7.07)(3)+ (v, cosa)(3)
18.6 = (7.07)3) +[(v,, ,+ )sem](3)
Resolviendo el sistema
-1.41 = (v,,,; cosa)(3)
-2.59 = (VM ,Tsem)(3)
Dividiendo las ecuaciones tenemos

Vy,rSemr _ 2.59
Vy 1 COSY 141
Tano =1.84

a =614

La tangente es positiva en el primer y tercer cuadrante, pero en este caso la velocidad de la corriente no
puede estar en el primer cuadrante porque la particula retrocedié del lugar donde debia llegar. Por tanto, la
direccion de la velocidad es 180° + 61.4° = 241.4°. Al reemplazar este dato la velocidad es v = 0.98 Km/h.

FORMA 11

Otra forma de resolver es planteando la solucién de tridngulos no rectangulos, y para ello necesitamos de los
datos de la velocidad de la corriente, misma que calculamos a partir de los datos de la ubicacién de la lancha
alas 3 horas.

La posicion de la particula a las 3 horas es
X = 32 cos 135° y=32sen135° -4

Por lo tanto el desplazamiento es

Ar =+/(32c0s13%) + (32ser13%-4)?
Ar =29.3krr

La velocidad que hizo posible este desplazamiento es la de la corriente sumada a la de la lancha, o sea, la
velocidad de la lancha con respecto a la Tierra, y esa velocidad es

Ar =v ,;t

29.3km= (v, )(3h)

v, ,r =9.77km/ h
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La figura 41 muestra lo mencionado en el parrafo precedente

4r

18.63 km

22.63 km

(a) ()
Figura 41

En la figura 41.a se muestra el desplazamiento realizado por la particula, al calcula el angulo o podemos
calcular el &ngulo B y de alli podemos calcular la velocidad de la corriente y el &ngulo ¢.

_ 18.63km

22.63m
a =3946

Tana

a+p3=48
[ =554

Para calcular la velocidad de la corriente, usamos la ley del coseno
(VM T )2 = (VL/M )2 + (VLIT )2 - 2(VL/M )(VL/T)C055-54)

Vy 7 =4/10° +9.77° = 2(10)(9.77)cos5.52
Vy 7 =0.98km/ h

El 4angulo lo podemos calcular por medio de la ley del seno, de manera que se obtiene el mismo resultado que
antes.

b) Dado que debe llevar una velocidad en un 4ngulo de 135° quiere decir que las dos componentes de la
velocidad deben de ser iguales porque cos 135° = sen 135°, por tanto si sumamos las dos velocidades e
igualamos las componentes tenemos:

0.98 cos 241.3° + 10 cos @ = 0.98 sen 241.3° + 10 sen @

Resolviendo la ecuacién resulta

@=129.6° 6 bien @=140.4°
¢) Segln esté trayectoria lineal la componente x de la velocidad sera 10 cos 129.6° = 6.37 y la distancia que
debe recorrer serd 32 cos 135° = 22.63 por tanto el tiempo que tarda sera: t = 2263 =3.55 horas

6.37
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7. Un avidn tiene una velocidad de 600 km/h y viaja entre dos ciudades que estan separadas 800 km . Se
dirige al norte. ¢éHacia donde debe volar si se encuentra con un viento constante del oeste de 120 km/h a
la misma altura en la que se encuentra el avion?¢éCual seria su velocidad en Tierra? (Tomado de Fisica
para Ciencias e Ingenieria Raymond Serway).

SOLUCION
En la figura 42 se muestra un grafico que presenta los datos del enunciado.

vy/r=120 km/h La direccion la calculamos con la funcion tangente
Tang= 12Ckm/ h
60Ckm/ h
va/T @=11.3 al oestedel norte

La velocidad con respecto a Tierra la calculamos por medio del Teorema de
Pitagoras.

Figura 42 6007 =120 + (v, ;
VvV, =58&m/ h

8. El timonel de un barco pone su brajula hacia el oeste y mantiene una velocidad de 15 km/h. Después de
media hora de viaje llega a un punto situado a 5 km al oeste y 20 km al sur. Determinar la magnitud y
direccion de la velocidad de la corriente. (Leccion parcial de Fisica I, I Término 2003 — 2004).

SOLUCION

Calculamos el desplazamiento de la particula, y con este desplazamiento encontramos la velocidad del barco
con respesto a tierra, vg/r, que se muestra en la figura 43

N
0 vem = 15 km/h| E
(24
NG
/ S
/
/
/
;T
Figura 43
Ta =Y Vg1 = ar
Ar =X +y? W—X BIT T
Ar =57 +20° Tanp= 724(:I<<m Vgr = 206km
Ar = 20.6km m (1/2)n
=786 Vg,r =412km/ h

Con estos resultados podemos calcular la velocidad de la corriente con respecto a tierra, vmr, y el dngulo a
que daré la direccién de la corriente.

Vi r = 4122 +15° —2(15)(412)cos78.69
Vy, 1 = 4km/h

sery _ serp

4123 41
a = 8¢

Por lo tanto, la velocidad de la corriente es v, ,, = (41km80C al surdelestg
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1.4.2. Ejercicios propuestos.

1.

Un nadador intenta cruzar perpendicularmente un rio nadando a una velocidad de 1.6 m/s respecto al
agua tranquila, pero llega a la otra orilla en un punto que estd 40 m mas abajo en la direccion de la
corriente. Sabiendo que el rio tiene un ancho de 80 m, ¢cual es la magnitud de la velocidad del nadador
respecto a la orilla? (Examen Final de Fisica Nivel cero, Verano 2005).

Respuesta: 1.79 m/s.

Una persona desea cruzar un rio de 20 m de ancho nadando, de manera que llegue al punto que esta en
frente del lugar de donde sale. Si el rio fluye de este a oeste a una velocidad de 1 m/s y la persona puede
nadar a 2 m/s en aguas tranquilas, encuentre el tiempo que demora el nadador en llegar a la otra orilla.
(Primera evaluacion, Fisica Nivel cero, Invierno 2007).

Respuesta: 11.5 s.

Si un bote puede viajar con rapidez v sobre el agua en reposo, écudl de los siguientes viajes le tomara el
menor tiempo, medido por un observador en Tierra?

a) Viajar una distancia 2d en agua en reposo.

b) Viajar una distancia 2d a través (perpendicular) a la corriente del agua.

¢) Viajar una distancia d a favor de la corriente y luego regresar una distancia d contra la corriente.

d) Viajar una distancia d contra la corriente y luego regresar una distancia d a favor de la corriente.

e) Todas las de arriba toman el mismo tiempo.

(Tercera evaluacion, Fisica Nivel cero, Invierno 2007).

Respuesta: b)

El piloto de una avioneta debe mantener un rumbo de 18° al norte del este para que su avidn viaje hacia
el este con respecto al suelo. La velocidad de la avioneta con respecto al aire es de 260 km/h y su
velocidad con respecto al suelo es 280 km/h. Calcule la velocidad del viento. (Examen parcial de Fisica A,
I término 2005 — 2006).

El piloto de un avion observa que la brijula indica que va rumbo al oeste. La velocidad del avion relativa
al aire es de 150 km/h. Si hay un viento de 30 km/h hacia el norte, encuentre la velocidad del avién
respecto al suelo. (Primera leccion de Fisica A, I Término 2006 — 2007).

Respuesta: 153 km/h, 11.3° al norte del oeste.

En el instante que se muestra en la figura 44, los moviles A y B viajan con rapidez de
70 km/h y 45 km/h respectivamente. También en ese instante A experimenta un
aumento en su rapidez de 4 m/s2 y B una reducciéon en su rapidez de 4 m/sz.
Encuentre la velocidad y aceleraciéon de A con respecto a B. (Leccién parcial de Fisica
I, I término 2004 — 2005)

Respuesta: \@ = (1L07km/ h;17.# al oestedel sur); a—AB = (8.3m/52;7.2P al nortedel esté

Figura 44
En el instante en que se muestra en la figura 45 y en las direcciones
mostradas en el sistema de referencia dado, el vehiculo A tiene una velocidad y
de 20 km/h que aumenta a razén de 300 km/h2, al entrar a la autopista al
mismo instante el vehiculo B desacelera a 250 km/hz2, mientras viaja a 100
X

km/h. Calcule la velocidad y la aceleracién del vehiculo A con respecto a B.
(Leccion parcial de Fisica I, I término 2004 — 2005)

Respuesta: v,, =12(kmal norte,  a,, = (3.3x10°km/ h?;0.86)

Una aeronave puede volar 5 h con el tanque lleno de combustible. Sin viento
vuela a una rapidez de 800 km/h. La nave debe efectuar un viaje de ida hacia
el oeste y luego regresar hacia el punto de partida en direcciéon este. Sin
embargo, durante el viaje de ida se encuentra con un viento de 200 km/h
que sopla de oeste a este, y durante el regreso el viento tiene la misma
magnitud de la velocidad, pero esta vez estd a 60° en direccion este del
norte. Determine la distancia maxima que la nave puede volar hacia el oeste y lograr volver al punto de
partida. (Sugerencia: la nave no toma la misma direccion de regreso). (Leccién parcial de Fisica I, II
Término 2000 — 2001).

Respuesta: 1581.3 km.

Figura 45
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9. Un nadador a mitad de un rio ancho que fluye hacia el este a 2 km/h siente que estd cansado. Su
velocidad de nado es de 2 km/h en agua tranquila. Si quiere alcanzar la orilla norte del rio en el menor
tiempo, deberia:

a) Dirigirse al noroeste.

b) Dirigirse directamente al norte.

¢) Dirigirse al noreste.

d) Dirigiéndose al noroeste o al norte alcanzar la orilla al mismo tiempo.

e) Dirigiéndose al cualquier direccion alcanzara la orilla en un mismo tiempo
(Examen parcial de Fisica I, II Término 2000 — 2001)

Respuesta: b)

10. Se cruzan dos trenes que viajan en linea recta y en direcciones opuestas, con rapideces de 80 km/h y 40
km/h. Un viajero del primer tren observa que el segundo tren tarda 3 s en pasar delante de él. ¢Cuél es la
longitud del segundo tren?

(Examen parcial de Fisica I, IT Término 2004 — 2005)
Respuesta: 360 m.

11. Los motores de un bote lo impulsan con una velocidad de v == (3? +7] )m /s respecto al agua. El momento
que comienza a cruzar un rio de ancho 1 km (punto O) un pasajero deja caer un sombrero al agua. Calcule
la posicién del bote respecto al sombrero, en funcién de los unitarios i,] y k, un minuto més tarde, si la

corriente lleva una velocidad de: a) (4? )m /s;b) (— 4 )m /s.
(Lecci6n # 1 de Fisica I, I Término 2002 — 2003)
Respuesta: ) r,, o = (184 + 420} Jm; 1,5 = (18 +420] )m

12. Dos automoviles, A y B, se mueven por rieles que forman entre si un 4ngulo de 53°, a 70 km/h y a 90
km/h respectivamente. Encuentre la velocidad relativa de B respecto a A, cuando se mueven:
a) Uno hacia el otro.
b) Alejandose entre si.
(Leccién # 1 de Fisica A, I Término 2005 — 2006)
Respuesta: a) 73.6 km/h a 77.57° de A; b) 143.47 km/h a 30.7° de A.
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