DINAMICA DE LA ROTACION ELABORADO POR JULIO CESAR MACIAS ZAMORA

3.4. Ley de Gravitacién Universal y Leyes de Kepler.

En su teoria de la gravitacion universal Isaac Newton (1642-1727) explico las leyes de Kepler
y, por tanto, los movimientos celestes, a partir de la existencia de una fuerza, la fuerza de la gravedad, que
actuando a distancia produce una atraccién entre masas. Esta fuerza de gravedad demostré que es la
misma fuerza que en la superficie de la Tierra denominamos peso.

Newton demostré que la fuerza de la gravedad tiene la direcciéon de la recta que une los centros de
los astros y el sentido corresponde a una atracciéon. Es una fuerza directamente proporcional al producto
de las masas que interactian e inversamente proporcional a la distancia que las separa. La constante de
erolz);)lic;onalidad, G, se denomina constante de gravitaciéon universal, y tiene un valor de 6.67x101

m-/kg”.
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Figura 333

Newton consigui6 explicar con su fuerza de la gravedad el movimiento eliptico de los planetas. La
fuerza de la gravedad sobre el planeta de masa m va dirigida al foco, donde se halla el Sol, de masa M, y
puede descomponerse en dos componentes:

. existe una componente tangencial (direccién tangente a la curva eliptica) que
produce el efecto de aceleracion y desaceleracion de los planetas en su oOrbita (variacion del
modulo del vector velocidad);

. la componente normal, perpendicular a la anterior, explica el cambio de
direccion del vector velocidad, por tanto la trayectoria eliptica. En la figura adjunta se representa
el movimiento de un planeta desde el afelio (B) al perihelio (A), es decir, la mitad de la trayectoria
donde se acelera. Se observa que existe una componente de la fuerza, la tangencial que tiene el
mismo sentido que la velocidad, produciendo su variacion.
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Figura 334
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Una particula de masa m que se encuentre sobre la superficie terrestre, moviéndose entre dos puntos
cualesquiera, esta bajo la influencia de la fuerza gravitacional.

El cambio de energia potencial de la particula de masa m se define como el trabajo negativo realizado por la
fuerza gravitacional, en este caso:
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Reemplazando en esta expresion la fuerza gravitacional, para calcular la energia potencial gravitacional de la
particula de masa m, se obtiene:
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Como el punto de referencia inicial para la energia potencial es arbitrario, se puede elegir en r = o, donde la
fuerza gravitacional (y la aceleracion de gravedad) es cero. Con esta eleccion se obtiene la energia potencial
gravitacional general para una particula de masa m ubicada a una altura r medida desde el centro de la
Tierra:

GMpm
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Suponga que un objeto de masa m se lanza verticalmente hacia arriba desde la =0
superficie terrestre con una velocidad vi, como se muestra en la figura 335. ~[TTTTTATTUUAT
Podemos utilizar consideraciones de energia para encontrar el valor minimo de la
velocidad inicial con la cual el objeto escapara del campo gravitacional de la
Tierra. La ecuacién anterior nos brinda la energia total del objeto en cualquier
punto cuando se conocen su velocidad y distancia desde el centro de la Tierra. En
la superficie de ésta vi = v y ri = RT . Cuando el objeto alcanza su altura maxima,
vf = 0y rf = rmdax. Debido a que la energia total del sistema es constante, al
reemplazar estas condiciones se obtiene:
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Figura 335

Al despejar v se obtiene

v o= ZGMI[ 1 L]

R T
En consecuencia, si se conoce la velocidad inicial, esta expresiéon puede usarse para calcular la altura maxima
h, puesto que sabemos que h = rmax - RT. Ahora tenemos la posibilidad de calcular la velocidad minima que
el objeto debe tener en la superficie terrestre para escapar de la influencia del campo gravitacional del
planeta. Al viajar a esta velocidad minima, el objeto puede alcanzar justamente el infinito con una velocidad
final igual a cero. Al establecer rmdx = « en la ecuaciéon anterior y tomando vi = vesc, que se llama la
velocidad de escape, obtenemos

3.4. Ley de Gravitacion Universal y leyes de Kepler.
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Los movimientos de los planetas, estrellas y otros cuerpos celestes han sido observados por la gente durante
miles de afios. En la antigiiedad, los cientificos consideraban a la Tierra como el centro del universo. Asi el
modelo llamado geocéntrico fue elaborado por el astrénomo griego Claudio Ptolomeo (100-170) en el
segundo siglo DC y fue aceptado durante los siguientes 1400 afos. En 1543, el astronomo polaco Nicolas
Copérnico (1473-1543) sugiri6 que la Tierra y los otros planetas giraban en orbitas circulares alrededor del
Sol (el modelo heliocéntrico). El astronomo danés Tycho Brahe (1546-1601) hizo mediciones astronémicas
mas precisas por un periodo de 20 afios y proporcioné una prueba rigurosa de los modelos alternativos del
sistema solar. Es interesante observar que estas precisas observaciones sobre los planetas y de 777 estrellas
visibles a simple vista se llevaron a cabo con un gran sextante y un compaés, sin un telescopio,

el cual atin no se habia inventado. El astrénomo alemén Johannes Kepler, quien era ayudante de Brahe,
obtuvo los datos astronémicos de este dltimo y empled casi 16 afios en tratar de desarrollar un modelo
atemaético para el movimiento de los planetas. El analisis completo se resume en tres enunciados, conocidos
como las leyes de Kepler:

1. Todos los planetas se mueven en 6rbitas elipticas con el Sol en uno de los puntos focales.

2. El radio vector trazado desde el Sol hasta un planeta barre areas iguales en intervalos de tiempo iguales

3. El cuadrado del periodo orbital de cualquier planeta es proporcional al cubo del semieje mayor de la 6rbita
eliptica.

Medio siglo después, Newton demostr6é que estas leyes son la consecuencia de una fuerza tinica que existe
entre cualesquiera dos masas. La ley de la gravedad de Newton, junto con su desarrollo de las leyes del
movimiento, entrega las bases para la solucion matematica completa del movimiento de planetas y satélites.

Cuando Newton publicdé por primera vez su teoria de la gravitacién, para sus contemporaneos fue dificil
aceptar la idea de un campo de fuerza que pudiera actuar a través de una distancia. Se preguntaban c6mo era
posible que dos masas interactuaran aun cuando no estuvieran en contacto entre si. Aunque el propio
Newton no pudo responder a esta pregunta, su teoria fue ampliamente aceptada debido a que explic6 de
manera satisfactoria el movimiento de los planetas. Un planteamiento alternativo en la descripcion de la
interaccion gravitacional, por lo tanto, es introducir el concepto de un campo gravitacional que cubre
cada punto en el espacio. Cuando una particula de masa m se sitiia en un punto donde el campo es el vector
g, la particula experimenta una fuerza Fg = mg. En otras palabras, el campo ejerce una fuerza sobre la
particula. Por lo tanto, el campo gravitacional se define por medio de

F
g=—=
m

Es decir, el campo gravitacional en un punto en el espacio es igual a la fuerza gravitacional experimentada
por una masa de prueba situada en el punto, dividido por la masa de prueba. Por ejemplo, considere un
objeto de masa m cerca de la superficie terrestre. La fuerza gravitacional sobre el objeto esta dirigida hacia el
centro de la Tierra y tiene una magnitud mg. Puesto que la fuerza gravitacional sobre el objeto tiene una
magnitud GMTm/r2 (donde MT es la masa de la Tierra), el campo g a una distancia r del centro de la Tierra
es

F, GM
g:—g:— W'T,ln‘

m Fe

donde " es un vector unitario que apunta radialmente hacia fuera de la Tierra, y el signo menos indica que el
campo apunta hacia el centro terrestre, como en la figura 336. Advierta que los vectores de campos en
diferentes puntos que circundan la Tierra varian tanto en direcciéon como en magnitud. En una regi6on
pequenia cercana a la superficie de la Tierra, el campo hacia abajo g es aproximadamente constante y
uniforme, como se indica en la figura 9.9. La ecuacién anterior es valida en todos los puntos fuera de la
superficie terrestre, suponiendo que la Tierra es esférica. En la superficie terrestre, donde r = RT, g tiene una
magnitud de 9.8 N/kg.

3.4. Ley de Gravitacion Universal y leyes de Kepler.
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Figura 336

3.4.1. Ejercicios resueltos

1. La fuerza de atraccion gravitacional que ejerce la Tierra sobre la Luna es mayor que la que ejerce la Luna
sobre la Tierra, porque la masa de la Tierra es mucho mayor
a. Verdadero
b. Falso

SOLUCION
La fuerza de atraccién gravitacional es la misma para ambos, Tierra y Luna, por la tercera ley de Newton, por
lo tanto la respuesta es b, o sea, falso.

2. Un planeta de masa constante orbita elipticamente alrededor del Sol. Despreciando cualquier fuerza de
friccion existente, qué sucede con la energia cinética alrededor del centro del Sol?
a. Permanece constante.
b. Seincrementa constantemente.
c. Decrece constantemente.
d. Seincrementa cuando el planeta se acerca al Sol, y decrece cuanto se aleja de él.

SOLUCION

Cuando un planeta se acerca al Sol la magnitud de su ... YT
velocidad aumenta, segtin la segunda ley de Kepler, veala .--~"""
figura 337. Si el planeta se aleja del Sol, la magnitud dela ©_ O .
magnitud disminuye, por lo tanto la energia cinética
aumenta mientras el planeta se acerca al Sol y disminuye )
cuando se aleja. Figura 337
Respuesta: d

4
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3. Un planeta es descubierto orbitando una estrella en la Galaxia Andromeda, con el mismo didmetro
orbital de la Tierra alrededor del Sol. Si esa estrella tiene cuatro veces mas masa que el Sol, cuél sera el
periodo de revolucion de ese nuevo planeta, comparado con el periodo de la Tierra alrededor del Sol
a. V4 del periodo del obtenido por la Tierra.

b. %/ del periodo del obtenido por la Tierra.
c. El doble del periodo del obtenido por la Tierra.
d. Cuatro veces més del periodo del obtenido por la Tierra.

SOLUCION
En la figura 338 se muestra la Tierra alrededor del Sol, y el planeta alrededor de la estrella. Sabemos que al
moverse un objeto en una 6rbita circular existe una aceleracion centripeta, en la figura 339 se muestra este

<¢—Diametro orbital—p> <¢—Diametro orbital—p>

Figura 338

detalle. Aplicamos la segunda ley de Newton, sabiendo que la fuerza F es la de atraccién gravitacional de la
estrella (Sol) sobre el planeta (Tierra)

Del dltimo resultado se puede observar que la relacion entre el periodo y la masa de la estrella (o del Sol) es
inversa con la raiz cuadrada, o sea, si la masa de la estrella aumenta de M a 4M el periodo disminuye de T a
/2 T (por efecto de la raiz cuadrada).

Respuesta: b

Figura 339

3.4. Ley de Gravitacion Universal y leyes de Kepler.
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4. Un astronauta esta ubicado a una altura igual al radio de la Tierra, sobre la superficie de la Tierra. En este
punto su aceleracion sera.
a) Cero. b.g c.lag dlag

SOLUCION
Analizaremos la aceleracion de la gravedad en la superficie terrestre, y en la posiciéon del astronauta. Las
distancias a tomar en cuenta se miden desde el centro de la Tierra, observe la figura 340.

Z F =ma. Seaplicala segunddey de Newton
F =ma. La Unica fuerzaqueactta en la direccibndela aceleracid dea. esF
G%STRE(;LZ‘mP LANETA = M aneTBc La fuerzaF esla fuerzadeatracion gravitacional
G%%W: a. Sesimplifica la masadel planeta
G%%W: w’d Sereemplazala aceleracid centripeta
G 2\’
%RELLA: [Tj Sereemplazala velocidadangular y d pasaa dividir al ladoizquierdo
GmE;;RELLA: ‘}r]f Sedesarrolla la potencia
T?= (G4nzjd3 Sedespejeel periodo

rTESTRELLA
T- [4”2 st

GrnESTRELL
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La fuerza de atraccién gravitacional, Fg, que genera la Tierra sobre el astronauta es también conocida como
peso, w.
Porlo tanto Fg =w

cr‘” FG =W

el GMriERRAV ASTRONAUTA
R 42 =M asTRONAUTA

GMTiERRA _ g
42

Note de la tltima ecuacién que la aceleracion de la gravedad, g, depende
de la masa de la Tierra, misma que es constante, de la constante
gravitacional, G, que también es un valor constante y de la distancia, d,
medida desde el centro de la Tierra hasta donde se encuentra el
astronauta. Si el astronauta se encuentra en la superficie de la Tierra, la
distancia d sera igual al radio de la Tierra, R; si, en cambio, el astronauta
se encuentra orbitando la Tierra, como se muestra en la figura 485, la
) distancia d sera 2R. Llamaremos gs a la aceleracion de la gravedad en la
Figura 340 superficie de la Tierra y g, a la aceleracion de la gravedad en la 6rbita a la
que se encuentra el astronauta.

3.4. Ley de Gravitacion Universal y leyes de Kepler.
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Por lo tanto la aceleracién de la gravedad en la 6rbita es la cuarta parte de la que existe en la superficie.
Respuesta: d

5. Una luna estd orbitando sobre su planeta madre. Cual de las siguientes afirmaciones es siempre
verdadera, sobre su energia cinética, K, y su energia potencial gravitacional, U?

a) Kes positivay U es positiva. b. K es negativa y U es positiva.
c¢. Kespositivay U es negativa. d. K es negativa y U es negativa.
SOLUCION

El campo gravitacional, g, esta dirigido hacia la Tierra y la posiciéon se mide a partir del centro de la Tierra
por lo tanto la energia potencial serd negativa, mientras que la energia cinética sera positiva por estar
relacionada con el cuadrado de la velocidad.

Respuesta: ¢

Figura 341

6. Una nave espacial esta viajando hacia la Luna. En qué punto mas all4d de la Tierra cesa la fuerza de
atraccion gravitacional generada por ella sobre la nave?
a) Cuando la nave esta sobre la atmosfera.
b) Cuando esta ala mitad del camino entre la Luna y la Tierra.
¢) Cuando estd mas cerca de la Luna que de la Tierra.
d) Nunca cesara la atraccién de la Tierra sobre la nave.

SOLUCION
La fuerza de atraccion gravitacional est4 dada por

mM
r2

Fs =G

De donde se puede apreciar que sera cero solamente si r es muy grande, esto es, si tiende al infinito, por lo
tanto la fuerza no cesara.
Respuesta: d

3.4. Ley de Gravitacion Universal y leyes de Kepler.
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3.4.2. Ejercicios Propuestos

1.

8

Un piloto ejecuta una picada vertical (cae verticalmente a gran velocidad). Justo antes de que el avién
comience a subir desde el fondo de la trayectoria recorrida, la fuerza aplicada sobre el piloto es:

a) Menor que mgy apuntando hacia arriba.

b) Menor que mgy apuntando hacia abajo.

¢) Mayor que mgy apuntando hacia arriba.

d) Mayor que mgy apuntando hacia abajo.

Respuesta: ¢

Suponga que existe un planeta de la mitad de la masa que la Tierra y la mitad de su radio. En la superficie
de ese planeta, la aceleracion de la gravedad es:

a. Eldoble de la de la Tierra. b. Igual que en la Tierra.

¢. Lamitad de la de la Tierra. d. Un cuarto de la de la Tierra.

Respuesta: a

Un planeta (P) se esta moviendo alrededor del sol (S) en una 6rbita eliptica. A medida que el planeta se

mueve alrededor de la 6rbita, el momento angular del planeta:

a) aumenta mientras se mueve desde el afelio al perihelio y disminuye mientras se mueve desde el
perihelio al afelio.

b) Disminuye mientras se mueve desde el afelio al perihelio y aumenta mientras se mueve desde el
perihelio al afelio.

¢) Disminuye siempre.

d) Aumenta siempre.

e) Permanece igual siempre.

(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)

Respuesta: e

Un satélite que gira en oOrbita circular en torno de la Tierra tiene una masa m = 1000 kg y esta ubicado a
2000 km sobre la superficie de la Tierra.

a) ¢Cudl es la energia potencial del sistema Tierra — satélite?

b) ¢Cual es la magnitud de la fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre el satélite?

(Examen de mejoramiento de Fisica I, IT Término 2004 — 2005)

Respuesta: a) — 4.73x10'°J; b) 5.6x10° N

Un minero de 70 kg de masa desciende en una excavacion vertical de 10 km de profundidad desde la
superficie de la Tierra. Si consideramos que la Tierra es una esfera homogénea de radio R = 6.38x10° m,
¢cudl sera el peso en Newton que tendra el minero en esa profundidad si se sabe que la aceleracion de la
gravedad en la superficie es g, = 9.81 m/s%

(Examen final de Fisica A, I Término 2005 — 2006)

Respuesta: 685.6 N

La distancia entre una nave espacial y el centro de la Tierra aumenta de un radio de la Tierra a tres veces
el radio de la Tierra. ¢Qué le sucede a la fuerza de gravedad que acttia en la nave espacial?

(Examen Final de Fisica A, II Término 2005 — 2006)

Respuesta: Es 1/9 de la inicial.

Dos planetas esféricos con radios r; = 2R, y 1. = Ry y masas m; = 2m, y m, = m,, respectivamente,
alrededor de la misma estrella la cual tiene ms = m,. ¢Cémo se comparan las velocidades de los planetas?
(Examen Final de Fisica A, II Término 2005 — 2006)

Respuesta: La velocidad del primer planeta en su orbita es \/I la velocidad del segundo planeta en su
2

orbita. [

- ~

En un modelo de la Tierra se considera que esta formada por 3 capas esféricas
de diferentes densidades, como se muestra en la figura 342. Determine la
fuerza de atraccién gravitacional (peso) que experimenta en los puntos 1, 2y 3
en funcién de los datos. R1 = R/2, R2 =R, R3 = 2R, p1 =2pyp2 = p.

(Examen Final de Fisica I, I Término 2004 — 2005)

Respuesta: F, = _gn(;pRm F, = —gnGpRm F, = —gnGpRm

Figura 342

3.4. Ley de Gravitacion Universal y leyes de Kepler.
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9. ¢Cual seria el periodo de revolucion de un planeta del sistema solar que se encuentra a 5800 millones de
kilometros del sol; sabiendo que la Tierra esta a 150 millones de kilobmetros del sol.
(Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2004 — 2005)
Respuesta: 240 anos

10. Calcule el valor de la gravedad en la superficie del satélite natural mas grande de Urano, denominado
Titania, sabiendo que tiene un radio que es 8 veces mas pequeio que el de la Tierra y una masa 1700
veces menor que la masa de la Tierra (mrerra = 5.97%10% kg; rrierra = 6.38%10° m).

(Examen Final de Fisica I, IT Término 2003 — 2004)
Respuesta: 0.37 m/s>.

3.4. Ley de Gravitacion Universal y leyes de Kepler.
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3.5. Movimiento Armoénico Simple.
Una particula que se mueve a lo largo del eje x, tiene un movimiento arménico simple cuando su
desplazamiento x desde la posicion de equilibrio, varia en el tiempo de acuerdo con la relacion

x = Acos(wt +6)

donde A, w, y 6§ son constantes del movimiento. Esta es una ecuaciéon periddica y se repite cuando wt se
incrementa en 2n radianes. Para dar un significado fisico a estas constantes, es conveniente graficar x en
funcién de t, como se muestra en la figura 343. La constante A se llama amplitud del movimiento, es
simplemente el maximo desplazamiento de la particula, ya sea en la direccién positiva o negativa de x. La
constante o se llama frecuencia angular, el 4ngulo § se llama angulo o constante de fase, y junto con
la amplitud quedan determinados por el desplazamiento y velocidad inicial de la particula. Las constantes A y
6 nos dicen cual era el desplazamiento en el instante t = 0. La cantidad (wt + §) se llama la fase del
movimiento y es de utilidad en la comparacién del movimiento de dos sistemas de particulas.

 H
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Figura 343

El periodo T es el tiempo que demora la particula en completar un ciclo de su movimiento, esto es, es el valor
de x en el instante t + T. Se puede demostrar que el periodo del movimiento esta dado por T = 21/w,
sabiendo que la fase aumenta 2 radianes en un tiempo 7*

ot + o0+ 2x=a(t+1T)+ &

Comparando, se concluye que w7 = 27, o

Al inverso del periodo se le llama firecuencia f del movimiento. La frecuencia representa el nimero de
oscilaciones que hace la particula en un periodo de tiempo, se escribe como:

1 1)

Las unidades de medida de fen el SI son 1/s o ciclos/s, llamados Hertz, Hz. Reacomodando la ecuacion de la
frecuencia, se obtiene la frecuencia angular w, que se mide en rad/s, de valor:

27

=2 = T

La velocidad de una particula que tiene un movimiento arménico simple se obtiene derivando respecto al
tiempo la ecuaciéon del movimiento arménico simple

(]x. . o~
v = = —wAsin(et + 8)
t

10 3.5. Movimiento Arménico Simple.
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La aceleracion de la particula est4 dada por dv/dt:

d } 3
a= @ —@~ ACcos(wt + &)
dt

Como x = Acos(wt +8 ) , se puede expresar la aceleracion en la forma:
a=-wx

De las ecuaciones de velocidad y de aceleracion, teniendo en cuenta que los valores extremos de las funciones
SEno 0 COSEeNo son + 1, sus valores extremos maximos o minimos son:

v =1mA
a=+w’A

Las curvas de posicién, velocidad y aceleracién con el tiempo se muestran en la figura 344. En estas curvas se
ve, (figura 344.b), como la fase de la velocidad difiere en 5/2 rad o 90° con la fase del desplazamiento. Esto
es, cuando x es un méximo o un minimo, la velocidad es cero. De igual forma, cuando x es cero, la rapidez es
un maximo o un minimo. Del mismo modo, como la fase de la aceleracion difiere en 7t rad o 180° con la fase
del desplazamiento, (figura 344.c), cuando x es un maximo o un minimo, la aceleraciéon es un minimo o un
maximo.

X i T i
Bl T k]
- = !
,_I/J Xa k¥ ! N, P 2
1 3 P * Lo
T L T
LN A i ¢
A =
1
Vi i ,L
1
b Vol | 1™, ~~
) N i / IF i
[}
Bl | S? N
1
1 | I
ali | |
i [ o | o
|_) | A B
o) t N 7N
i ¥ N\ J Y % z
\I_L_.n o
Figura 344

De la definicién de energia cinética, reemplazando la ecuacién de la rapidez de una particula con movimiento
armonico simple, se obtiene:

Ec = Vo mv? = Vo mw? A? sen® (wt +8)

La energia potencial elastica almacenada en un resorte, para cualquier deformacion
X es:
EE =15 kx® = Yo kA%cos? (ot +8)

La energia mecanica total en el movimiento arménico simple, considerando que w® = k/m o bien mw? = k, se
puede escribir como:

E = Ec + EE = Y2 kA? [sen® (ot +8)+ cos*(wt +8)]
E =12 kA?

De donde se deduce que la energia mecanica total en el movimiento arménico simple es una constante del
movimiento, proporcional al cuadrado de la amplitud. Este valor es igual a la maxima energia potencial
elastica almacenada en un resorte cuando x = + A, ya que en esos puntos v = 0 y no hay energia cinética. Por
otro lado, en la posiciéon de equilibrio, x = 0 y por lo tanto EE= 0, ademas en este punto la rapidez es la
maxima, de tal manera que toda la energia es energia cinética, es decir en x = 0:

E = Ec = Vo mv?nax = Vo 0?A%

3.5. Movimiento Arménico Simple. 11
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Como la superficie sobre la cual oscila el resorte es sin friccion, la energia se conserva, usando la ecuacién de
conservacion de la energia, se puede escribir:

E =Ec + EE =cte
1o mu® + Vo kx® = Vo kA?

De esta expresion se puede calcular la rapidez para un desplazamiento arbitrario x:
k(2 2 I
)= ing—(;i‘ —x° _]: T/ A" —x7
\m
encontrandose nuevamente que la rapidez es maxima en x = 0 y es cero en los puntos de regreso del oscilador
x=zA.

El péndulo simple es otro sistema mecanico que tiene un movimiento periédico oscilatorio, si se mueve en un
medio sin friccion. Un péndulo es un sistema formado por una masa puntual m suspendida en el aire por una
cuerda de longitud L, de masa muy pequefia comparada con la masa m, por lo que se desprecia; la parte
superior de la cuerda se encuentra fija, como se muestra en la figura 345. El movimiento del péndulo
producido por la fuerza de gravedad se realiza en un plano vertical, y es un movimiento armoénico simple si el
angulo 0 que forma la cuerda del péndulo con la vertical es pequefio, como se puede demostrar a
continuaci6n.

Figura 345

Las fuerzas que actiian sobre la masa m son la tensién T de la cuerda y el peso mg de la masa, se muestran en
la figura 345. La componente tangencial del peso, mg senf, siempre apunta hacia 6 = 0, en direccion opuesta
la desplazamiento. Esta es la fuerza de restitucion, entonces puede escribirse la ecuaciéon de movimiento en la
direccion tangencial de la forma:

2
s
F, =—mgsenf@ = m =—mgsend
d

3
&

donde s es el desplazamiento medido a lo largo del arco de trayectoria y el signo menos indica que Ft actia
opuesta al movimiento. Como s = LO y L es constante, la ecuacion se transforma en:

d_? — L send
dr”

Como el lado derecho es proporcional a senf, y no solo a 0, se concluye que el movimiento no es arménico
simple. Esa es una ecuacion diferencial dificil de resolver, por lo que se supone que el péndulo se mueve en
pequeiios desplazamientos, tal que 6 es pequeilo, en este caso se puede usar la aproximaciéon senf =~ 0 y la
ecuacion diferencial del movimiento se reduce a:

12 3.5. Movimiento Arménico Simple.
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que tiene la misma forma que la ecuacién que describe al movimiento armoénicosimple, por lo que solo en
esas condiciones el movimiento del péndulo es un movimiento armoénico simple. Su solucién es entonces:

0 = O cos(wt +6 )

donde O es la amplitud que corresponde al maximo desplazamiento angular y w es la frecuencia angular, de
valor:

El periodo del movimiento es:

-
D~
T IL
T=""==2rx |-
0] '|1|g

El periodo y la frecuencia de un péndulo simple dependen solo de la longitud de la cuerda y la aceleraciéon de
gravedad, y son independiente de la masa m del péndulo. Esto significa que todos los péndulos simples de
igual longitud en el mismo lugar, oscilaran con el mismo periodo.

Comunmente se usa el péndulo simple como un medidor de tiempo. También es un dispositivo adecuado
para hacer mediciones precisas de la aceleracion de gravedad, que son importantes por ejemplo cuando las
variaciones locales de g pueden dar informacién sobre las fuentes subterraneas de petréleo u otros recursos
minerales.

Un péndulo fisico consta de cualquier cuerpo rigido suspendido de un eje fijo que no pasa por su centro de
masa. El cuerpo rigido oscilara cuando se desplaza de su posicién de equilibrio. Si el cuerpo rigido se sujeta
en un eje que pasa por un punto O a una distancia d del centro de masa, como se muestra en la figura 346, la
fuerza debido a la gravedad produce un torque respecto de O, de magnitud mgd senf. Como el torque se
escribe T = Ia, donde I es el momento de inercia respecto al eje que pasa por O y a es la segunda derivada de
la rapidez angular, se obtiene:

Id—f =—mgd sent
dt

Ymg

Figura 346

El signo menos indica que la fuerza de gravedad es una fuerza de restitucion que produce un torque que hace
disminuir el &ngulo 0. Para resolver esta ecuacion, nuevamente se supone que el péndulo fisico se mueve en
pequeios desplazamientos, tal que 0 es pequeno, en este caso se puede usar la aproximacion senf = 0 y la
ecuacion diferencial del movimiento se reduce a:

d*6 __mgd
dt’ I

f=-w'f

que tiene la misma forma que la ecuacién que describe al movimiento armoénico simple, por lo que en esas
condiciones asi es el movimiento del péndulo. Su solucién es entonces:
0 = O cos(wt +6 )

3.5. Movimiento Arménico Simple. 13
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donde O es la amplitud que corresponde al maximo desplazamiento angular y w es la frecuencia angular, de
valor:

I
{mgd

0 = ‘-II
.1| I

El periodo del movimiento es:
27 | T
T = = 2;7 N
@ \ mgd

Se pueden usar estos resultados para medir el momento de inercia de cuerpos rigidos planos. Si se ubica el
centro de masa y se mide d, se puede obtener el momento de inercia midiendo el periodo del péndulo fisico.
El periodo del péndulo fisico se reduce al del péndulo simple, cuando toda la masa del cuerpo rigido se

concentra en su centro de masa, ya que en este caso I = md>.

14 3.5. Movimiento Arménico Simple.
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3.4.1. Ejercicios Resueltos.

1. Una masa M = 5 kg descansa sobre una superficie lisa horizontal unida a dos resortes de constantes ki1 =
1000 N/m y k2 = 2000 N/m, que inicialmente no tienen deformacién alguna. Si desde la posicién de
equilibrio se perturba hacia 5cm la derecha y se suelta, determine si se genera un movimiento armoénico

simple, determine el periodo de oscilaciéon y la ecuacién de movimiento. (Lecciéon de Fisica I, II Término
2003 — 2004)

ki k2

Figura 347
SOLUCION

En la figura 348 se muestra el diagrama de cuerpo libre, para cuando el bloque se ha desplazado la distancia
X.

a
—>
k1X k2X
- -——————
Figura 348

Ambas fuerzas aplicadas por los resortes son restitutivas, o sea, intentan llevar al equilibrio al bloque.
Aplicamos la segunda ley de Newton para el movimiento

> Fx=ma

-k x-k,x=ma

—(kl + kz)x =ma

[tk X=a
m

El resultado anterior muestra que el movimiento es armoénico simple, puesto que la aceleracion es funcion de
la posicion; ademas el factor que acompana a la posicion es el cuadrado de la frecuencia angular, o sea,

a)2:k1+k2
m

w= k tk,
V' m

2771: k, +Kk,
T m
T=2mr m

k, +k,

Al reemplazar los datos en la ecuacion anterior tenemos que el periodo es T = 0.256 s. La ecuaciéon del
movimiento esta dada por x = Asen(wt + ). Para cuando t = 0, o sea en el momento de la perturbacion, x = 5

c¢m y como no hay amortiguamiento A = 5 cm, y al reemplazar los datos para wla ecuaciéon del movimiento
queda

5 =5senQ - sen =1 - Q=T2
X = 0.05 sen(24.5t + 1/2)

3.5. Movimiento Arménico Simple. 15
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2. En el extremo libre de una barra de longitud L, esta suspendido un cuerpo de masa m, y a una distancia b
esta sujeta de un resorte de constante elstica k, como se muestra en la figura 349. Si se considera que la
masa de la barra es despreciable, calcule la frecuencia natural del sistema si este se comporta como un

oscilador armoénico.

k m
H
Py O
K L A
Figura 349

SOLUCION
Realizamos el diagrama de cuerpo libre en el equilibrio del sistema, y utilizamos la condicién de equilibrio

para la rotacion.

A A
AY kxo
b
mg
/IV L /IV
Figura 350
> r=0
kbx, = mgL

En la figura 351 se muestra el sistema ya perturbado y que gira cuna aceleraciéon angular

Figura 351

dYr=la
mgL-k(x, +X)o = mL2a
La posicion debe queda expresada en funciéon de la aceleracion angular. De la figura 351 se puede apreciar

que tan 6 = x/b y puesto que para adngulos pequeios tan 6 = 6 tenemos que x = b6, de manera que la ecuacién

anterior queda expresada como
mgL-kbx, —kbx=mLla

mgL- mgL-kb(b8) = mL%a
2
_(kszgza
mL

Lo cual muestra que el movimiento es armonico simple, y la frecuencia se determina mediante

,  kb? b [k

=
mL LVm

Zﬂ:b\/?
LVm

_ b |k
2t \m

W

f

16 3.5. Movimiento Arménico Simple.
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3. Un sistema formado por dos masas, m1 y m2 estan unidas por una cuerda inextensible que pasa por una
polea ideal. El sistema est4 unido a la pared y al piso por medio de dos resortes de constantes k1 y k2,
como se muestra en la figura 352. Inicialmente el sistema se encuentra en equilibrio. La masa m1 se
encuentra sobre una superficie horizontal lisa. Si se perturba el sistema, determine si el movimiento
adquirido por él es armoénico simple y calcule el periodo de oscilaciéon. (Examen de mejoramiento de

Fisica I, I Término 1998 — 1999)

ki

m2

S

Figura 352

SOLUCION
Realizamos el diagrama de cuerpo libre para cada bloque, en el equilibrio.

T k2Xo

kix, T
s

mig

m2g
Figura 353

Para el bloque de masa m1 el anélisis de las leyes de Newton es

Para el bloque de masa m2 es

> Fy=0

T+k,x,-m,g=0
Al combinar las dos ecuaciones tenemos la relaciéon entre las masas y los resortes
leO + k2XO = ng

Cuando se perturba el sistema tenemos que los resortes se estiran (o comprimen) una longitud x adicional a
la que ya estaban estirados (o comprimido en el caso del resorte de constante k2) y se genera una aceleracion.

a $k2xo
I

mag

Figura 354

3.5. Movimiento Arménico Simple. 17
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Las ecuaciones para el sistema acelerado quedan expresadas como sigue

> Fx=ma > Fy=m,a
T-k(o+x)=ma 1) mg-T-k(x+x)=ma (2)

0)+(@)

m,g =KX, — kX = k%, —k,x = (m, +m, Ja
ng—(le0+k2X0) (k +k ) :(ml+m2)
ng_ng_(k1+k2) _( )

k, +k
—(1 Z Ix=a
m, +m,
Del resultado obtenido se observa que el sistema tiene movimiento armoénico simple, puesto que la
aceleracion es funcion de la posicion, y su periodo esta determinado por

k, +k,
m +m,
k, +k,

W =

i

4. Una barra rigida homogénea, de masa M y longitud L se suspende del punto O que est4 a una distancia x
del extremo superior, alrededor del cual puede oscilar libremente. En el otro extremo se encuentra
adherida una particula de masa M/4.

a) Encuentre el momento de inercia del sistema barra — particula con respecto al eje O en funcion de x.

b) Demuestre que para pequeinos angulos las oscilaciones seran armonicas y determine su frecuencia de
oscilacion.

¢) Encuentre el valor de x para que el sistema rote y no oscile.

(Examen Final de Fisica I, I Término 1999 — 2000)
AY
6 \(

\Y
30
Figura 355

SOLUCION

a) El momento de inercia del sistema es igual al momento de inercia de la barra sumado al momento de
inercia de la particula. Puesto que el eje de rotaciéon no pasa por el centro de masa de la barra
utilizamos el Teorema de los ejes paralelos o Teorema de Steiner.

— 2
|BARRA_ ICM +Md

1., L V1., L 2
| = ML2+M = = ML2+M| — - Lx+X
BARRA ~ 75 (2 ) 12 (4

| BARRA:%MLZ +Mx2 = MLx

18
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M
I PARTICULA — ( 4 j(l- - X)Z

M
loarTicuia = [4J(L2 —2Lx+ Xz)

1 1 1
I o porioy o = —ML? == MLX + = Mx?
PARTICULA ~ 2 4

I SISTEMA: I BARRA+ I PARTICULA

ISISTEMA:(;MLZ +Mx® - MLX] +(iML2 —;MLX+2L1MX2)

7 5 3
|SISTEMA:E ML2 +ZMX2 _EMLX

b) Parala demostracion de que el sistema se mueve con MAS utilizamos la segunda ley de Newton para
la rotacion, para lo que utilizamos el diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 356.

<

:‘)l‘z

Mg/4

Figura 356

dYr=la

- Mg(; - xjserﬂ —% Mg(L - x)sen9 =la

— Mgse }L+1L—x—1lea
2 4 4

- Mg §L—§x serd=a
I \4 4
a:—%(?)L—Sx)H

Observe que debido a que el &ngulo de oscilacion es pequetio, sen 6 = 6.

¢) Para que exista la rotacion pero no la oscilacion se debe cumplir que w = 0, y de la ecuacion anterior
ya se conoce la frecuencia angular, .

wz:m(SL—Sx)

4]
0=3L-5x
x:§L

5

B ——— e i e i h ibiha,
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5. Una barra de masa despreciable y longitud L tiene en su extremo una puntual M y esta unida a un resorte
de constante eléstica k, a una distancia h debajo del punto de articulaciéon, como se muestra en la figura
357. Encuentre la frecuencia de vibracion del sistema para valores pequeios de 6. Examen final de Fisica
I, II Término 2002 — 2003)

~

W=

Figura 357
SOLUCION
Aplicamos la segunda ley de Newton para la rotacion, en funcién de los datos presentados en el diagrama de
cuerpo libre que se muestra en la figura 358.

Mg Figura 358

dYr=la
- MgLserd - kxh= (MLZ)a
- MgL68-k(hTand)h = ML

2
_(MgL+2kh Joes
ML
2
W = MgL +2kh
ML

_ |MgL+kh
w=.——
ML?
2
orf = /MgL+kh
ML?
f:i /MgL+kh2
27t M
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6. Un cuerpo de 70 kg se deja caer desde una altura de 1 m sobre un resorte ideal de constante 5000 N/m, y
queda adherido al resorte. Calcular:
a) Lamaxima compresion del resorte.
b) Laamplitud de las oscilaciones.
(Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2002 — 2003)

SOLUCION
a) Por conservacion de la energia analizamos la compresion maxima del resorte
Hacemos un grafico que represente la situacion inicial y la final.

Situacion inicial Situacion final

_“_D

y

}V
xy % [ ]

Figura 359
Se puede apreciar en el grafico que no existen fuerzas no conservativas, por tanto, la energia mecénica inicial
es igual a la energia mecanica final.

— T—>

Y__Nivel de referencia

Eniciae = Erinal

mg(y +x) = % kx?

mgy+ mgx= % kx?
2(70)(10)(1) + 2(70)(10)x = 5000x>
25x* -7x-7=0

X = 0.69m
El resorte se comprime aproximadamente 69 cm

b) Para obtener a amplitud de las oscilaciones analizamos el movimiento como armoénico simple.

lix k(x+y)

m m a

mg mg
Figura 359

Parael equilibrio

D> Fy=0

kx-mg=0
Parael movimientaacelerado
> Fy=ma

—kx-ky+mg=ma = —Ey:a
m

w=,|—
m

Si utilizamos la ecuacion de la velocidad maxima para un movimiento armdénico simple tenemos que

3.5. Movimiento Arménico Simple. 21
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Vs = Aw
y la velocidad es maxima cuando el cuerpo entra en contacto con el resorte, o sea,

EINICIAL = EFINAL
1
~mv’ =mgh
2
Viax = v2gh
Combinamos las dos ecuaciones, de manera que asi obtendremos la amplitud de las oscilaciones

VMAX = Aa

m
A= /ngh _ /2(70“10%
k 5000
A=0.529m
A=52.9cm

Un resorte de constante k = 50 N/m fijo al suelo se ata a un extremo de una cuerda que pasa por una
polea en forma de disco de masa M = 10 kg y de radio R = 20 cm, por el otro extremo de la cuerda se
sostiene un bloque de masa m = 1 kg tal como se muestra en la figura 360. Si esta situacion de equilibrio
se perturba deslizando hacia abajo al bloque y luego soltandolo, demuestre que el sistema describira
M.A.S y ademas encuentre su periodo de oscilacion. (Examen de mejoramiento de Fisica I, III Término

2002 — 2003)

Figura 360

SOLUCION
En el equilibrio se deduce que

> Fy=0

mg = ky,
Cuando el sistema se encuentra acelerado, se tiene que T
D Fy=ma T
mg-T =ma m a
T =mg-ma l
mg

Figura 361
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dYr=la

TR—ER:[lMRq(aj
2 R

T-T,==Ma T
2 T1
Figura 362

Al combinar las tres ecuaciones tenemos

T—ﬂ:%Ma

(mg—ma)—k(y+ yo):%Ma

ky, — ky, —ky:%Ma+ma

2k y
2m+M

Con esto dltimo queda demostrado que el movimiento es armoénico simple, y de esta misma ecuacion
podemos encontrar el periodo

B ——— e i e i h ibiha,
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3.5.1. Ejercicios Propuestos

Para los ejercicios 1, 2 y 3 se da como informacidn el grafico x — t para un objeto en movimiento arménico

simple.

\\// \ N~

Figura 363

1. ¢En cual de los tiempos siguientes el objeto tiene la aceleracion més negativa a,?

a)t=T/4 b)t=T/2

c)t=3T/4

d)t=T

2. ¢En cudl de los tiempos siguientes la energia potencial del objeto es 1a mas grande?

a)t=T/8 b)t=T/4

c)t=3T/8

d)t=T/2

3. ¢En cudl de los tiempos siguientes la energia cinética del objeto es la mas grande?

a)t=T/4 b)t=T/2

c)t=3T/4

d)t=T

(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)

Respuesta: 2: b); 3: d); 4: d)

4. Un objeto en el extremo de un resorte esta oscilando en movimiento armonico simple. Si la amplitud de

la oscilacion se duplica

a) el periodo y la rapidez méxima de la oscilacién del objeto se duplican.

b) El periodo de la oscilacién sigue siendo igual y se duplica la rapidez maxima del objeto.

¢) Elperiodo y la rapidez maxima del objeto siguen siendo igual.

d) Se duplica el periodo de oscilacion y la rapidez maxima del objeto sigue siendo igual.

e) El producto del periodo de oscilacion y la rapidez maxima del objeto se duplica.
(Segunda evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)

Respuesta: €)

Los ejercicios 5y 6 se refieren al grafico x — t para un objeto en movimiento armoénico simple mostrado en la

figura 364.

Considere las siguientes cuatro situaciones

24 3.5. Movimiento Arménico Simple.
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Grafico I

Grafico I1

N

/
J

Grafico III

Grafico IV

Figura 365

5. ¢Cual de los graficos muestra correctamente la velocidad versus tiempo para este objeto?
a) Grafico I b) Grafico I1 ¢) Gréfico II1 d) Grafico IV

6. ¢Cual de los graficos muestra correctamente la aceleracidon versus tiempo para ese objeto?
a) Grafico I b) Grafico II ¢) Gréfico III d) Grafico IV

(Segunda Evaluacion de Fisica A, I Término 2007 — 2008)
Respuesta: 5: d); 6: ¢)

7. Una bala (m = 0.100 kg) se dispara con una velocidad v y se incrusta en un bloque (M = 0.900 kg) que se
encuentra sobre una superficie lisa conectado a un resorte (k = 5000 N/m), como se muestra en la figura
366. Producto de la colision, el resorte se comprime una distancia maxima de 9.460 cm. Encuentre:

a) Lavelocidad v de la bala.

b) El periodo de oscilacion del sistema.

¢) Lavelocidad del bloque cuando el resorte estad comprimido 5.000 cm.
d) La posicion del bloque en funcién del tiempo

(Segunda Evaluacion de Fisica A, I Término 2006 — 2007)

Respuesta: a) 6.7 m/s; b) 0.089 s; ¢) 5.7 m/s; d) X = 0.0946 Sen(70.7t + 1/2)

k

M [

IE!

o.946b cm k

M+ m [

Figura 366

B ——— e i e i h ibiha,
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8.

9.

10.

26

Una varilla uniforme de longitud L y masa M est4 articulada en un extremo y sostenida por un resorte de
constante k del otro extremo. Cuando esta en reposo la viga queda horizontal, como se muestra en la
figura 367. Para desplazamientos pequefios verticales de la varilla

a) demuestre que el sistema realiza un MAS.

b) Deduzca una expresion para el periodo de oscilaciéon de este sistema.

(Tercera Evaluacion de Fisica A, I Término 2006 — 2007)

Respuesta: b) T = 277, / M
3k

A
Y

Figura 367

Una particula realiza un MAS y su posicién, dada por la expresion x(t) = A cos(wt + @), se muestra en el
diagrama x vs t adjunto. Determine:

a) losvalores A, wy @

b) laposicién de la particula en t = 0.85 s.

(Segunda Evaluacion de Fisica A, II Término 2006 — 2007)

Respuesta: a) 0.82 ¢cm; 9.11 rad/s; 58.37° = 1.02 rad; b) — 0.647 cm

x
.82 cm 0.82 cm

0.43 cm t
Lobg J

Figura 368

Dos bloques de masa m1= 5kg y m2 = 3kg estan unidos por un hilo ligero que pasa sobre dos poleas de
masa despreciable y sin friccién, como se muestra en la figura 369. La masa mas pequefia estd unida a un
resorte de constante k = 120 N/m, si al sistema se lo perturba desde su posiciéon de equilibrio

a) Demuestre que el sistema se mueve con MAS.

b) Encuentre el periodo de oscilacion.

(Examen final de Fisica A, II Término 2005 — 2006)

Respuesta: b) 1.62 s

gy

mil

Figura 369
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11.

12.

13.

14.

15.

Un objeto vibra con MAS, con un periodo de 1.2 s y amplitud de 0.6 m. En t = 0 el objeto pasa por la
posicion de equilibrio. ¢A qué distancia de la posiciéon de equilibrio se encontrara el objeto cuando t =
0.48 s?. (Segundo examen parcial del Fisica I, II Término 2004 — 2005)

Respuesta: 0.35 m

Una barra delgada de masa M = 10 kg estd unida en sus extremos a dos masas puntuales, m, que
descansan inicialmente en equilibrio en posicion vertical. Si el sistema tiene una articulacion lisa en el
punto P como se muestra en la figura 370, demuestre que para pequenas perturbaciones el sistema se
mueve con m.a.s. y encuentre su periodo T.

(Examen de mejoramiento de Fisica I, IT Término 2004 — 2005)

Respuesta: 4.75 s
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Figura 370

El periodo de un m.a.s. es de 2 s. ¢Cudl sera la amplitud si al pasar por su posicion de equilibrio lo hace
con velocidad de mm/s. (Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2004 — 2005).
Respuesta: 1 m

Un cuerpo puntual que se mueve horizontalmente con m.a.s. tiene una frecuencia de 2 Hz. Si en el
instante t = 0, cuando el cuerpo estd 3 cm a la derecha de la posicion de equilibrio, su velocidad
instantanea es 30 cm/s hacia la izquierda, encuentre

a) El periodo de oscilacion.

b) La frecuencia angular.

¢) El desfase angular en radianes.

d) Laamplitud del movimiento.

e) Laecuacion de la velocidad para un instante cualquiera

f) Laecuacién de la aceleracion para un instante cualquiera

(Examen final de Fisica I, II Término 2003 — 2004)

Respuesta: a) 0.5 s; b) 4mrad/s; ¢) - 0.90 rad; d) 3.83 cm; e) v = 48.13 cos(4Tt — 0.90); a = - 605 sen(4Ttt
- 0.90)

La figura 371 muestra un bloque de 7.5 kg, inicialmente en reposo, el cual esta unido a un resorte de
constante k = 750 N/m. Un bloque de 4.5 kg se coloca sobre. Si el coeficiente de friccidon estética entre los
bloques es 0.7 y la friccion en la superficie es despreciable, determine cuél es 1a maxima deformacion que
se puede dar al resorte, sin que el bloque de 4.5 kg deslice al hacer oscilar el sistema con m.a.s.

(Examen Final de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

Respuesta: 11.0 cm

S5k
4-5K8 K=750N/m
7.5kg  [FANMARA—,
Figura 371
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16. Un resorte elastico ideal, de masa despreciable y constante elastica k = 50 N/m, cuelga verticalmente y
sostiene en su extremo libre una esfera puntual de masa M en equilibrio. Si la masa es ligeramente
perturbada verticalmente, el sistema se mueve con m.a.s.

a) ¢Cuél debe ser el valor de la masa para que el periodo de oscilacion sea 1.00 s.
b) Sila masa disminuye un 5% de su valor é¢en que porcentaje varia el periodo?
¢) ¢cudl es el valor de este nuevo periodo?

(Examen de mejoramiento de Fisica I, I Término 2003 — 2004)

Respuesta: a) 1.27 kg; b) 2.53% menor que el primero; ¢) 0.97 s

17. Una esfera de mas m estd unida a un resorte de constante de fuerza k como se muestra en la figura 372. Si
la esfera no desliza mientras oscila, determine su periodo.
(Examen final de Fisica I, I Término 1996 — 1997)

Respuesta: T = 27T1/7—k
5m

Figura 372

18. Determine la frecuencia natural para pequefias oscilaciones del sistema mostrado. Las masas de las
poleas y la friccién son despreciables.

k
Respuesta: f =— ., /—
mym
Y
jj/ll
Figura 373

19. Una masa m esta fija en un extremo de una barra de peso despreciable, y que estd pivotada a una
distancia ¢ de la masa m. éCuél es la frecuencia natural de vibracién para pequefias amplitudes de
movimiento?

Figura 374
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