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7 ANALISIS VECTORIAL

7.1. CAMPOS VECTORIALES EN R"

7.2. DEFINICIONES

7.3. PROPIEDADES

7.4. CAMPOS VECTORIALES
CONSERVATIVOS

7.5. INTEGRALES DE LINEAS

7.6. TEOREMA DE GREEN

7.7. INTEGRAL DE LINEA PARA EL AREA DE
UNA REGION PLANA

7.8. INTEGRALES DE SUPERFICIE
7.8.1 INTEGRALES DE. SUPERFICIES DE
FUNCIONES ESCALARES.
7.8.2 TEOREMA DE STOKES
7.8.3 INTEGRALES DE FLUJO
7.8.4 TEOREMA DE GAUSS

Objetivos.
Se persigue que el estudiante:
o Calcule integrales de linea.
o Aplique el Teorema de GREEN.
o Calcule el area de regiones planas empleando integrales de
lineas.
o Calcule integrales de Superficie.
o Aplique el Teorema de Stokes.
o Aplique el teorema de Gauss
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En el capitulo de funciones de variables se definié funciones vectoriales

generales de la forma F :U < R" — R™, ahora trataremos con funciones

de la forma F ;U cR" > R"

7.1. CAMPOS VECTORIALES EN R"

n

las variables x Xx,,---,x, definidas en una

region Q de R". La funcién F:U cR" > R"
tal que I_:.z(fl(xlvxz,m,x"),fz(xlvxz,u-,xn),---,fn(xlvx2,~~-,xn)) se
llama Campo vectorial sobre Q.

Sean f, f,, ---,f funciones escalares de

si F :U c R? - R? se lo denota como I_f:(l\/l (x,y),N(x,y)).

siF:U — R® - R? se Io denota como:
F =(|\/| (x,y,2),N(x,y,2),P(x, y,z))

’E!’ﬂlo-

F:U cR? > R? tal que f:(2x+y,x2—y2)

Algunos ejemplos fisicos comunes de campos vectoriales son:
e Campos de velocidades
e Campos gravitacionales.
e Campos de fuerzas eléctricas.

Un campo conocido es el Gradiente, VT , de una funcién escalar f .

0 0 0

Si llamamos el vector V= —,—,—
OX 0y 0z

obtener la definicidon del gradiente y otras definiciones mas.

j, operador NABLA, podemos

7.2 DEFINICIONES

Sea f una funcién escalar y F=(M,N,P)

un campo vectorial. Se define:
1. El gradiente de f como el vector

228



MOISES VILLENA Andlisis Vectorial

7.3 PROPIEDADES
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7.Vx(Vf+VxE)=VxVxE

Las demostraciones de estas propiedades se la dejamos al lector.

7.4 CAMPOS VECTORIALES CONSERVATIVOS

Un campo vectorial F se dice que es
conservativo si  existe alguna funcion

diferenciable f tal que F=Vf. La funcién
f se llama funcién potencial de F.

7.4.1 Teorema.

Un campo vectorial F es conservativo y Si
sblo si VxF =0.

o
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E!’%Elol
Determine si E:(ny,x2 —y) es conservativo. En caso de serlo encuentre la

funcidn potencial.
SOLUCION:

El rotacional de F serfa:

i k| |i ik
vXEZE 9 912 2o g:(0,0,Zx—Zx):(0,0,0)
ox oy oz| |ox oy oz
M N P| [2xy x*-y 0

Por tanto, F si es conservativo.

oN oM
Note que para campos de R? , basta que i = E para ser conservativos. ¢Por qué?.
X

Cuando el campo es conservativo la funcién potencial existe y ademas:
F=Vf = ﬂi = (2xy,x2 - y)
OX oy

Es decir conocemos las derivadas parciales de la funcién potencial, entonces:

%zzxy = f:j 2xy dx = f(x,y)=xy+g(y)+C,

2
%zxz—y: fzj (xz—y)dy: f(x,y)=x2y—y?+h(x)+c2

Haciendo superposicion de soluciones, la funcion potencial seria:

2
y+C

f(xy)=xy-+
(xy)=xy—3
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E{%bz
Determine si F = (2xy, X2 + zZ,ZZy) es conservativo. En caso de serlo encuentre
la funcién potencial.

SOLUCION:
El rotacional de F serfa:
i j k i j k
vxF=|2 2 9|2 o @ =(22-22,0,2x~2x) =(0,0,0)
ox oy oz OX oy oz

M N P| [2xy x*+z° 2zy

Por tanto, F si es conservativo.

Ahora tenemos:
F=Vf = [———] = (2xy, X2 + 22,2zy)

Entonces

f :J. 2xy dx= f(x,y,2) =x’y+9(y,2)+C,
f :j (x2+22)dy:> f(x,y,2)=x*y+z*y+h(x,2)+C,
f :J. (2zy)dz = f(x,y,2)=2y+h(x,y)+C,

Haciendo Superposicion de soluciones:
f(xy,z)=xy+z°y+C

7.5 INTEGRALES DE LINEAS

En los capitulos 6 y 7 tratamos integrales de funciones escalares sobre

regiones de R® o regiones de R?, ahora trataremos integrales de funciones
escalares y funciones vectoriales sobre curvas.

7.5.1 Integrales de lineas de funciones escalares.

Sea

como.

j f

C

variables definida en una region U que
contiene una curva suave C de longitud finita,
la integral de linea de f sobre C se define

Supuesto que este limite exista.

f :U cR"— R una funcion escalar de n

n —

(% %%, ) A= 1M > f (X0, X, X0 )As,

Al—0 !
A —
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7.5.1.1 Teorema. Calculo de una integral de linea como
integral definida.

Sea f continua en una region que contiene

una  curva  suave C, definida  por
r(t)=(x(t),%(t),,x () donde a<t<h,
entonces:

I f ds =Hf oF(t)]HF'(t)Hdt

= j F (% (0% (1), % WX OF + 6 O +--+[x O] dt

a

Si f =1 entonces tenemos J-ds, la longitud de la curva.
C
E!’%lo.

Calcular J.(X2 —y+3z)ds donde C: segmento de recta desde el punto
C

(0,0,0) al punto (1, 2,1).

SOLUCION:
Xx=0+t

La ecuacion de C es {y =0+2t ; es decir: F(t) = ('[, 2t,'[).
z=0+t

Entonces:

I fds = J. [ OF(t):H‘F'(t)“dt

- J.(t2 —2t+3t)\/1+ 2% +12dt
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E{%la 2
Calcular J.de donde C : es la curva que se presenta en el grafico:

C

v

SOLUCION:
Por la forma de C debemos hacer dos integrales; es decir:

J-XdS:JXdS+J-XdS donde C,:y=xyC,:y=x>.
C

G C,

x=t

Para la primera integral C, = { ¢
y =

1

1
2
des = jtxllz +1%dt = «/5(%} %
C 0

0

x=t
y=t?

0 0 yl
2(1+4t2)2 1 1,y
ds= | ty22 +(2t)dt = | tv1+4t?dt=="— L | ==~ 5%
J-XS I +(2) J. ' 3 8 12 12
1 1

CZ
Por tanto:

jxds=jxds+ xds:%ju 1 1%
c c,

Para la segunda integral C, ={

0

12 12

2
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7.5.2 Integrales de linea de Campos vectoriales.

Sea F:UcR"->R" un campo vectorial
continuo definido sobre una curva suave C dada

por r(t)=(%(t),%(t),+,x,(t)) donde a<t<b. La
integral de linea de F sobre C se define como:

IEOdF=IE0f ds

Reemplazando T =

ds =|r(t)]dt

[FeTas- jﬁ.ﬁur(t)udt

a

Entonces:

O ey
!

r=— J.[(E(x1 (1), x (t),-,x (t))) ‘(rl(t)):| dt

tjemplo-

Calcular | Fedr donde F=(x,-xy,2’) y C es la curva definida por

c

F(t):(cost,sent,t) desde el punto (0,0,0) hasta el punto (1,0,27).
SOLUCION:

J.F odr :J. x xyz o (—sent,cost,1)dt

—I (cost,—costsent,t* ) o (—sent, cost,1)dt

0
2

= J' (—costsent —costsent + tz)dt

0

cos’t cos’t t°\
2 3 3
0
1 1 87 [1 1 j
—+—+— —+—=+0
2 3 3 2 3
_8r’
3
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La integral de linea que acabamos de definir se la puede interpretar

como el trabajo que tiene que realizar un campo F al desplazar una particula
sobre la curva C , si denotamos al trabajo como W , entonces:

szfodF

7.5.2.1 Forma Diferencial

En la integral H:ﬁ o r'(t)} dt

c
Suponga que EZ(M N, P) y que CZF(t)Z(X(t),y(t),Z(t))
(dx dy dzj
entonces tenemos que r (t) =
dt " dt " dt

Reemplazando:

_[[ or(1)]d ﬂ (M,N,P)e (%%%ﬂdt

C
Entonces:

I[Eor{ﬂ]dt:jde+Ndy+sz

C

tjemplo-

Calcular JE-dF donde F=(y,x") y C:y=4x—x* desde el punto (4,0)
C
hasta el punto (1,3).

SOLUCION:
Empleando la forma diferencial

IE-dF:IMdmNdy
C C
:Iydx+x2dy

C
Eneste caso 'y = 4X—X* entonces dy = (4—2x)dx
Reemplazando:

235



MOISES VILLENA Andlisis Vectorial

1

Iydx+ x2dy =J(4x—x2)dx+ x* (4-2x)dx

c 4
1

=I(4x—x2+4x2—2x3)dx

4

=J‘<4x+3x2 —2x3)dx

4

2 3 4
423X X
2 3 4

1

4

E!’eroécwy PV’EE uestos 7.1

1. Calcular I F edr siendo C la trayectoria C(t) = <(t —1)3 +1, Coss(nt), —cosg(nt)> ,
C

te[l2]y F(xy,2) =(2xz3 +6y, 6x—2yz, 3x°2° —yz)
2. La fuerza ejercida por una carga eléctrica ubicada en el origen sobre una particula cargada
r
situada en un punto (x,y,z) , con vector posicion r(t) = (X(t), y(t), z(t)) es F(r)=k 3
I
,donde k es una constante. Encuentre el trabajo realizado cuando la particula se mueve a lo
largo de una recta de (2,0,0) a (2,1,5).

Veamos ahora que existen campos vectoriales que producen el mismo
efecto independientemente de la trayectoria.

7.5.3 Independencia de la Trayectoria
Ejemplo-

Calcular J.f-dF donde F=(4xy,2x*) y C:y=x* desde el punto (0,0)

C
hasta el punto (1,1).

SOLUCION:
Empleando la forma diferencial

IE-dF:IMduNdy

C (o]

= I4xydx +2x°dy

C
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En este caso Y = X* entonces dy = 2xdX
Reemplazando:

j4xydx +2x2dy = j4x(x2 )dx + 2x* (2xdx)

1

= ISx3dx

0

8x*[

o Siempleamos la trayectoria 'y = X* entonces dy = 3x%dx

Reemplazando:
1

j4xydx +2x2dy = j4x(x3)dx +2x (3x*dx)

C 0
1
= Ile“ dx
0
_10x° i
5 0
=2
e Siempleamos la trayectoria [y = X entonces dy = dx

Reemplazando:
1

j4xydx+ 2x°dy = j4x(x)dx+ 2x* (dx)

c 0

Note que se obtienen los mismos resultados para diferentes trayectorias,
ademas observe que el campo F es conservativo debido a que:
N oM
oX oy

0(2x*) _ o(4xy)

OX oy
4X = 4X
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7.5.3.1 Teorema

—_—

Si F es continuo en una region abierta conexa,

entonces la integral de linea JE-dF es
C

—_

independiente del camino si y sélo si F es
conservativo.

tjemplo-

Calcular IE-dF donde F=(y*+13xy’+1) y C:r(t)=(1-cost,sent)
C
desde el punto (0,0) hasta el punto (2,0).

SOLUCION:
Empleando la forma diferencial

IE-dF=Ide+Ndy
C C

=J‘(y3 +1)dx+(3xy2 +l)dy

C

X =1-cost dx = sentdt
En este caso entonces

y = sent dy = costdt
Reemplazando:

J(ys +1)dx+(3xy” +1)dy = I(sen% +1)(sentdt) + (3(1-cost) sen’t + 1) (costdt)
(o} C

Se observa que a integral esta dificil de evaluar.
Ahora veamos si F es conservativo:

N _om
ox oy
5(3xy2 +1) c’;’(y3 +1)
OX oy
3y* =3y’

Como F sies conservativo, entonces es independiente de la trayectoria:
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A y
(x—l)2 +y*=1
X =1-cost
y = sent
X
(0,0) (2,0)

Mejor empleemos una trayectoria simple:
y =0 entonces dy =0
Reemplazando:

I(y3+1)dx+(3xy2 +l)dy=j(0+1)dx+(0+1)(0)

2
=X,
=2

Sin embargo podemos evaluar la integral de linea de otra manera para
campos conservativos.

7.5.3.2 Teorema Fundamental

Sea C una curva suave a trozos situada en una
region abierta R dada por dada por

r(t)=(x(t),% (1), X (1) donde a<t<h. Si
F =(M,N,P) es conservativoen R;y M, N y P
son continuas en R entonces:

final finicial

E[Fodr:'C[Vf odr = f

Siendo f una funcién potencial de F.

Es decir:
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[Fedr= [t wi= o'y ) )

C

[ idx+ﬂdy+ﬂdz
OX oy 0z

OQ

= | df

I
- ffinal - finicial

E{%l&l
En el ejemplo anterior, como 'F =(y®+1,3xy* +1) es conservativo podemos

encontrar su funcién potencial y aplicar el teorema anterior:
Hallando la funcion potencial.

of 3 3

—= 1= f = 1 C
Poi AR (y + )x+g(y)+ L
of 2 3

— =3y’ +1= f =xy’+y+h(x)+C,

Entonces:
f(x,y)=xy’+x+y+C

J.E edr = finar = Finicial

[2(03)+2+0+c]—[o(03)+0+0+c]
2

E{%l& 2

Calcular J.f-dF donde E:(E,i,lnxy] y C:F(t)=( 12,t2+t+1,t]
Xy 1+t
C
-1<t<1.
SOLUCION:

Realizar el calculo de la integral de lineal convencionalmente puede resultar complicado. Veamos
si F es conservativo:

i ] k i k
vxEoll & 9l je 0 o) (X 1y 14 4] (00,0
ox oy oz |ox oy oz Xy Yy Xy x
M N P z z
— — Inxy
Xy
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Entonces F es conservativo y por ende independiente de la trayectoria; se podria utilizar una
trayectoria simple, por ejemplo el segmento de recta que va desde el punto:

1

7 (-1) =[1+(1_1)2,(—1)2 +(—1)+1,(—1)] =[§,1,—1)

r(1)= [1 (1) +(1)+1, (1)] = (%,3,1)

1+
O mejor aln, se podria utilizar la funcién potencial, hallémosla:

F=vf= ﬁﬂﬂ = 2, % Inxy
OX oy oz Xy

f:J‘édx=zlnx+g(y,z)+C1

al punto:

f :J-édy:zln y+h(x,z)+C,

f J.InxydzzlnnyrI(x, y)+C,=zInx+zIny+g(x,y)+C,

Por tanto f(x,y,z)=zInxy+C

!Eod?: f @'3'1} f (%,1,—1]
:{1'”@(3)}%{(—1)"1@(1)}(;}

1
=In=+In=
2

qauam¢@2mmm72

1. Dado el campo vectorial F(X,Y,Zz) = (2xyz +sen x)i + Xzzj +x2 yk , demostrar que F
€S Un campo conservativo y encontrar su funcion potencial.

Si la trayectoria es cerrada y si el campo es conservativo y continuo
dentro de la regidn que encierra la curva entonces:

?Fodr=0

tjemplo-

CalcularCﬁ Fedr donde E=( = zjy C:x*+y* =1
X2 +y2 Xty

Cc

SOLUCION:
Veamos si F es conservativo. Como es un campo de R?:
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a_N_i( : J_l(XZerZ)—x(zX) —X2+y2

ox  ox\ X2 +y? (x2+y2)2 _(X2+y2)2
@_E( il j—‘l(xzwz)—y(Zy)_ X +y’
oy ax\x+yt) (x2+y?) _(x2+y2)2

Por tanto F si es conservativo.

Como la trayectoria es cerrada se podria pensar que el valor de la integral de linea deberia ser
cero, pero observe que el campo no es continuo en (O, O) , entonces debemos evaluar la integral

de linea.

X = cost =
) y en forma vectorial r (t) = (cost, sent)

La curva en forma paramétricaes C : {

La Integral de linea seria:

2
= = = =, -y X
Fedr= Ferdt= , —sent, cost)dt
<j> . <ﬁ . j[y = )
C C 0

2z

(_ant ,%Stj(—sent, cost)dt

o
0

2z

.

= (sen2t+cos2 t)dt

o
0

N

4
d

=1 dt

Existe otro mecanismo para evaluar integrales de lineas en el caso de
caminos cerrados.

7.6 TEOREMA DE GREEN

Sea F =(M,N) un campo vectorial de R*. Sea

R una region simplemente conexa con frontera
C suave a trozos orientada en sentido

antihorario. Si M, N, %_N % son continuas en
X

una region abierta que contiene a R, entonces:

(ﬁFodr—(Jgde+ Ndy = H(a—N—aM)dA
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Ejemplo-1

Calcular (J; Fedr donde F=(y*,x’+3xy’) y [C: es el camino desde (0,0)
C

a (1,1) sobre y=x? y desde (11) a (0,0) sobre y=X.

SOLUCION:

La evaluaremos primero empleando una integral de linea y luego por el Teorema de
Green para comparar procedimientos y comprobar resultados.

PRIMER METODO: Por integral de linea:

@Eod? :4}de+ Ndy:(J:}y3dx+(x3 +3xy’ ) dy
C C C

Hay 2 trayectorias:
C,:y=x* entonces dy = 2xdx

J-ygdx+(x3 +3xy2)dy =J.(x2)3 dx+(x3 +3x(x2 )2)(2xdx)

C
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C, : y =x entonces dy = dx

J-ygdx+(x3 +3xy2)dy :J.(x)3 dx+(x3 +3x(x)2)(xdx)

C,

Por lo tanto:

edr= edr+ odr————
freci-]7 I

SEGUNDO METODO: Empleando el TEOREMA DE GREEN

4,; dr_” aN aM d m X +3xy°) a(@f)}dA

Laregion R es:

Ay

(L1)

v
x

(0.0)
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1 X
ON oM 2 2 2
J.J‘[&_Ejdp\:,“ J- (3x +3y° -3y )dydx
0 X2
1 X

R
)

= j (3x*) dydx

X3

[ ]
=]
Ld

" dx

XZ

=1 3x%

[]
=
L

= 3x2(x—x2)dx

[ ]
=]
L]

E{%ZO'Z
Calcular 4} Fedr donde F =(arcsenx+y* cosy—x*) y [C: es el camino

C
que se describe en la gréfica:

Ay

\4

SOLUCION:
Aqui es mejor por GREEN, ¢ Porqué?
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ez =0y
=J.].(—2x—2y)dA

R
Pasando a Polares:

T 2
J.J-(—Zx—Zy)dAz—ZJ. J. (rcos@+rsend)rdrde
R 0 1

3 2
:—ZI j (cos@+send)ridrdé
0 1

312

= —ZI (cos @+ sene)%

0
2 P

2|5 Jomo oo
- _2@—3[1—(—1)]

dée

1

7.7 INTEGRAL DE LINEA PARA EL AREA DE UNA
REGION PLANA.

Con integrales de lineas también podemos calcular el area de regiones

1 1

planas. En la formula de Green, sitomamos M =——Vy y N = EX entonces

2
' a—N—aM]dA=ggde+ Ndy
oy d

OX

e[ 1 1 1 1
——| —= | dA=¢—=ydx+=xd
2 ( ZD i} 2y +2 y

1
dA= E(_f;xdy— ydx

oo
R C

246



MOISES VILLENA Andlisis Vectorial

7.7.1 Teorema

Sea R una region plana limitada por una curva

cerrada simple a trozos C. El area de R viene
dada por:

1
A_Ec.f;xdy— ydx

C

tje lo-1

Emplear una integral de linea para calcular el area de la region limitada por
y=2x+1
y=4-x

SOLUCION:

Haciendo un dibujo de la regién

La curva C que encierra R esta compuesta por dos trayectorias diferentes,

calcularemos la integral de linea por cada trayectoria, y luego sumaremos los resultados.
Primero: |C, : y = 2x+1 entonces dy = 2dx

Reemplazando y evaluando:
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1 1
EJXdy_de:E x(2dx)—(2x+1)dx
1
=3 (2x—2x-1)dx

_1 —dx
2

3
1 .

= _EX|73

=-2

Segundo: C, :y =4—x* entonces dy = —2xdx
Reemplazando y evaluando:

-3
1 1
Ej-xdy— ydx :E. x(—2xdx)—(4—x2)dx

C, 1
-3
.

Finalmente, sumando:

E’%la 2
X 2

2
Hallar el area de la elipse con ecuacion —2+§ =1
a

SOLUCION:
. - . X =acost
Las ecuaciones paramétrica de la elipse son: C :
y = bsent
dx = —asent dt
Entonces
dy =bcost dt

Reemplazando en la formula anterior y luego evaluando, resulta:
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A= %4‘} xdy — ydx =% (acost)(bcostdt)—(bsent)(—asentdt)

N
L R

= % ab cos? tdt + absen’tdt

ot

1)

_1 ab(cos2 t+ senzt)dt
2

1 v
= Eabtﬁ

=rab

E!’ercécéoy PrgE uestos 7.3

3. Calcular I x3dy - y3dx donde C es el circulo unitario centrado en el origen.
C

2 2
4.Sea F(X,Y)= <Xe_y —x2ye™Y +]/(X2 + y2)> , calcular el trabajo de F en el
contorno del cuadrado determinado por: [X <a ; |y|<a

5.Evaluar la integral J;xz ydx — yzxdy ; donde C es la curva que consta del arco
Cc

4y = x° de (0,0)a(2,2) y del segmento de recta que va de (2,2) a (0,0)

6. Verificar el teorema de Green en la integral f)Z(x 2 4 y 2 }1x + (x + y)2 dy , siendo C el

C
contorno del tridngulo con vértices en los puntos (1,1),(2,2), (1,3).

7.Hallar J. Xydx + 2x2dy donde C consta de los segmentos de recta que van desde (0,2) a (-
Cc

2,0)ydeallia(2,0)y luego la parte de la circunferencia x2 + y2 =4 parax>0 y y>0.
8.Una particula empieza en el punto (-2,0), se mueve a lo largo del eje x hacia (2,0) y luego a lo

largo de la semicircunferencia y = /4 — x% hacia el punto inicial. Encontrar el trabajo sobre

esta particula por el campo de fuerzas F (X, y) = (x, X3 + 3xy2 )
9. Calcular: if«/xz + y2 dx+ y[xy+|n(x+«/x2 + y2 de , donde C es la

circunferencia X2 + y2 =a?

10. Utiizando una integral de linea calcular el area de la region encerrada por la curva
11. Empleando una integral de linea, encuentre el area de la regidn R limitada por las
gréficas y:x2+2; y=—X; X=-2; Xx=2.

249



MOISES VILLENA Andlisis Vectorial

7.8 INTEGRALES DE SUPERFICIE

7.8.1 INTEGRALES DE SUPERFICIES DE FUNCIONES
ESCALARES.

En el capitulo de integrales Dobles se establecio la manera de calcular
area de una superficie, ahora se trata de calcular el efecto de una funcién
escalar sobre una superficie. Es decir, evaluar integrales del tipo:

” f(xy,z)dS

E!’%Elo:
Calcular J](xyz)dS donde S:porcién del plano x+y+z=3 en el primer

S
octante.
SOLUCION:
Primero hacemos un dibujo de la superficie:

A

Proyectamos la superficie en el plano Xy , por tanto:

J-J.(XVZ)O'S =II(XyZ)mdydx

La regién de integracion seria:
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Haciendo las sustituciones correspondientes y evaluando la integral doble:
3 3-x

J‘J‘(XW)mdydx:J‘ j(xy(s—x_y)) L+ (~1)° +(~1)° dydx

=3 J (3xy - x*y - xy* dydx

0 0
3
-

r 2 3 3-x
=3 (3x—x2)y?—xy?} dx

Q.
w o
L
1

V[ -0 x|
B 6| 4 20 |
_3[®

_?_%}

813

)

Las integrales de funciones escalares sobre superficies parametrizas
serian de la forma:

Ij f(X(u,v),y(u,v),Z(u,v))‘ dudv

Fu XTIy
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E!’ero:’,owy Ergeu%toy ‘.4

1. Evaluar ” (X2 + y2 )dS , siendo S la superficie del cono z 2 _ 3(x2 + y2 ) entre z=0 y
S
z=3
2. Considere la superficie S =S; WSy, siendo S1 la superficie del cilindro x2 + y2 =4
entre z=1 y z=2, Sz la superficie semiesférica x2 +y?2 +(z—2)2 =4, 722 i

F =(z,%,y), evaluar laintegral ”(V x F )endS
S

Las integrales de superficies nos permitirdn evaluar integrales de
funciones vectoriales sobre curvas que encierran superficies, para lo cual
tenemos una generalizacién del teorema de GREEN.

7.8.2 TEOREMA DE STOKES

Sea S una superficie orientada con vector unitaric N cuyo

-

contorno es una curva cerrada simple C, suave a trozos. Si F
es un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen
derivadas parciales continuas en una region abierta R que
contiene a S y a C, entonces:

{,E.dhg(wf)m ds

tjemplo:

Comprobar el Teorema de Stokes para F=(2z,x,y*), 'S:superficie del

paraboloide z=5-x*—y? y C:trazade S enelplano z=1.

SOLUCION:
Identificando S y C:

<
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POR INTEGRAL DE LINEA.

(JSE-dF:#, Mdx + Ndy + Pdz
C C
:(.& 2zdx + xdy + y?dz

C

X = 2cost dx = —2sent dt
Enestecaso C:<y=2sent entonces < dy = 2cost dt

z=0 dz=0
Reemplazando y evaluando:

2
(ﬁ 2zdx + xdy + y?dz = jz(o)[—Zsentdt]+(2 cost)[2 costdt]+(2sent)2 (0)

C 0
2z

4cos® tdt

0

1 2
_4J' (1+cos t)dt

2

0
( sen2tjz”
=2|t+
2 0

=4r

APLICANDO EL TEOREMA DE STOKES. POR INTEGRAL DE SUPERFICIE.

i}f.d?:'[j(wf)m ds

Calculando el rotacional, el vector normal a la superficie y el diferencial de superficie:

ik
— 6 6 6
VxF = 2y,2,1
* ox ay a (y )
2z x y?
— 2x,2y,1
SPAL (2x,2y,1)

"VS" \/ )Z+(2y)2+1
ds = (2x) +(2y)2+1dydx

Reemplazando

” (VxF)eNds= H 2y,2,1)e 2x()2X Zyl)) (2x)* +(2y)" +1 dydx

J-J- 4xy + 4y+1 dydx

En este caso la region de integracion es el circulo centrado en el origen de radio 2, pasando a
coordenadas cilindricas:
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2r 2
IJ- (4xy +4y +1) dydx:J' J.(4(rcose)(rsen6)+4rsen9+1) rdrd@
R 0 0

2

ré o2 2
= 2sen20—+4send—+—| d@
4 3 2]
2r

4 3 2
= 25en262—+4sen92—+2— dé
4 3 2
0

27
= B(Lsze)+%(_cosg)+ 20
2 3 .

=4r

E!’eroéoéoy Ero_pu&stoy 7.5

1.

Calcular ”(rotF)- ndS, donde F(x,y,z)= y2i +Xyj+xzk y S es la superficie
S

semiesférica X2 + y2 +2% =1conz>0
Comprobar el teorema de Stokes si F(X, Y, z) = (y - Z)i + (Z - X)j + (X - y)k

calculando la circulacion a lo largo de la curva de interseccion de X2 + y2 =1 con

X+z=1.

Calcule el trabajo efectuado por el campo de fuerza
F(x,y,z)= (XX +2° } + (yy +x? )j + (Z Z4 y2)< ;cuando una particula se mueve

bajo su influencia alrededor del borde de la porcién de la esfera X2 + y2 +22 =4 que se

encuentra en el primer octante, en direccion opuesta a la de las manecillas del reloj cuando
se observa desde arriba.

Calcular iﬁ(y —z)dx +(z—x)dy +(x—y)dz . Donde C es la curva de interseccion entre
C

las superficies x2 4+ y2 =1: x+z=1.

Dado el campo de fuerzas F(X,y,z) = (2x + 2y,2x,322 ) Encontrar el trabajo que

realizara F al mover una particula a través de los puntos: (0,0,0) - (1,2,0) - (1,2,5)

Evaluar IF odr, siendo F :[arctg in +(In %%+ y2 )j +k y C: el triangulo
y
C

con vértices (0,0,0), (1,1,1), (0,0,2).

Evaluar §(y +2)dx+(x+2z)dy +(x+y)dz donde C es la frontera de la superficie
C

x2+y2+z2 =1 ;z>0

Calcular .[— y3dx + X3dy —23dz :donde C es la intersecci6n del cilindro X2 + y2 =1,

C
y el plano x+y+z=1, y la orientacién de C corresponde al movimiento en sentido contrario al
de las manecillas del reloj.

Calcular I(yz—zz}ix+(zz—X2)1y+(xz—y2)12; donde C es la curva de

C
interseccion de la superficie del cubo 0<x<a; 0<y<a; 0<z<a;yelplano

x+y+z—§a
2
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7.8.3 INTEGRALES DE SUPERFICIES DE CAMPOS
VECTORIALES. INTEGRALES DE FLUJO

Se trata ahora de determinar el efecto de funciones vectoriales F

atravesando una superficie S, para esto se empleara integrales de superficie
de la forma:

j FeN dS
S
Este tipo de integrales son llamadas integrales de Flujo.

E!’%hx
Calcular .‘-.[E.N dS para F =(2z,x,y*) yS :porcion del plano x+y+z=3

en el primer octante.
SOLUCION:

El flujo a través del plano estaria dado por:

_UE.N ds =J.J-(Zz,x, yZ).(lj’él) ds
S Ij[(22+j§+y2)ds

S
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Proyectando la superficie en el plano Xy , la region de integracion seria:

V><

Reemplazando y evaluando:
3 3-x
(22+x+y2) (2(3—x)+x+y2)
———~dS= ~1+1+1 dydx
H NE I J NE '
S 0 0

3 3-x

= J (6—x+y®) dydx

r 3 3-x
= 6—Xx +y— dx
(6-xy+2 ]

Q.
PP ©

(]
PP ©
1

Si la superficie es cerrada tenemos otra opcién para evaluar la integral
de flujo.
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7.8.4 TEOREMA DE GAUSS

Sea Q una region solida limitada por una superficie S orientada

por un vector normal unitario dirigido al exterior de Q. Si F e

un campo vectorial cuyas funciones componentes tienen derivadas
parciales continuas en Q, entonces:

<Ef> ﬁ-ﬁdszjﬂ(v.ﬁ)dv

Es decir, que en lugar de emplear una integral de superficie para calcular

el flujo a través de una superficie cerrada se puede emplear una integral de
volumen.

E!’e_melo 1
Comprobar el teorema de Gauss para F :(2x,2y,z) y Qel solido limitado por
las superficies 2> =x* +y* y xX* +y*+2°=8; z>0

SOLUCION:
Haciendo un dibujo

PRIMER METODO: POR INTEGRAL DE SUPERFICIE.

Como hay dos superficies que definen el sdlido, calculamos el flujo por cada una y Luego los
sumamos.

Primero, el flujo por el cono:

—- 2X,2y,-2
J.IF o N dS :JAJ‘(2)(,2y,z).(X—yZ)dS
VAxX2 +4y* +47°
S

S
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Proyectamos la superficie en el plano Xy

2X,2y,-2 2 2y,-2 NIYG 2 2
(2x,2y, z ( %oy Z ds = 2x 2y, z ol Z) Ax_+ay” +4z dA
\/4x +4y? +4z JAX +4y? +472° 2z

4x +4y° -2z
_ o2y,
2z
R
Pasando a coordenadas cilindricas:

27 2
2 2 2 2 2
J‘J‘(4x +4y? -2z )dA:J‘ J‘ (4r -2r )rdrde
27 2r
R
I J' r’drd@

9|

1

0

16
=—7

3

Segundo, el flujo por la esfera

- 2x,2Yy,2z2
J]F eN dS :J‘J‘(ZX,Zy,z)onS
JAX2 +4y? +47°
S, S,
Proyectamos la superficie en el plano Xy

2 2 2
(2x,2y.2) (2x,2y,-22) _(2x2y-22) o (2x,2y.2) (2x,2y,22)  \J4x* +4y* + 42 dA
1/4x +4y? +47° 4x +4y? +47° 2z

4x +4y? +27°
_ vr2z)
2z
R
Pasando a coordenadas cilindricas:

J‘J‘(4x2+42y:+22 J‘J‘ 4r +28 r))rdrde
R
J‘J‘ 2r’ +16
24/8 r?

II 8 r +8(8- r)}/rdrde

La primera integral es por sustitucion trlgonometrlca yla segunda por sustitucion.
El resultado es:

J.IEoN—dS :[?\F—%}r

S,

Sumando los dos flujos
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(J‘:JS E.stzjjf.wd5+jjﬁ.wds
S S,

1 2

160 5 176) 16
= —— B — + —
( 3 3 j” 3"

SEGUNDO METODO: APLICANDO EL TEOREMA DE GAUSS

ﬂ) E.NdS:LU(V-E)dV
:jﬂ(um) av
-

Lo mejor sera pasarlo a coordenadas esféricas:
2z 7y B

5_”:[ dav =5 I I p’senpdp dg do

3 2
16v2(, 2
:57[1‘7J<2 )

160
2? \/E—l)ﬂ

E{%EIO'Z
Sea Q la region limitada por el cilindro x* + y* =4 , el plano x+2z =6 y el plano
xy . Hallar el flujo de |F =(x* +senz,xy+cosz,xz+e’) a través de la superficie
que limitaa Q .

SOLUCION:
Haciendo un dibujo:
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A

Aqui es mejor aplicar el teorema de Gauss.

<ﬁ> Folds- ...I(v.f)dv

S Q

=J‘ [ .(2x+x+x)dV

Q

N od
= J- 4xdV
LK

Q

Pasando a coordenadas cilindricas:

2 6-rcosd

27
"'II4XdV:4I"' j rcos @dzrdrd @
Q 0o 0 0
2z 2

=4 r? cos&z\ﬁ’mc’sg drdé

L

0

2 2
od
=4 r?cos#(6—rcosd)drdd
L

0 0
2
od
=4 (6r* cos 0~ r*cos’ 0)drde

L L
0 0

r Y
=4 6c0sd——cos’0— | do
3 4)

=4 (16c059—4cosz 0)do

27

1+cos26

=4|16send -4 — do
0
20 27
- 4[165en9 - 2[9 L D
2 0
=4(-2(2x))
=-167

Andlisis Vectorial
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E{eroéoéoyergeu%toy 7.6

1.

10.

11.

12.

Sea F =2yzi+(-x+3y+2)j +(x2 +z)<,evaluar ﬁ(VX F)edS , donde S es el

cilindro x2 +y2 =81,0<z<1

Calcular .” F edS,donde F(x,y,z)= 3xy2i + 3xy2 j+ 23k y S es la superficie de

la esfera unitaria.

Sea Q la regidon sdlida en R3 limitada por los planos coordenados y el plano
2X+2y+z2=6,y F(X,Y,2)=Xi+Yyj+ zK . Calcular la integral de Superficie de F en
el contorno de Q.

Calcular ” rotF endS , donde F(X, Y, z): (y— Z, yz,—xy). S consta de las cinco

carasdelcubo 0<x<2; 0<y<2; 0<z<2;nosituadasen el planoxy,ynesel
vector normal unitario exterior a cada cara.

Evaluar I I —dV donde E es el solido en el primer octante limitado por
\[x? +y 2422

los planos Yy = X; y:\@x : el cono Z:«/X + y el plano z=0;y las esferas

x2+y2+22-=2y x®+y?4+7%2=38.

Sea F(Xx,Y,z)=zarctg y2i +2° In(x2 +1)j + zk . Encuentre el flujo de F a través

de la porcion de la superficie x2 + y2 +2 =2, que se encuentra arriba del plano z =1y
esta orientada hacia arriba.

Calcular el flujo del campo vectorial F(X, Y, z) = (xz 2 x? y-z 3 2XY + y2 z) a través

de toda la superficie S de la region semiesférica limitada por z =-/9— x2 — y2 , 2=0

Calcular el flujo del vector F :X3i+(y3 —y)j+(23+z—xy)<, a través de la

superficie x2 + y2 +22=a’

2
Calcular el flujo del vector F = (2X +1)i + y(z +1)j —[szk , a través de la superficie

del sdlido || +|y| +|z| =

Verificar el teorema de la divergencia de Gauss para evaluar j j F edS, donde S es la
S

superficie cerrada determinada por x2 + y2 =4, z=0y z=2,y Feselcampo

vectorial F(X,Y,2) = (4x,—2y2 v Z 2 )

Evaluar ﬁF.dS donde F = xy2i+x2yj+%23k y S es la

superficie del elipsoide X2 + y2 +22 =1

Calcular ” FedS, donde F(x,y,z)=(2x+3z)i—(xz+y)j +(y2 +22)< donde

S es la superficie externa del sélido limitado por z 2 _ 4(x2 + yz) 0<z<4

Calcular el flujo de F(X, Y, z) = Xi + yj + zKk , a través de la region limitada por
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