El concepto de vector es muy amplio y su aplicacion se evidencia en
los diferentes campos de las ciencias. En matematicas, un vector es un
elemento de una estructura algebraica denominada espacio vectorial.
En fisica, un vector es un concepto matematico que se
utiliza para describir magnitudes tales como velocidades,
aceleraciones o fuerzas. En informatica, se lo conoce también
como arreglo en una dimension. En biologia, se dice del
elemento portador del agente infeccioso, como podria ser
el mosquito Anopheles infectado con Plasmodium, causante
de la malaria. En genética, un vector es un agente, que puede ser un
virus o un pequefio fragmento de ADN llamado pldsmido, que porta un gen
extrafio o modificado. Cuando se usa en terapia génica, el vector pasa el
gen deseado a una célula objetivo.

Al finalizar esta seccién el lector podra:

* Explicar los elementos que identifican a un vector en el plano y a
un vector en el espacio.

* Dados dos puntos, construir un vector con la direccion y sentido
especificados.

* Representar graficamente vectores en el plano y en el espacio.
* Identificar condiciones para la igualdad de vectores.

Existen muchas formas de definir un vector de acuerdo al contexto en el
cual se esta trabajando, la forma mas amplia esta enmarcada en el algebra
lineal, en la cual se definen espacios vectoriales y a sus elementos se
les denomina vectores. Para una comprension mas sencilla, dentro del
alcance de este libro, nos interesa Unicamente estudiar el espacio vectorial



R", donde R es el conjunto de los nimeros reales y neN, el cual permite
definir lo que es un vector desde un punto de vista puramente geométrico
o algebraico. Asi, podemos decir que un vector es un elemento de la forma
V= (al’ Ay ooy an), donde a, es un numero real que se denomina coordenada
i-ésima del vector. Designaremos con R" al conjunto de estas n-uplas, que
también se denomina espacio algebraico n-dimensional.

Simbdlicamente tenemos:

R = {(av a,, .., an)/al, a, ..., aneR}

. 2 .
En el caso particular que n=2, R" = {(a, a,)/a, a,€ R}, representa el espacio
de los vectores en el plano.

. . 3 .
En cambio, con n =3 se tiene R" = {(a,, a,, a,)/a,, a,, a,€R}, que constituye
el conjunto de vectores en el espacio.

Con n = 2 o n = 3, podemos visualizar graficamente los espacios
. 2 3 . -
correspondientes a R” y R’, a través de los sistemas de coordenadas.

7 R a V=(a,, a,)

/

En el mundo fisico existen magnitudes, todo aquello susceptible de ser medido
(medir es comparar magnitudes de la misma especie, una de las cuales se ha
tomado como unidad), que quedan perfectamente determinadas, dandoles
un valor numérico en una unidad conveniente. Estas son las magnitudes
escalares; asi tenemos la presion ejercida por un gas en el interior de un
recipiente, la temperatura en un lugar del espacio, el trabajo que se realiza
al arrastrar un bulto desde un lugar a otro; luego, la presién, la temperatura
y el trabajo son algunos ejemplos de magnitudes escalares.



Sin embargo, existen otras magnitudes que necesitan, ademas del valor
numeérico asignado, una direccién y un sentido para quedar perfectamente
determinadas. Si queremos situar (saber su posiciéon) a un alumno en el
interior de una clase respecto de la puerta, no nos bastaria con medir la
distancia que existe entre el alumno y la puerta, sino que ademas habria
gue especificar la direccion. La posicion de un objeto respecto de otro es una
magnitud vectorial, también lo son la velocidad, la aceleracién, etc.

Un vector libre, geométricamente puede ser caracterizado por un segmento
orientado en el espacio, el cual contiene:

Un origen, a considerar cuando interese conocer el punto de aplicacion del
vector.

Una direccion o linea de accién, coincidente con la de la recta que la contiene
o cualquier otra recta paralela.

Un sentido, que viene determinado por la punta de flecha localizada en el
extremo del vector.

Sean los escalares a,, a,, a, eR. Se define a un vector en el espacio
como la terna ordenada (a,, a,, a,) y se lo representa mediante una letra
acentuada o una letra con una flecha en la parte superior:

V=(a,a,a,)

a,, a,, a,se denominan coordenadas del vector y representan el recorrido
en cada direccion de los ejes del sistema de coordenadas X, Y, Z.

Esta definicién es de caracter algebraico porque facilita realizar céalculos y
operaciones con vectores.

Grafique los siguientes vectores en R:
a)Vi=(4,2,-5)
b) V, = (0, -2, 4)
c)V3=(3,0,5)



Solucion:
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La magnitud, médulo o norma de un vector, denotada por [[VIl, es la
distancia de su recorrido, es decir, la longitud del segmento de recta

correspondiente al vector: [Vl =./al+a’ + a;.

Se conoce como vector cero a un vector con recorrido nulo, el cual se
denota por:

0=(0,0,0)
Por lo tanto, la magnitud de este vector es cero.

Desde el punto de vista geométrico, cualquier punto en el plano o el espacio
se puede considerar como el vector libre cero, es decir, un vector cuyo origen
y extremo final coinciden.

Similarmente, todo segmento de recta diri%ido en el plano o en el espacio
puede considerarse como un vector en R’oR , respectivamente. Supongamos
gue el segmento de recta tiene su inicio en el punto P y su extremo final en el
punto Q, a él podemos asociar el vector V= Q - P del espacio correspondiente.
Este segmento de recta asociado a este vector V, que parte del origen y llega
al punto Q - P, es equivalente al segmento de recta original que partia de P
a Q y da lugar a la igualdad entre vectores.

Y

Los vectores V, = (a, a,, a,) y V,= (b,, b,, b,) se dice que son iguales, siy
sOlo si tienen igual recorrido, es decir,

(V1 - Vz) At [(al - b1) A (az = bz) A (a3 = b3)]



Al finalizar esta seccion el lector podra:

* Definir e interpretar geométricamente las operaciones de suma
vectorial y multiplicacion de un vector por un escalar.

* Dados varios vectores, realizar una combinacion lineal entre ellos.
* Demostrar propiedades de las operaciones entre vectores.

* Dado un conjunto de objetos, reconocer si es un espacio vectorial.
* Demostrar el teorema del producto escalar.

* Calcular la medida del angulo que forman dos vectores.

* Aplicar las propiedades de las operaciones entre vectores respecto
al producto escalar.

* Aplicar el concepto de vectores paralelos, vectores ortogonales,
norma de un vector, empleando operaciones entre vectores.

Sean los vectores V, =(a,, a,, a;) Yy V,=(b,, b,, b;), su suma se denota
por V,+V, y sus coordenadas son (a,+ b,, a,+ b,, a,+ b,).

Para su interpretacion grafica, el vector resultante de la suma representa la
diagonal del paralelogramo formado por ambos vectores. También podemos
colocar los vectores V; y V,, de modo que el punto final de V; coincida con
el punto inicial de V,; entonces el vector V; + V, es el vector cuyo punto
inicial coincide con el punto inicial de V; y cuyo punto final coincide con el
punto final de V,.

)(\h



Capitulo 9

Vectores en el espacio

La suma o adicién vectorial cumple las siguientes propiedades:

Cuadro 9.1: Propiedades de la Suma Vectorial.

Podemos caracterizar graficamente la propiedad del inverso aditivo de la
siguiente manera: el vector inverso aditivo de un vector dado A (o B) es
otro vector de igual mdédulo y direccion, pero de sentido contrario al dado,
denotado por —A (o —B).

-A
_—

Figura 9.4: Inversos Aditivos.

Ejemplo 9.2 Demostracién de propiedades de los vectores-
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De donde se obtiene que:
(Vi+ V) + V3=V, + (V,+ V3)
Con lo que se demuestra la propiedad.

Determine el vanr de verdad de la siguiente proposicion: “Si Uy V son
dos vectores en R’ de igual norma, entonces U + V|| = 2||U]|"

Solucion:

Podemos notar que esta proposicion es falsa, por lo tanto vamos a uti-
lizar el método de demostracion por contraejemplo.

Para ello, definimos dos vectores U y V tales que U= -V, asi:
=(2,3,4

V=(-2,-3,-4)

Al realizar la suma y aplicar el mddulo al vector resultante:

U+ V| =|2-2,3-3,4-4|=]0, 0, 0)]|

U+ V||=0

Con lo que se concluye que |U+V| # 2|U]] ya que

0] = V(22 + (32 + (4> =29, es decir que: 0 # 229 .

Sean los vectores V, = (a,, a,,a;,) y V,=(b,, bz, b;), su resta se denota
por V,—V, y sus coordenadas son (a,— b,, a,— b,, a,— b,).

Se puede observar que: V,—V,=V, +(=V,).

coincidan, el vector V;

Para su interpretacion grafica, el vector resultante de la resta esta sustentado
en el lado faltante del tridngulo que se forma con V; y V,, para lo cual
podemos colocar los vectores V| y V,, de modo que sus puntos iniciales
— V, es el vector cuyo punto inicial coincide con el

punto final de V, y cuyo punto final coincide con el punto final de V.

V,—
V] —V2 2 Vl



Capitulo 9

Vectores en el espacio

El vector V, — V; tiene la misma magnitud y direccion del vector V| — V,,
pero sentido opuesto a este Ultimo. De aqui que la resta entre vectores no
es conmutativa.

Definicion 9.4 (Multiplicaciéon de un vector por un escalar)

El vector LV es un vector cuyo médulo es U veces el médulo de V, de la
misma direccién que V y de sentido igual al de V, sinu > 0. Si n < 0, el
sentido de UV serd contrario al del vector V.

Se puede observar que UV =0, siysdlosi n =00V =0.

El producto o multiplicacion de un vector por un escalar posee las siguientes
propiedades:

Cuadro 9.2 Propiedades de la multiplicacion de un vector por un escalar.

Ejemplo 9.4 Propiedades de los vectores. -
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Ejemplo 9.5 Operaciones entre vectores.

La multiplicacién de un vector por un escalar permite definir una relacién de
paralelismo entre dos vectores.

Definicidn 9.5 (Vectores paralelos)

Escalar u >0

Escalar u <0

Vl/ =
Vl/ =

Va=uVi

Va=uVi

Figura 9.6: Multiplicacion de un Vector por un Escalar.
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Capitulo 9
Vectores en el espacio

Ejemplo 9.6 Vectores paralelos. S

Ejemplo 9.7 Vectores paralelos. p—
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Puesto que necesitamos que ||W/|| = 3, obtenemos el valor de p:

_ W]
V35
HZL
V35
De donde el vector W solicitado seria:
3
W=——+(@3,-1,5
N ( )
W:( 9 3 15)
\35 V35 35
Verificando:
9 \? 3 15
W]|| = — |+ +| =
W \/(@) (=)&)
81 9 225
W=\ 5 + 55+ 52
35 35 35
W] =9
[WI|=3

Las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar, permiten crear un concepto
fundamental en la teoria del algebra vectorial, el de combinacion lineal.

Se denomina combinacién lineal de los vectores V4, V,, ..., V,, con los
escalares ¢y, ¢, ..., ¢,, al vector V=c¢,V; + &V, + ... + ¢,V,.

Se dice que el conjunto de vectores {V, V3, ..., V,} generan todo el espacio
vectorial R", si cualquier vector de R" puede expresarse como combinacidn
lineal de ellos. Dicho espacio vectorial debe tener definidas las operaciones
descritas anteriormente, es decir, la suma vectorial y la multiplicacién de un
escalar por un vector.

Determine los valores de k, para los cuales los vectores V= (k, 1, 1),
Vo=(,k 1)y V3=(1, 1, k) generan el espacio vectorial R3.

Solucién:
Si V4, V,, v V3 generan el espacio vectorial R?, para cualquier vector



V = (ai, ay, a3), existen constantes ¢y, ¢,, ¢3, tales que:

V= clVl + C2V2 + C3V3.
Por lo cual, (ai, as, az) = (kcy, c1, ¢)) + (¢, kea, ) + (c3, ¢3, kc3),
generandose un sistema de ecuaciones lineales con tres incdgnitas, el
mismo que se requiere sea consistente.

El siguiente S.E.L. entonces, debe tener solucién para cualquier valor de
a, dy, as;

ay=key+ e+ ¢
ar=c;+ ke, + ¢

ay=c +cy+ kC3

k1 1
El S.E.L. tiene solucion Unica siy solosi|l k£ 1| #0.
1 1 k&

Es decir: & —3k+2 #0.

Luego, el S.E.L. tiene solucidn Unica para los valores de k del conjunto
R - {-2, 1}.

Demuestre que el conjunto de vectores {i, j, k}, definidos por:
i=(1,0,0), j=(0, 1, 0), k=(0, 0, 1) generan el espacio vectorial R3.
Solucion:
En efecto, sea V = (ay, a,, a3) un vector de R3.
Entonces V = (ay, 0, 0) + (0, a,, 0) + (0, 0, a3)
=a (1,0, 0) + ax(0, 1, 0) + a53(0, 0, 1)

V =aji+ a)j + azk
Es decir, los escalares de la combinacion lineal son las mismas
componentes del vector.

Vectores i, j, k generadores de R>.



Analice si el conjunto P de polinomios con coeficientes reales de grado
menor o igual que n, constituye un espacio vectorial.

Solucioén:

Para la demostracién construimos dos polinomios de grado menor o
igual que n:

p(xX)=ax"+a,_ X"+ ...+ ax + a

q(x)=bx"+ b, X" '+ ...+ bix + b,

La suma de los polinomios p(x) y ¢g(x) es:

PE)+q(x) = (@tb)X" Hay1 + by )X+ ..+ (ar+b)x + (agtbo); Y,
constituye un nuevo polinomio de grado menor o igual que n.

El producto de un polinomio de este conjunto por un escalar es:
Up(x) = WaxX" + a,oi X' + ... + aix + ap)

Up(x) = Ma,x" + Pa, X" + ... + Nax + pay,

el cual constituye también un nuevo polinomio de grado menor o igual
que n.

A partir de lo anterior, concluimos que efectivamente el conjunto P si
constituye un espacio vectorial.

Analice si el conjunto de matrices de orden 2 x 2 de la forma (2 6’)
constituye un espacio vectorial.

Solucién:
Tomamos dos matrices de orden 2 x 2 que correspondan a la forma dada:

=5} e 6)
Sumamos 4 y B obteniendo:
0 a,+a
A+B= (b1+b2 0 2)
Si reemplazamos los valores de a; + a, por a’ y b, + b, por b’, tenemos que:
A+B= (0 a')
b" 0

gue es una matriz de orden 2 x 2 que conserva la forma original.



Si multiplicamos la matriz A por un escalar 1, tenemos:

_ (0 pa

na = (Hbl 0 )

Reemplazando pa; y wb; por a’ y b’ respectivamente:
0 a

I'LA - (b! 0 )

que representa una matriz de orden 2 x 2 con la forma original.

De alli que este conjunto si constituye un espacio vectorial y a cada
matriz del conjunto se la puede considerar como un vector de dicho
espacio.

Sean los vectores V= (ay, @, a3) y V, = (b1, by, b3), su producto escalar
se denota por V; ¢ V, y se define como V; * V, = a1b; + a,b, + aszb;.

En el espacio tridimensional RS, el producto escalar también denominado
producto punto por su notacidn, es un tipo de “producto interno” que se
puede definir en un espacio vectorial en general, y es una magnitud escalar
que nos informa de la tendencia de los vectores a apuntar hacia un mismo
sentido. Se puede definir como una funcién:

o RPxR—R

El producto escalar de vectores posee las siguientes propiedades:

VVeER}[VeV=0 V=0] Vector nulo

VVeR’ V.V =|V|}2=0] Definida positiva
VVi,V,eR[V*V, =V, V(] Conmutativa
V'V, Vo, ViRV, * (V,4V3) =V, * V,+ V,+ V]  Distributiva

YUe RVV{,V,eR[(WVy) * V,) = W(V; * V,)] Asociativa

Este producto es de mucha utilidad, porque permite medir el angulo que
forman dos vectores en el plano o en el espacio.



Medida del angulo entre dos vectores

Sean V| = (ay, a, a3) y V5 = (b1, by, b3), dos vectores representados con el
mismo origen A. Los vectores V, V, y V; —V, forman un tridngulo. El angulo
cuya medida es O en el vértice A del tridngulo es el angulo que forman los
vectores V; vy V,.

v, Vi-V,

V2

A

Figura 9.7: Medida del Angulo entre dos Vectores.

Utilizando la ley del coseno se puede determinar la siguiente expresion:
IVi=ValF = [VA[F+ V[P = 2 [V ]| [V cos ©)
O también:
(1= b)) + (= b)) +(a;— bs)’ = (a’ + @’ + a5?) + (b*+ by*+ by?) =2 ||[V|| || V| cos (6)
Después de desarrollar los cuadrados y reducir términos, obtenemos:
=2 (a,by + ayby + asby) ==2 |V,|| ||V cos (0)
Y finalmente obtenemos.
Vie Vo= [Vi[[[[Va]] cos (©)

Para este calculo, se considera que 0<0 < 1.

%

Teorema 9.1 (Angulo formado entre dos vectores)

i
|
§

Definicion 9.8 (Vectores ortogonales)

Geométricamente, la ortogonalidad es sindnimo de perpendicularidad, es decir,
los vectores forman un angulo recto entre ellos, y por lo tanto, 6 = 90°. Esto se
representa con V; L1V,.
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Capitulo 9
Vectores en el espacio

Figura 9.8: Vectores Ortogonales.

Ejemplo 9.12 Producto escalar. S

pag.761




Ejemplo 9.13 Vectores en R3. pr—

Teorema 9.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)




Demostracion:

Si V; =0, (vector nulo), ambos miembros de la desigualdad son ceros
y por tanto el teorema es cierto.

Supongamos ahora que V; # 0, consideremos el vector U =V, + ¢V,
donde c es un valor escalar. Realizando el producto punto de U con U y
aplicando las propiedades del teorema anterior, obtenemos:

0 S U O U = (V2 +CV1) O (V2 +CV1) = (V2 O V2) ar 2(V1 C Vz)c ar (V1 O V1)6'2

Pero la expresion (V¢ V,) + 2(V, * V,)c + (V) * V))c? puede interpretarse
como una funcién cuadratica f(c) = (Vi * V)2 + 2(Vi e Vo)e + (VL0 V),
la cual geométricamente representa una parabola céncava hacia arriba.
Puesto que se ha demostrado que f(¢) = 0 para toda c, el discriminante
de la ecuacion cuadratica debe ser menor o igual que 0.

Entonces, se debe cumplir que:

[2(Vie V)PP =4V, V) (V,2V)<0
O sea:

(Vie Vo))’ <(Vi* V) (V10 V)

Tal como se queria demostrar.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz permite obtener un resultado importante,
valido para la norma de la suma V; + V, que tiene una interpretacién
geomeétrica sencilla. Con la ayuda de las propiedades del producto escalar y
de la norma, podemos establecer que:

IVi+ Vo|P=(Vi+ Vy) e (Vi +V,)
=(VieV)+(Vie V) + (V22 V) + (V0 V)
Vi + Vol =[[ViIP+ V2l + 2(V) * V2)

En la ultima expresion todos los sumandos son numeros reales, y al tomar
el valor absoluto, se plantea:

[Vi+ Vol < VAl + (V2P + 2|V e Vo)
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
Vi Vol [P < {[VA[[P+ V2P + 2 VAl [ V|
=[[Vi+ Vol < (Vi + [[V2ID?
=[[Vi+Val| < [[Vif[+ [[Va]]

Esta desigualdad se denomina desigualdad triangular.



En funcidn del producto punto, se puede definir la norma de un vector.

Definicion 9.9 (Norma de un vector)

Ejemplo 9.14 Norma de un vector. -

Se puede demostrar la siguiente propiedad de la norma de un vector.
YoeR, VV eR? [||ocV|| = o ||V||]

Esta propiedad puede facilitar calculos de normas con nimeros fraccionarios
o que emplean notacidn cientifica, como se muestra a continuacion.

Ejemplo 9.15 Norma de un vector. S
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Vectores en el espacio

9.3 Vectores unitarios

Objetivos

Un vector V se dice unitario si su norma es la unidad, es decir, si ||V|| =1 .

Ejemplo 9.16 Vectores unitarios.

Una consecuencia inmediata de esta definicién es que los vectores i, j, k son
vectores unitarios.

Si V es un vector diferente de cero, — es un vector unitario cuya direccién

v

es la misma que la del vector V.

Proyecciones escalares y vectoriales

Una consecuencia inmediata de lo anterior, es la definicion de la proyeccion
vectorial (ortogonal) de un vector V; sobre otro V,, denotada por Proyszl,
que es el vector que se obtiene al proyectar una perpendicular desde V, sobre
V,, como se observa en la figura:

V,

Proyy, "

Figura 9.9: Proyeccion escalar y vectorial de V, sobre V,.
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Esta proyeccion vectorial puede ser obtenida multiplicando un valor escalar
por el vector unitario en la direccidon de V,. Este escalar, en valor absoluto, se

conoce como la norma de la proyeccién vectorial: || Proyy,V, || y se denomina
también proyeccién escalar de V; sobre V,.

De la geometria de tridngulos rectangulos, la proyeccion escalar se puede
obtener con:

Proyy,V,=||V|| cos (8); y aplicando el Teorema 9.1 se tiene que:

Vl O V2
Frove Vi = v

La proyeccion vectorial de V; en la direccidon de V,, se puede obtener con

—— ViV,
Proyy,V, = W V,

Dados los vectores Vi = (1,0, 1)y V,=(-1, 2, 3), calcule:
a) V] O Vz

b) [[Vill

c) Proyy V,

d) Proyy V,

Solucion:
a) Vie Vo= (D=1 +(0)(2) + (=1)(3)
=—-1+0-3
Vl > V2= -4

b [[V;[| = N(1)*+ (0)° + (=1)°
Vil =2

Vz O Vl
c) Proyy V, = Vil
Proyy V =4
YVI 2 = \/3
Proyy V, = - 2\2
—— V,°V
d) Proyy,V, = W \/
 Y— 1,0,-1
Proyy V, = — 22 (V_T)

PrOyV1V2 = (_ Za Oa 2)
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Ejemplo 9.18 Vectores en R3. pr—
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Ejemplo 9.19 Proyecciones escalar y vectorial. pr—




Capitulo 9

Vectores en el espacio

9.4 Producto vectorial

Objetivos

Definicion 9.10 (Producto vectorial)

En el espacio tridimensional IR3, el producto vectorial también denominado
producto cruz de dos vectores por su notacion, se puede definir en un
espacio vectorial en general, y es una magnitud vectorial relacionada con
la generacién de un vector ortogonal al plano formado por los vectores que
intervienen en la operacion. Se puede definir el producto cruz como:

x: Rx R3->R3

La definicion del producto cruz se obtiene mediante la notacion de
determinantes:

i § k
VixVa=la, a, as|=(a:bs— asb,, asb, — aibs, a\b, — azby)
by b, bs
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Ejemplo 9.20 Producto vectorial.

Sean Vy, V,, V; vectores de R® y A, B valores escalares, las principales
propiedades del producto vectorial son:

Cuadro 9.4: Propiedades del producto vectorial.

El vector que resulta del producto cruz es ortogonal al plano que contiene los
vectores que se estédn multiplicando:

V1 XV2 J_Vl, VIX Vz J_Vz

VixV,

YV,

Vi

Figura 9.10: Vector V, x V, ortogonala V;y V,.
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Otras propiedades son:

Cuadro 9.5: Otras propiedades del producto vectorial.

A partir de esta ultima propiedad:
Vi x Vol = [[Vi]F [V = (Vi* V2)?

= IVa|P? (V2| = [[Va|? [ V2l]? cos*(®)
= [[Vi|l* [[V2]? (1= cos*(8))
Vi x Va2 = |[Va|[? |[Va[? sen?(®)

7

Q\\

§
%

Extrayendo raices cuadradas, se obtiene el denominado teorema de la norma
del producto cruz, que a continuacién se describe.

Teorema 9.3 (Norma del producto cruz)

Otra propiedad importante del producto cruz, que facilita los calculos, es
la que indica que el producto cruz de los vectores unitarios i, j, k se puede
calcular asi:

i x j = k, es un vector unitario ortogonalaiy aj
j x k =1, es un vector unitario ortogonal a jy a k
k x i =j, es un vector unitario ortogonalaky ai
El cual se ilustra como un producto en orden ciclico en el sentido horario:

Figura 9.11: Producto cruz de vectores i, j, k.
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Asi, para el calculo del producto cruz no hace falta la evaluacion del
determinante, sino que se multiplica directamente.

Encuentre el producto vectorial entre V= (3, -2, 1) y V,=(4, 2, -3).
Solucién:

Vi x V, =(3i-2j+Kk) x (4i + 2j — 3k)
= 12(ixi)+6(ixj)—9(ixk)—-8(jxi)—4(jxj)+6(jxk)+4(kxi)
+2(kxj)—3(kxk)
=6k +9j + 8k + 6i + 4j — 2i
Vi x V, =4i+ 13j + 14k

Dados los vectores Vi= (3, 2,5), V,=(-3,1,3)y V3=(-1, 2 4) calcule:
a) Vl X Vz

b) (V2 X Vl) X V3

Q) Vix(V2-V3)

Solucion:
a) Vix V,=

i
2
1

(USROS I
W L =

—i(6-5)—jO+15)+k(3+6)
Vi x Vy=i— 24j + 9k

b)(VzXVl)XV3=—(V1XV2)XV3
= — (i~ 24j + 9K) x (=i + 2j + 4K)
i j K
-1 24 -9
-1 2 4
—i(96+18)—j (=4 —9)+ k(=2 +24)
(V3 x V) x Va= 114i + 13j + 22k

c) Vix (V2 =V3) = (Vi x V3) = (Vi x V3)
VixV, =1i-24j+9k

ijk

325

-1 24
=i(8—-10)—j(12+5)+ k(6 +2)

VixV;=-2i —17j+ 8k

Vix (V,—V3) =(i—24j +9k) — (-2i — 17j + 8k)
=(1+2)i+(-24+17)j+(9 - 8)k

VIX(Vz—V3):3i—7j+k

V]XV3 =




Capitulo 9

Vectores en el espacio

9.5 Aplicaciones geométricas del producto vectorial

Objetivos P

Area de la superficie de un paralelogramo

La norma del vector V; x V, representa el area de la superficie del
paralelogramo, cuyos lados adyacentes tienen por longitud ||V4||y ||V

2

s

Observe que la altura /& puede ser calculada con la expresion:
h = ||Vi|| sen(0)

El area de la superficie del paralelogramo es la longitud de la base por la
longitud de la altura:

A= Vo[ A
Utilizando el Teorema 9.3 del producto vectorial, se obtiene la expresion:
A= ”V1 X V2”
A\
YV,

Figura 9.12: Paralelogramo sustentadoen V,;y V,.

Esto da una buena ilustracién geométrica a la norma del producto vectorial.
Como caso particular, si 9 =0, V; x V, = 0. Es decir, que el producto vectorial
de vectores paralelos es siempre igual al vector cero, puesto que no se forma
el paralelogramo.
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Encuentre el area de la superficie del triangulo ABC, cuyos vértices
son los puntos: A(1, 2, 3), B(1, 2,4)y C(-2, 4, 1).

Solucién:

Sean V; y V, los vectores correspondientes a los segmentos AB y
AC, respectivamente.

Vl = (Oa Oa 1)
VZ = (_39 2, _2)

El area de la superficie del triangulo corresponde a la mitad del area de la
superficie del paralelogramo.

i j k
Vl X V2 = 0 O 1 = (—2’ —3, O)
-3 22

1
AnaaBc = 5 V1 x V2|

=4 P+ 37+ 07
V13 -

AAABC = > u

Si los vectores V; y V, determinan en R3 un paralelogramo, cuya
superficie tiene area A, si entre ellos se define un angulo de medida
0, y si ademas |[Vy]| = V2 y |[V2|| = A||[V1]|, determine la medida de 6
en radianes.

Solucién:
A=|[Vyx V| Area de la superficie del paralelogramo.
A =||V4|| |[V2]| sen(O) Definicién de norma del producto cruz.
a Reemplazo de |[V4|| vy |[V2|| segun las
B= (\E) (A) (\/E)sen(e) condiciones del problema.
A =2Asen(0) Multiplicacién de ambos miembros por
1 _(A=0).
A 4
sen(0) = % Despejamos la medida de 0.

|

l\)|»—

0 = arcsen (
T

6



Determine las coordenadas del vector unitario V ortogonal a los
vectores A=2i—6j —3ky B =4i + 3j — k.

Solucién:

Obtenemos en primer lugar un vector ortogonal a los vectores A y B,
realizando el producto vectorial A x B:

i j k
AxB= |2 -6 -3|=i(6+9)—j(-2+12)+ k(6 +24)
4 3 -1

Ax B = 15i - 10j + 30k

El vector V que necesitamos, debe ser paralelo al vector A x B y su
norma debe ser 1:

V =u(AxB)
IVIF=wiA x B
Reemplazando ||V|| y ||A x B||, tenemos:
1=u {157+ (-10)*+ (302 = pV1225

_ 1
H=7335
De donde V = %(ISi —10j + 30K).
3. 2.6
V=Zi-Zj+~ k
Verificando:

2 2 2
= 4ll3 _2 6) —4/9 .4 36 _,_ 1
IVI \/(7) +( 7) +(7) \/49 t 39 T " 1735 IlAxB]

Por otro lado:
(VeA=0)A(VeB=0)

eA=[3. -2 6).n __ = 6,12 18 _
VeA (7, 7,7) 2-6-3= S+12-18 ¢
B=(3._2 6}, = 12_6_ 6 _
veB (7’ 7’7) @3- = =57 =0

El lector puede verificar que otra forma de obtener el vector V es
dividiendo (A x B) para su norma.



Si se definen los vectores A=a + 3b y B=3a+b, siendo a y b vectores
tales que ||a]| = ||b]| = 1 y se conoce ademas que la medida del dngulo
comprendido entre a y b es 30° calcule el area de la superficie del
triangulo construido con los vectores A y B.

Solucién:
El area de la superficie del triangulo, construido con los vectores A y B, es:
ATriangulo = ”Azﬂ )]
Por propiedades del producto cruz de vectores:
IA x BJ[* = [|A*|IB]I* — (A « B)* (II)
Evaluando ||A|| vy ||B||, tenemos:
IAJ=A <« A
=(a+3b)e(a+3b)
=(a*a)+ 3aeb)+(3bea)+(Obeb)
IA][*=[|a]* + 62 * b + 9||b||*

IBJ?=B + B

=Ba+b)*(3a+b)

=Qaesa)+ B3a*b)+(Bbea)+(beb)
BJ[2=ljal]* + 6a + b+ [

Debido a que [|a|]| = |[b|| = 1, y reemplazando el producto (a ¢ b),
tenemos que:

IAJP= (1)* + 6]jal| |[b]] cos(30°) + 9(1)?

-1+ 6(1)(1)(§)+9

IAI2= 10 + 3+3

IB|[>= 9(1) + 6]|a]| ||b]] cos(30°) + (1)*
V3

= =)+
0+6(2)+1

IB|*= 10 + 33
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Ejemplo 9.27 Mddulo de un vector. pr—
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Volumen de un paralelepipedo

Sean V;, V, y V3 vectores que no estan en el mismo plano, el volumen del
paralelepipedo que determinan Vy, V,y V3 esigual [Vy ¢ (V, x V3)|.

V2

Figura 9.13: Paralelepipedo sustentado en V;, V, y V;.
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Para llegar a esta expresion podemos tomar como base el paralelogramo
cuyos lados sean V, y V3. El area de la superficie del paralelogramo es
|IV2 x V3||. Puesto que V, x V3 es perpendicular a la base, la longitud de la
altura es la proyeccion escalar de V; en la direccidon del vector V; x Vj.

Con lo cual, & puede ser calculado con:

[Vie (V2x V3)|

h =
V2 x V3|

El volumen es el area de la superficie de la base por la longitud de la altura
y se llega a la expresion.

Volumen = |V; ¢ (V; x V3)|
Otras formas para expresar el calculo de este volumen son:
[V (V1 x V3))
[Va s (Vi x V)|

Es importante notar que la utilizacion del valor absoluto se hace necesaria, ya
que siempre el volumen de un cuerpo debe resultar una cantidad positiva.

El nUmero V; ® (V;, x V3), el cual representa el volumen del paralelepipedo
cuando le aplicamos el valor absoluto, también se denomina producto mixto
de los vectores V;, V, y V3.

Se puede observar que este producto mixto puede ser desarrollado con el
uso de determinantes:

a da das
Vie(Vyx V3)=|by by bs
¢ G &3

siendo V| = (a, a,, a,), V2= (b,, b,, b,), V3= (¢, ¢,, ¢,).

Encuentre el volumen del paralelepipedo sustentado en los vectores
Vl = (1a 2a 4)1 VZ = (_19 Oa 3) y V3 = (_29 0’ 1)'



Ejemplo 9.29 Altura de un paralelepipedo. p—




