Capitulo 8

Geometria del Espacio

Esta rama de la geometria, también denominada Estereometria, se
ocupa de las propiedades y medidas de figuras geométricas en el espacio
tridimensional. Estas figuras se denominan sélidos y entre ellas se encuentran
el cono, el cubo, el cilindro, la piramide, la esfera y el prisma. La geometria
del espacio amplia y refuerza las proposiciones de la geometria plana y es
la base fundamental de la trigonometria esférica, la geometria analitica del
espacio y la geometria descriptiva, entre otras.

El estudio de la geometria tridimensional data de la
antigua Grecia, cuando se planted el famoso problema
de la duplicacion del cubo. Cuenta la leyenda que la
peste asolaba la ciudad de Atenas, hasta el punto de
llevar a la muerte a Pericles. Un embajador de la ciudad
fue al oraculo de Delfos, para consultar qué se debia
/ hacer para erradicar la mortal enfermedad. Tras consultar

al oraculo, la respuesta fue que se debia duplicar el altar
consagrado a Apolo en la isla de Delfos. El altar tenia una peculiaridad: su
forma cubica. Los atenienses construyeron un altar clubico en el que las
medidas de los lados eran el doble de las medidas del altar de Delfos, pero la
peste no cesd. Consultado de nuevo, el oraculo advirtié a los atenienses que
el altar no era el doble de grande, sino 8 veces mayor,
puesto que el volumen del cubo es el cubo de su arista
((2a)* = 8a%). Nadie supo cémo construir un cubo cuyo
volumen fuese exactamente el doble del volumen de
otro cubo dado, y el problema matematico persistid
durante siglos (no asi la enfermedad).

Gauss fue el primero que creyd construir una
geometria (un modelo del espacio) en la que no se
cumple el V postulado de Euclides, pero no publico su

Janos Bolyai, descubrimiento. Son Bolyai y Lobachevsky quienes, de
matematico hingaro manera independiente y simultédnea, publicaron cada uno
(1802-1860) una geometria distinta en la que no se verifica tampoco
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el V postulado. ¢Qué quiere decir esto? Tanto Bolyai
como Lobachevsky parten de un objeto geométrico y
establecen sobre él, unos postulados que son idénticos
a los de Euclides en “Los Elementos”, excepto el quinto.
Pretenden originalmente razonar por reduccién al
absurdo: si el V postulado depende de los otros cuatro,
cuando lo sustituya por aquél que dice exactamente lo .
contrario, se ha de llegar a alguna contradiccién logica. Nikolai Lobachevsky,

matematico ruso
(1792-1856)

Lo sorprendente es que no se llega a contradiccién alguna, lo cual indica
dos cosas:

1. El V postulado es independiente de los otros cuatro, es decir, no puede
deducirse de los otros cuatro, no es un teorema, y Euclides hizo bien en
considerarlo como un postulado.

2. Existen modelos del espacio en los que, en contra de toda intuicion, un
punto que no esté contenido en una cierta recta no necesariamente forma
parte de una Unica recta paralela a la dada. Esto no es intuitivo, pues
no podemos concebir tal cosa, no podemos imaginar (ni mucho menos
dibujar) una situacion asi, sin reinterpretar los conceptos de recta, plano,
etc. Pero desde el punto de vista logico, es perfectamente valido.

Como es de imaginar, esto supuso una fuerte crisis en las matematicas del
siglo XIX, que vino a sumarse a otras controversias.

En esta seccidn se identifican los elementos que participan en la geometria
espacial, los cuales son fundamentales para la creaciéon de objetos en tres
dimensiones.

En el espacio existen figuras (conjuntos de puntos) que no estan contenidas en
plano alguno, a continuacidon se muestran algunos de ellos y sus relaciones.

7 I I

a) Recta intersecando un plano. b) Planos paralelos.
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L,
- H

c) Dos rectas concurrentes paralelas  d) Recta perpendicular a un plano.
a un mismo plano.

L

Figura 8.1: Figuras en el espacio.

8.2 Rectas y planos en el espacio

Objetivos

En el espacio puede ocurrir que dos rectas no sean paralelas o no tengan
algun punto de interseccién, lo cual no ocurre en el plano.

Definicion 8.1 (Rectas alabeadas)



Con respecto a un plano I/, una recta L puede ocupar una de las tres
posiciones siguientes:

L
< >

L

11

a)LnNIl=J by LNnII=P

oLnll=L
Figura 8.2: Recta L y plano I1.

a) L es paralela al plano I/ y no esta contenida en él,
b) L interseca a I/ en un punto P, y
c) L es paralela a I/ y es un subconjunto de /1.

De los casos a) y ) se entiende el paralelismo entre el plano /7y la recta L, asi:
L[ IDH=((LNI=D)v(LcIl))

Definicion 8.2 (Planos paralelos)

Un plano siempre divide al espacio en dos semiespacios.
Dos planos no paralelos se denominan planos secantes.

Figura 8.3: Planos secantes.
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Definicion 8.3 (Angulo diedro)

Dos planos secantes determinan un angulo diedro. Un ejemplo de este angulo
lo encontramos en la figura que se forma al abrir una tarjeta de cumpleafios.

F
cara
C ; B
arista —» 2
6% cara

D
Figura 8.4: Angulo diedro.

En el diedro ABCDEF, los semiplanos ABCD y CDEF son las caras del
diedro, y la recta CD es la arista del diedro.

Se denomina angulo rectilineo al angulo formado por dos rectas perpendiculares,
DA y DE, ala arista DC, cada una situada en caras diferentes del diedro. La
medida del angulo diedro es la medida de su angulo rectilineo c.

Definicién 8.4 (Angulo poliedro)

Por ejemplo, el angulo triedro (interseccion de tres semiplanos) es un angulo
poliedro formado por el vértice V, tres aristas VA, VB, VC, y tres caras VAB,
VBC, VCA.
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B
Figura 8.5: Angulo poliedro.

La interseccion del angulo triedro con el plano I/ determina el tridngulo
A’BC.

Ejemplo 8.1 Angulo poliedro. Jp—

8.3 Cuerpos geométricos

En esta seccidn se clasificaran diferentes cuerpos que se pueden presentar en el
espacio tridimensional, atendiendo a los elementos estudiados anteriormente.

Definicion 8.5 (Poliedro)
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Algunos minerales y esqueletos de criaturas marinas son modelos de
los solidos denominados poliedros que se estudiaran en esta seccion.

Un poliedro convexo es aquel que estd limitado por poligonos convexos.

Entre sus propiedades mas importantes figuran:
Cada arista de una cara pertenece también a otra cara y Unicamente a

otra. Dichas caras se denominan contiguas.

Dos caras contiguas estan en planos distintos.
El plano que contiene a cada cara deja a todas las demas a un mismo lado

del espacio, es decir, en un mismo semiespacio.
El nimero de aristas es igual al nUmero de caras mas el nimero de vértices

disminuido en 2.
D’

C)

Figura 8.6: Poliedro.

En el poliedro anterior se tienen los vértices 4, B, C, D, E, A’, B>, C’, D’, E’,
las aristas AB, BC, CD, DE, EA,A’B’, B°C’, C’D’, D’E’, E’A’, AA’, BB’,
CC’, DD’, EE’, y las caras AEE’A’, BAA’B’, CBB’C’, DCC’D’, EDD’E’. En

cada vértice deben concurrir al menos tres aristas.
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La diagonal del poliedro es un segmento de recta que une dos vértices
situados en caras diferentes. Por ejemplo, AD’ es una diagonal en la
figura anterior.

Segun el niumero de sus caras, los poliedros se denominan asi:

Cuadro 8.1: Nombres de poliedros segin su nimero de caras.

Definicion 8.6 (Poliedro regular)

Los poliedros regulares, también denominados soélidos platonicos (en honor
a Platdn), son sélo cinco:

1. Tetraedro regular: Esta limitado por 4 caras que son triangulos equilateros.
Tiene 4 vértices, 4 angulos triedros, 6 aristas y 6 angulos diedros.

2. Hexaedro regular o cubo: Esta limitado por 6 caras que son cuadrados.
Tiene 8 vértices, 8 angulos triedros, 12 aristas, 12 angulos diedros y 4
diagonales congruentes y concurrentes.
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3. Octaedro regular: Esta limitado por 8 caras que son tridngulos equilateros.
Tiene 6 vértices, 6 angulos tetraedros, 12 aristas y 12 angulos diedros.
Esta formado por dos piramides unidas por su base comun.

4. Dodecaedro regular: Esta limitado por 12 caras que son pentagonos
regulares. Tiene 20 vértices, 20 angulos triedros, 30 aristas y 30 angulos
diedros.

5. Icosaedro regular: Estad limitado por 20 caras que son triangulos
equilateros. Tiene 12 vértices, 12 angulos pentaedros, 30 aristas y 30
angulos diedros.

Otro tipo de poliedros importantes son los prismas y las piramides, los
mismos que seran estudiados a continuacion.

8.4 Prismas

Objetivos
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Definicion 8.7 (Prisma)

A una recta que es paralela a una de las aristas de una cara lateral se
la denomina recta generatriz. En un prisma las caras laterales son
paralelogramos y son paralelas a la recta generatriz g.

g

Figura 8.7: Prisma pentagonal.

En la figura anterior las bases del prisma son los pentagonos PP,P;P,Ps
y 010-0:040s, las caras laterales del prisma son Q,0;P3P4, O30-,P,P;,
0,0\PP,, O10sPsP,, OsO4P4Ps; y, g es una recta generatriz paralela a las

aristas P10y, P,0,, P303, P4Q4, PsQs.

La distancia minima entre los planos que contienen a las bases del prisma se
denomina altura del prisma, es decir, es la longitud del segmento de recta
perpendicular entre las dos bases.

Si las aristas laterales son perpendiculares al plano que contiene una base,
el prisma se denomina prisma recto.

En el prisma recto la altura /& es congruente con la longitud de las aristas
laterales. Las caras laterales de un prisma recto son rectéangulos. Si las bases
son poligonos regulares se denomina prisma recto regular y, en este caso,
las caras laterales son rectangulos congruentes entre si. Por ejemplo:

Figura 8.8: Prisma recto regular.
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El prisma también puede ser oblicuo, si las aristas laterales no son
perpendiculares a las bases. Por ejemplo:

Figura 8.9: Prisma oblicuo triangular.

Definicion 8.8 (Paralelepipedo)

A un paralelepipedo recto rectangular se le denomina ortoedro.

Figura 8.10: Ortoedros.

Ejemplo 8.3 Aplicacion del teorema de Pitagoras en el espacio_ gy




Ejemplo 8.4 La longitud de la diagonal de un cubo. P—
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8.5 Piramides

Objetivos

Definicion 8.9 (Piramide)

Figura 8.11: Piramide.

En el poliedro anterior se tienen en la base los vértices P, P,, P;, P4, Psy
las aristas P4P3, P3P2, P2P1, P1P5, P5P4.

Las aristas laterales de una pirdmide son los segmentos VP, VP,, ..., VP,.
Una piramide tiene sélo una base.

La distancia minima entre el plano que contiene a la base de la piramide y el
vértice se denomina altura de la pirdmide.

Una piramide recta es aquella en la que el pie de su altura en la base
equidista de todos los vértices del poligono base; caso contrario, se dice que
es oblicua.

Definicion 8.10 (Piramide regular)



Si la pirdmide es regular sus caras son tridangulos isdsceles congruentes,
denominandose apotema de la piramide a la altura de cualquiera de estos
triangulos.

Si una piramide se interseca con un semiespacio generado por un plano
paralelo a la base de la pirdamide, resultan dos cuerpos: una piramide y otro
que se denomina piramide truncada. Una piramide truncada tiene dos bases
paralelas semejantes, las caras laterales son trapecios que unen los lados
semejantes de las bases paralelas y la altura / es la distancia minima entre ellas.

A
Figura 8.12: Piramide truncada.

En la figura anterior las bases de la pirdmide truncada son los pentagonos
ABCDE y A’B’C’D’E’, las caras laterales son EAA’E’, ABB’A’, BCC’B’,
CDD’C’, DEE’D’.

8.6 Areas de poliedros

Objetivos

Los disefiadores profesionales y decoradores de interiores necesitan
determinar la cantidad de material que se requiere para decorar superficies.
En ocasiones, objetos familiares, tales como mesas auxiliares o vitrinas,
tienen formas de prisma o piramide. Con frecuencia es necesario calcular el
area de estas superficies.

Para determinar el area de la superficie de los cuerpos poliedros calculamos
el drea de cada uno de los poligonos o caras que forman su superficie,
sumando luego las areas obtenidas.
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En los prismas y en las piramides se tiene los siguientes tipos de areas:

= Area de la superficie lateral (4,): Es la suma de las areas de las superficies
de las caras laterales.

= Area de la superficie de la base (45): Es el 4rea de la superficie de una base.

= Area de la superficie total (47): Es la suma del 4rea de la superficie lateral
mas el area de la superficie de la base, en el caso de piramides; o, es la suma
del area de la superficie lateral mas el duplo del area de la superficie de la
base, en el caso de prismas.

a) Area de poliedros regulares

Para calcular el area de la superficie total A de un poliedro regular, basta
con multiplicar el area de la superficie de una de sus caras por el nimero
de caras del poliedro. Por ejemplo, en el cubo de arista a, A7 = 6a>.

b) Areas de las superficies de un prisma recto
(Per: perimetro de la base; y, h: altura o longitud de la arista lateral)

Ay = (Per).(h)
AT=AL + 2AB

El area de la superficie de la base no se especifica, pues puede ser la de
cualquier poligono.

c) Areas de las superficies de una piramide regular

Para el area de la superficie lateral, se calcula el area de la superficie de
uno de los tridngulos isodsceles que son las caras laterales, y se multiplica
por el nimero de caras laterales n.

4 =n (%)

Donde n: Numero de caras laterales de la piramide.
a: Longitud de la arista de la base.
p: Longitud de la apotema de la pirdmide.

El area de la superficie de la base no se especifica, pues puede ser la de
cualquier poligono.
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d) Areas de las superficies de una piramide truncada regular

El area de la superficie lateral de una piramide truncada regular es igual
al producto de la semisuma de los perimetros basales por la longitud de
la apotema lateral.

ALz(Per-EPer’).p

Donde Pery Per’: Perimetros de las bases.
p: Longitud de la apotema lateral de la pirdmide truncada.

El area de las superficies de las bases no se especifica, pues pueden ser
la de cualquier poligono.

Ejemplo 8.5 Area de la superficie total de un prisma. Jr—
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Ejemplo 8.6 Diagonal de un paralelepipedo. S

Ejemplo 8.7 Area de superficies en el espacio. -
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Ejemplo 8.8 Area de superficies de prismas.
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Ejemplo 8.9 Area de la superficie lateral de una pirdmide. -
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Ejemplo 8.10 Area de superficies de pirdmides. P—
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A continuacion estudiaremos el calculo de volimenes para poliedros, una
magnitud muy importante para algunas aplicaciones de la realidad. Por
ejemplo, los ingenieros estiman costos de construccion de una carretera
determinando la cantidad de material que se debe utilizar, calculando
previamente el volumen de los sdlidos involucrados.

8.7 Volumen de poliedros

Objetivos _—

En esta seccidén se calculara el volumen de un cuerpo poliédrico con las
caracteristicas estudiadas en las secciones anteriores.

Se denomina volumen V' de un cuerpo geométrico a la medida del espacio
que ocupa. A partir del calculo del volumen del paralelepipedo recto
rectangular se pueden derivar las reglas que permiten calcular el volumen
de los demas poliedros.

V=Ag-altura

h

V = (largo - ancho)- altura

V=abh a ’

Figura 8.13: Ortoedro.

El cubo es un ortoedro con todas sus aristas de igual longitud, entonces su
volumen es:

V=a-a-a

a

a
Figura 8.14: Cubo.
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Un paralelepipedo siempre se puede transformar en un ortoedro de base
equivalente y de igual altura, por lo que su volumen es también igual al area
de la superficie de la base por la altura.

S, -
e P
_-../’/’ ,"/
1° 3°

20

FITT T
' ~

| T

1

40 50
Figura 8.15: Transformacion de un paralelepipedo.

Un paralelepipedo siempre se puede descomponer en dos prismas
triangulares equivalentes, trazando, por ejemplo, un plano que contenga
a dos diagonales paralelas, situadas respectivamente en dos caras también
paralelas del cuerpo.

Figura 8.16: Prismas equivalentes.

El volumen de cada prisma triangular de la figura es igual a la mitad del
volumen del paralelepipedo.

Por el postulado de Cavalieri (véase apéndice B) se establece que todo prisma
triangular se puede descomponer en tres piramides o tetraedros de igual
volumen. De aqui se obtiene que el volumen de un tetraedro es igual a la
tercera parte del volumen del prisma de igual base triangular; entonces, el
volumen de una pirdmide triangular es:

TN\

Figura 8.17: Volumen de un tetraedro.
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El resultado anterior es valido para cualquier piramide: “El volumen de una
pirdmide es igual a la tercera parte del producto del area de la base por la
longitud de la altura”.

Veamos cdmo se obtiene el volumen en el caso de una piramide pentagonal:

Siunimos A con Dy B con D, la base queda descompuesta en tres triangulos.
Los planos que contienen dichas diagonales y el vértice, descomponen la
pirdmide en tres tetraedros de igual volumen.

P
A B

Figura 8.18: Piramide pentagonal.

V(pirdmide PABCDE)=V (tetraedro PEAD)+V (tetraedro PABD)+V (tetraedro PBCD)

= %AEAD - altura + % Aypp - altura + %ABCD- altura

= % (Agap+ Aypp+ Apcp) - altura

El volumen de una piramide truncada de bases paralelas es igual a un
tercio del producto de la longitud de su altura por la suma del area de las
superficies de las dos bases con la media geométrica entre ellas.

En una piramide truncada de altura / y bases paralelas de areas By B’:
B,

\B- B’ = media geométrica entre By B’

Figura 8.19: Piramide truncada.
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Ejemplo 8.11 Volumen de un poliedro regular. P—
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Ejemplo 8.12 Volumen de un poliedro regular. Pr—
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Ejemplo 8.13 Volumen de prismas. P—
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8.8 Cuerpos de revolucion

Objetivos e

Definicidn 8.11 (Superficie de revolucién)

En general, las superficies de revolucion junto con superficies planas
perpendiculares al eje de revolucién que contienen a los extremos de la
curva de revolucién, delimitan cuerpos sélidos.
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Definicion 8.12 (Sélido de revolucién)

Los cuerpos de revolucién (cuerpos redondos) que estudiaremos en esta
seccion son el cilindro recto, el cono recto y la esfera.

Si consideramos un prisma recto regular con n lados en la base, donde n
tiende a infinito, se obtendra un sdlido, denominado cilindro recto, cuya
base sera un circulo. De igual manera, si consideramos una piramide recta
regular con n lados en la base, donde n tiende a infinito, se obtendra un sélido,
denominado cono recto, cuya base serd un circulo. Nos preocuparemos por
ahora de estos dos solidos.

Una comparacién entre el prisma y el cilindro, la pirdmide y el cono, se
muestra a continuacion.

(b)

Figura 8.20: Prisma y cilindro, piramide y cono.
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Se puede considerar que el cilindro en este caso es un sélido generado por
la rotacion completa de un rectangulo en torno a uno de sus lados; a este
solido se le denomina cilindro de revolucion.

Se puede considerar que el cono en este caso es un solido generado por la
rotacion completa de un tridngulo rectéangulo en torno a uno de sus catetos;
a este solido se le denomina cono de revolucion.

En un cono y en un cilindro las bases son circulos, y sus aristas laterales son
las generatrices. La altura es el segmento perpendicular a la base que
contiene al vértice como extremo, en el caso del cono, y que contiene a un
punto del plano de la otra base, en el caso del cilindro.

El drea de la superficie lateral de un cilindro recto sera el area de la
superficie de un rectangulo cuya base tiene por longitud el perimetro de la
circunferencia de radio » de la base, es decir 2zr, y cuya altura tiene por
longitud la de la generatriz g, luego:

Ap =2nrg

Figura 8.21: Cilindro recto.

El 4rea de la superficie total de un cilindro recto es A; = A; + 2nr?, esto es:

El darea de la superficie lateral de un cono recto sera el area de la
superficie del triangulo, cuya base tiene por longitud el perimetro de la
circunferencia de radio r de la base, es decir 277, y cuya altura tiene por
longitud la de la generatriz g, luego:

A, =mnrg

Figura 8.22: Cono recto.
Mientras que el area de la superficie total de un cono recto es:_.
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Ejemplo 8.14 Area de la superficie lateral de un cilindro. -

Ejemplo 8.15 Area de la superficie total de un cilindro. pr—
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jemplo 8.16 Area de la superficie lateral de un cono. Pr—




Ejemplo 8.17 Area de la superficie de cuerpos redondos. -

pag.712




Capitulo 8

Geometria del Espacio

Si un cono se interseca con un semiespacio generado por un plano paralelo a
la base del cono resultan dos cuerpos: un cono y otro que se denomina cono
truncado. Un cono truncado tiene dos bases circulares paralelas semejantes,
de dreas Ay A’ , y la altura & es la distancia minima entre ellas.

Las secciones transversales de un cono dividen a la altura, a las generatrices
y a las bases en partes proporcionales, ademas: .

Figura 8.23: Cono truncado recto.

Se puede considerar que el cono truncado de revolucion de bases paralelas,
es un sélido de revolucién generado por la rotacidon de un trapecio rectangulo
en torno de un eje que contiene el lado perpendicular a sus bases.

A’

P+P)'g

Area de la superficie lateral: 4; =( >

Donde: g es la generatriz.
P es el perimetro de la base mayor = 2zr
P’ es el perimetro de la base menor =277’

Area de la superficie total: Ar=A; + Ag + Ap:
Donde Ay y Ap son las areas de las superficies de las bases:

Luego: Ap=n(r+r’)-g+xr’+ ar?
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Definicion 8.13 (Esfera sdlida y superficie esférica)

Se puede considerar que la esfera sdlida es un sélido generado por la rotacion
completa de un semicirculo en torno al didmetro; a este sélido se le denomina
esfera solida de revolucion.

Respecto a la siguiente figura, se pueden observar los siguientes elementos
de una esfera solida y una superficie esférica de centro O y radio r.

Figura 8.24: Elementos de la esfera sélida y la superficie esférica.
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a) Radio (r): Es un segmento que une el centro de la superficie esférica
con un punto cualquiera de ella. Por ejemplo: OD, OA y OB son radios.
OD =04 =0B =v.

b) Diametro (d): Es un segmento de recta que contiene al centro de la
superficie esférica y tiene por extremos puntos de la superficie esférica.
La longitud del didametro d es el doble de la longitud del radio r, es decir

d =2r. Por ejemplo: AB.

c) Casquete esférico: es la parte de la superficie esférica limitada por
un plano secante a la esfera. Si el plano contiene el centro de la esfera,
la seccion plana que determina es un circulo maximo, es decir, es
un circulo que tiene igual radio que el de la esfera. Un circulo maximo
divide a la esfera en dos hemisferios.

d) Huso esférico: Un huso esférico o cufia esférica es la interseccion de
una superficie esférica con un angulo diedro, cuya arista contiene al
centro de la esfera.

e) Plano secante: Es un plano que interseca a la superficie esférica en
mas de un punto. Por ejemplo: 7.

f) Plano tangente: Es un plano que interseca a la superficie esférica en
un solo punto. Por ejemplo: I,. El punto de interseccidon se denomina
punto de tangencia o de contacto. En la figura, T es el punto de
tangencia. En toda esfera, el plano tangente es perpendicular al radio
correspondiente en el punto de tangencia.

Se puede demostrar que el area de la superficie esférica es igual a cuatro
veces el drea de un circulo maximo.

A(superficie esférica) = 4nr?

El volumen de los cuerpos de revoluciéon, previamente estudiados,
puede ser calculado de la siguiente manera:

El volumen de un cilindro es igual al producto del area de la superficie de
la base por la longitud de la altura.

V=Ap-altura r: Longitud del radio de la base.
V=nr*.h h: Longitud de la altura.
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El volumen de un cono es un tercio del producto del area de la superficie
de la base por la altura.

Vz%-ABﬂltura r: Longitud del radio de la base.
V:%.nrz -h h: Longitud de la altura.
V= % wh-(r*+ 12+ ) ry r’: Longitudes de los radios de las bases.

h: Longitud de la altura.

El volumen de una esfera sdlida es igual a un tercio del producto de la
longitud del radio por el area de la superficie esférica.

V==.p.41172 r: Longitud del radio de la base.

V=2nr

Ejemplo 8.18 Area de una superficie esférica. -
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Ejemplo 8.19 Area y volumen de un cilindro recto. -

Ejemplo 8.20 Variaciones del area y volumen de un cilindro. an
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Ejemplo 8.21 Generatriz, drea y volumen de un cono. P—

Ejemplo 8.22 Voliumenes de cuerpos redondos. -
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Ejemplo 8.23 Relacion entre esfera, cilindro y bicono. S

Ejemplo 8.24 Volumenes de cuerpos redondos. o
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Ejemplo 8.25 Volumenes de cuerpos redondos. o
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Ejemplo 8.26 Voliumenes de figuras. S

Ejemplo 8.27 Volumenes de cuerpos redondos. p—
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Ejemplo 8.28 Voliumenes de cuerpos redondos. S
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Ejemplo 8.29 Volumen de un cono truncado. Pr—
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Ejemplo 8.30 Volumenes de cuerpos redondos. P—
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Ejemplo 8.31 Voliumenes de cuerpos redondos. S

Ejemplo 8.32 Volumenes de cuerpos redondos. o
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Ejemplo 8.33 Volumenes de cuerpos redondos. o
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Ejemplo 8.34 Voliumenes de cuerpos semejantes. Pr—
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Ejemplo 8.35 Volumenes de cuerpos redondos. P—
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Ejemplo 8.36 Voliumenes de cuerpos en el espacio. Pr—




jemplo 8.37 Volumenes de cuerpos redondos. S
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Ejemplo 8.38 Volumen de un sélido de revolucion. pr—
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Ejemplo 8.39 Volumen de un sdélido de revolucion. pr—

Ejemplo 8.40 Volumen de un sdélido de revolucion. pr—
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Ejemplo 8.41 Volumen de un sdélido de revolucion. Pr—
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Ejemplo 8.42 Volumen de un sélido de revolucion. pr—
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Ejemplo 8.43 Volumen de un cuerpo de revolucion. Pr—
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