ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DEL LITORAL

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICAS Exa.men.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Lecciones:
S , _ Deberes:
ANO: 2017 PERIODO: PRIMER TERMINO
MATERIA: _ Calculo de una variable | PROFESOR: Total:
EVALUACION: SEGUNDA FECHA: 28/agosto/2017

SOLUCION y RUBRICA

1) (10 Puntos) Obtenga las siguientes antiderivadas:

4x% -2
a) f x3—x

dx
Solucion:

Dado que:

3—x=x(x*-1)=x(x+1D(x-1)

Se utilizara la técnica de descomposicion en fracciones parciales:

4x* =2 4x2 — 2 _A+ B N C
x3—x x(x+Dkx-1) x x4+1 x-1
Luego:
4x2 — 2=Alx+D(x—-1)+Bx(x — 1)+ Cx(x + 1)
x=0 - -2=ADCD+040 > A=2
x=-1 - 2=0+B(-1)(-2)+0 - B=1
x=1 » 2=0+0+C(1DQ2) - C=1
Entonces:

4x2 — 2 2 1 1
f x3—xdx:f <;+x+1+x—1)dx
4x?% — 2 dx dx
f x3— x x—Zf fx+1 fx—l

4x° —
f3—dx=2ln|x|+ln|x+1|+ln|x—1|+C
x3—x

4x° — 2
fx3—dx—ln|x2|+ln|(x+1)(x—1)|+C

4x° — 2
f3—dx=ln|x2(x2—1)|+C
x3— x
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identificaque | No logra Identifica la Identifica la Identifica que
debe aplicarla | identificarla | técnica de técnica de debe aplicar la
técnica de técnica de integracion integracion que | técnica de
integracién por | integracion que debe debe aplicar, integracion por
fracciones que debe aplicar, pero resuelve fracciones
parciales, aplicar, ni no resuelve correctamente el | parciales,
aplica la resuelve correctamente | sistema de resuelve
propiedad de correctamente | el sistema de | ecuaciones correctamente
linealidad y un sistema de | ecuaciones lineales, no el sistema de
conoce la ecuaciones lineales. aplica bien la ecuaciones
antiderivada de | lineales, ni propiedad de lineales, aplica
una funcién tampoco sabe linealidad de las | la propiedad de
racional propia. | |a integrales linealidad de las
antiderivada indefinidas o no integrales
de una integra indefinidas e
funcion correctamente integra
racional. alguno de los correctamente
términos. cada término.
0 1 2-4 5
2
x“+3x
b) f — dx
vx+ 4
Solucidn:
Se aplicara la técnica de sustitucion:
u=x+4 - du = dx
l
x=u—4%
Entonces:
x% + 3x (u—4)?* + 3(u—4)
—dx = du
Vx + 4 Vu
2
x° + 3x
———dx = f (u2—-8u+16 + 3u—12)u"2du
Vvx + 4
2
x° + 3x
——— dx = f (u? —5Su+4)u"2qdu
Vx + 4
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x? + 3x
dx = f (u3/2 — 5ul/2 4 4u‘1/2) du

vx + 4
x? + 3x
N dx=fu3/2du—5f ul/zdu+4f u~1/2 du
vx +

x? + 3x us/2 u3/2 ul/2

- dx=——-5- +4- +C
Vx + 4 5/2 3/2 1/2

2
N L S N T ST
Vx + 4 5 3
Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas

El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe la técnica | No reconoce | Reconoce que | Aplica la técnica Aplica bien la
de integracién que debe debe aplicar de integracion por | integracién por
por sustitucion y | aplicar integracion sustitucién, pero | sustitucién e
conoce la integracion | por tiene problemas integra
antiderivada de | por sustitucion, para multiplicar correctamente
funciones sustitucidon. | pero tiene los términos cada término.
potencia. problemas algebraicos o

con el integrar una

diferencial o funcién potencia.

con el cambio

de variable.

0 1 2-4 5

2) (5 PunTos) Calcule la longitud de la curva dada en forma paramétrica:

x(t) = 4 sen(t)
<t<
{y(t)=4cos(t)—5 Ostsm
Solucién:
Se necesitan las siguientes derivadas:
dx d
i 4 cos(t) A d_{ = —4 sen(t)

La longitud de curva en forma paramétrica se calcula asi:

L= ft:n (%)2 + <%)2 dt = fon \/(4 Cos(t))2 + (—4 sen(i:))2 dt

L= fn\/16 cos?(t) + 16 sen?(t) dt = fﬂ \/16 (COSZ(t) + senz(t)) dt
0 0
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3)

L=fﬂw/16(1)dt:4fndt=4t|g=4(n—0)
0 0

L=4m [u]
Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como No conoce Conoce la Sabe calcular una | Sabe como
calcular la la expresién | expresion de longitud de curva | calcular una
longitud de una | de calculo cilculo de una | y cémo derivar longitud de
curvadadaen | deuna longitud de funciones curva, deriva
forma longitud de | curva, pero no trigonométricas, | bien funciones
paramétrica. curva. sabe derivar pero no conoce la | trigonométricas
funciones identidad o no e integra
trigonomeétricas. | integra bien el correctamente.
término
resultante.
0 1 2-4 5
(5 PunTos) Sea R la region comprendida entre las rectas x=—-1 y x =1,y las

funciones f(x) =1—x3 y g(x) =x+1 . Bosqueje R en el plano cartesiano y

calcule su area.

Solucion:

Se igualan las reglas de correspondencia de las funciones f y g para determinar posibles

puntos de interseccién.

1-x*=x+1 -

*+x=0 -

x(x2+1)=0

- x=0

Pero, f(0) = g(0) = 1. Se concluye que el Unico punto de interseccién es: (0,1). Se
grafica la region R:

f AN
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4)

Se aplica la propiedad aditiva y se calcula el drea como la suma de areas de dos

regiones:

Area = [° [f(x) — g()] dx + [, [g(x) — f(x)] dx

A’reazf0 [(,1/—x3)—(x+,1’)]dx+f1[(x+,1’)—(/f—x3)]dx
-1 0

0 1 0 1
Areazf (—x3—x)dx+f (x3+x)dx=—f (x3+x)dx+f (x3 +x) dx
-1 0 -1 0

i x* x2\[° x* x2\|! 1 1 1 1, 3 3
rea= <4+2)_1+<4+2>O_<4+2)+<4+2)_4+4
Area = 3 [u?]
2
Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica la No logra Grafica las Grafica Grafica
regiéon comun identificar funciones e correctamente la | correctamente la
entre funciones | bien cémo identifica sus region en base a region en base a
de variable real | se grafican | puntos de los puntos de los puntos de
en forma las interseccion, interseccion, no interseccion,
analiticay en funciones o | pero no conoce c6mo integra
forma gréfica; y, | no sabe grafica bien la | integrar todas las | correctamente
con el uso de plantear el | regién comin | expresiones que | todas las
integrales sabe area como entre las se presentan o no | expresiones que
como se calcula | unaintegral | ecuacioneso | evalta bien todos | se presentany
el area de dicha | definida. no plantea los términos. evalua bien cada
region. correctamente término.
la integral
definida.
0 1 2-4 5

(8 PunTOS) Calcule:

X
t cos(t) dt
a) lim o Vtcos®
x -0t x2

Solucion:

Puesto que:

lim x?=0
x -0t

X
lim f Vtcos(t)dt =0 A
x -0t 0
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Se puede aplicar la regla de L’Hopital:

Vx cos(x)
2x

_ f; Vt cos(t) dt
lim > =

x -0t X x -0t

%x‘l/z cos(x) — x2sen(x)

fox Vt cos(t) dt B

lim lim
x -0t X x -0t 2
X
_J, Nteos@®)dt cos(x) —2x-sen(x) 1-0
lim > = lim =
x -0t X x -0t 4\/} 0
X
_ Js Vt cos(t) dt
lim = 400
x -0t x2
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre | No identifica Identifica el tipo | Identifica el tipo | Identifica el tipo
célculo de bien el tipo de de de de
limites, el indeterminacién | indeterminacién | indeterminacién | indeterminacién
primer o no sabe como | y aplica bien el y aplica bien el y calcula
teorema calcular primer teorema | primer teorema | correctamente
fundamental | correctamente | fundamental fundamental del | el limite.
del calculoy | el limite. del calculo, pero | calculo, pero no
la regla de no sabe derivar | sabe derivar
L’Hopital. un producto de | bien una de las
funciones. funciones
presentes en la
multiplicacidn.
0 1 2-3 4
3
b) f e 172l gx
-1
Solucidn:
Partiendo de la definicidn de valor absoluto, se tiene que:
x—2, x=2
lx — 2| =
2—x, x<2
Entonces, aplicando la propiedad aditiva obtenemos lo siguiente:
3 2 3
f e~ =2l gy =f e~ (2= gx +f e~ (=2) gy
-1 -1 2
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5)

3
e’ dx =e* 2|2, —e?™¥|3

3 2
f e~ 1¥=2l gy = f e* % dx + f
-1 -1 2

-1

3
f e 2ldxy = (22 —e 1) — (23 —e? ) =1-e3-e1+1

3 lx—2| _ 1 1
f e dx =2 — ——=
1 e e
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe aplicar la No logra Identifica que | Aplica bien la Aplica
propiedad aplicar la debe aplicar la | definicién del correctamente la
aditiva de las propiedad propiedad valor absoluto, propiedad
integrales aditivaala aditiva de pero comete aditiva, integra
definidas e integral integrales algun error en los | bien, evalta
integra definida. definidas, términos que correctamente
correctamente pero tiene debe integrar. cada términoy
funciones alguin error en presenta la
exponenciales. la definicién respuesta
del valor correcta.
absoluto.
0 1 2-3 4

(5 PunTos) Calcule el volumen del sélido de revoluciéon generado cuando la region R
limitadapor y =4 —x%, y =1, y = 3 se rota alrededor del eje y = 1. Bosqueje R

en el plano cartesiano.

Solucién:

Se igualan las funciones para determinar posibles puntos de interseccion.
Interseccion de la funcion cuadratica cony = 3:

4—x*=3 - x*=1 -

x| =1 - (x=-1Vvx=1)
Se concluye que dos puntos de interseccién son: (—1,3) y (1, 3).
Interseccion de la funcion cuadraticacony = 1:

4—x2=1 - x*=3 -

x| =v3 - (x=—\/§)v(x=\/§)

Se concluye que dos puntos de interseccion son: (—\/5, 1) y (\/§, 1).
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La funcién cuadratica es cédncava hacia abajo y define con las dos funciones constantes
la siguiente region en el plano:

/1N

C\
]
"]

A
1V

Se utilizara el método del disco y aprovechando la caracteristica de paridad de la funcién
cuadratica se aplicard la propiedad de simetria:

1 V3
Volumen = 2 [T[ <f (3—1)2 dx) +7 (f [(4 — x?) — 1]? dx)]
0 1

1

V3
Volumen = 2m [f 4dx + f (3 —x?%)? dx]
0 1

V3
Volumen = 2m [4x|(1) + f (9 —6x% +x*%) dx]
1

5\
Volumen = 2 |4(1 —0) + <9x —2x3 + E)
1
9V3 1
Volumen = 2n[4+ (9\/5—2-3\/54-%_)— (9—2 +§)l

244/3 16
5 5

Volumen = an
16
Volumen = ?n (3\/§ -2) [

También se puede considerar una integracidon con el método de las capas cilindricas,
pero el resultado sera el mismo.
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6)

Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
identifica una
region en el
plano acotada
por funciones
de una variable
real, observa el
solido de
revolucién que
se forma y con
un analisis de
calculo integral
obtiene su
volumen.

Desempeiio
Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
No logra Identifica la Identifica la Identifica la
identificar la region a region a integrar, | region a
regién o no integrar pero | plantea integrar, plantea
plantea tiene correctamente la | correctamente
correctamente | problemas expresion de la expresion de
la integral para plantear | calculo del calculo del
definida la expresion volumen del volumen,
asociada al de cdlculo del | sélido de integra
volumen. volumen del revolucion, pero | correctamente
solido de se equivoca al cada términoy
revolucion integrar algun expresa bien el
con alguno de | término. resultado.
los métodos
validos.
0 1 2-4 5

(5 PunTOs) Calcule el area de la region interior a la curva r = 1 — cos(0) . Bosqueje la

curva en el plano polar.

Solucion:

La curva polar es una cardioide, observe su grafica de color rojo:

Se aprovecha la simetria de la cardioide respecto al eje polar para obtener su area:

Area = " 1—2cos(8) + cos?(8)) do = i 1—2cos(0) +
[ yao= [
0 0

Area =2 E fon (1 — cos(t9))2 dHl

1+ cos(260
L)
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. T (3 1
Area = f (E —2cos(0) + Ecos(ZQ)) do
0

T

. 3 (" T 1

Area = —f do — 2] cos(0) d6 + —f cos(20) d6
2 Jo 0 2 Jo

. 3 1

Area = EQI’OT —2sen(0)|§ + 7 sen(20)|F

Area = %(n —-0)-2 (sen(n) — sen(O)) +% (sen(Zn) — sen(O))

7)

Area = S [u?]
2
Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica la No logra Grafica bien la | Grafica bien la Grafica bien la
region interior a | graficar bien | region, pero region, pero no region, integra
la curva polary | la curvao no plantea conoce como correctamente
con el uso de no sabe correctamente | integrar todas las | todas las
integrales sabe como la integral. expresiones expresiones
como se calcula | plantear el trigonométricas o | trigonométricas
el drea en area. no evalua bien y evalua bien
coordenadas algin término. cada término.
polares. 0 1 2-4 5

(4 Puntos) Justificando su respuesta, identifique si la siguiente integral impropia

converge o diverge:

o xin(x? +1)

xz2+1
Solucion:
Se realiza la siguiente sustitucion:
u=x*+1 - du = 2x dx
xIn(x?+1) 1 in(w)
[rimn , L[,
x2+1 2 u
Se realiza una nueva sustitucion:
du
v =In(u) - dv = —
u
xIn(x?+1) 1

J

x2+1

X ==

2

f dv = 1 UZ+C—112(2+1)+C
1717—2 ) —4nx
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La integral es impropia, por lo que:

b xin(x?*+1)

to xin(x?+1)
——————dx = lim
1 x2+1 b+ J; x2+1
+00 2 b
xIn(x+1 1
¥ x = lim [— In?(x? + 1)]
1 x2+1 b > +oo 1

1
dx = lim 2 [In?(b? + 1) — In?(2)]

b — +oo

f+°° xIn(x?+1)
1 x2+1

to xin(x?+1)
f > 1 dx = 4+
1 x4 +1
. La integral impropia DIVERGE.
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como No logra Identifica que | Integra Aplica
resolver aplicar debe aplicar correctamente correctamente la
integrales técnica de dos veces la por sustitucion, técnica de
impropias y integracion | técnica de pero no evalua sustitucion,
concluir si alguna. sustitucion, bien el limite o no | evalua bien la
convergen o pero se concluye. integral definida
divergen. equivoca en la y el limite, e
integracion. indica que es
divergente.
0 1 2-3 4

De los siguientes ejercicios, SELECCIONE SOLAMENTE UNO y resuélvalo.

8) (8 Puntos) La poblacion de mosquitos p (en miles de mosquitos) en cierta zona

pantanosa, durante el mes de agosto, se expresa por:

9
p(x) = —-x3+ sz +30x + 112,

0<x<8

donde x es la precipitacion pluvial (nimero de pulgadas de lluvia) en ese mes.

Justificando su respuesta con criterios de cdlculo, determine:
a) La poblacion maxima de mosquitos.

b) Elintervalo de valores de la precipitacion pluvial x para los que esta poblacién de

mosquitos es creciente.

Solucion:

a) Se determina la primera derivada de la funcién p:

p'(x) = —3x% 4+ 9x + 30

Elaborado por @jmedina y @gbaqueri
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Se iguala a cero esta derivada para determinar los puntos criticos estacionarios, ya
gue los puntos criticos de fronterason x =0 y x = 8:

—3x2+9x+30=0 +(-3)
x*=3x—10=0
(x=5)x+2)=0

x—5=0VvVx+2=0)
(x=5Vvx=-2)

Se descarta el valor x = —2 porque no es parte del dominio de la funcidn, ni tiene
sentido en el problema descrito.

Se obtiene la segunda derivada de p:
p'(x) =—6x+9
Y evaluamos x = 5 en esta segunda derivada:
p"'(5) =—-6(5)+9=-30+9=-21<0 . Setratadeun maximo.
Ahora se evalua el punto critico estacionario y los puntos de frontera:
p(0) =112
p(5) =—(5)3+ %(5)2 +30(5) + 112 = —125 +%5 + 150+ 112 = 43—9
p(8) = —(8)% + %(8)2 +30(8) + 112 = —-512+ 288 + 240 + 112 = 128
p(5) > p(0) A p(5) > p(8)

El nimero racional 422 es igual a 249.5. Como este niumero representa la poblacién

en miles de mosquitos, quiere decir que la poblacion maxima es de 249 500
mosquitos.

b) Para resolver esta segunda interrogante se plantea la siguiente inecuacion:

p'(x)>0
—3x2+9x+30>0 +(-3)
x2—-3x—-10<0
(x=5x+2)<0 A x € [0, 8]

La poblacion de mosquitos es creciente en el intervalo (0, 5).
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Rubrica del literal a):

Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
reconoce un No logra Deriva bien, | Resuelve bienla | Concluye
problema de asociar los pero tiene ecuacion, pero correctamente
aplicacion de datos algin presenta algiin sobre la
maximos y proporcionados | problema inconveniente en | poblacién
minimos en o nosabe que | pararesolver | laevaluacién del | maxima de
donde puede debe derivar. la ecuacién punto critico mosquitos.
aplicar los planteada. estacionario y los
criterios de la puntos criticos
primeray la de frontera para
segunda poder decidir.
derivada. 0 1-2 3-5 6
Rubrica del literal b):
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
reconoce un No logra asociar los datos Plantea la Concluye bien
problema de proporcionados, no sabe que inecuacién, pero | sobre el
aplicacién de debe derivar o no deriva bien. | tiene algtn intervalo de
maximos y problema en valores donde
minimos. determinar el la poblacion de

intervalo mosquitos es
solicitado. creciente.
0 1 2

9) (8 PunTos) Se desea construir una cisterna subterranea con la finalidad de almacenar
100 7 pies? de desechos radioactivos. La cisterna tendra forma cilindrica. La base y la
cara lateral (todas bajo tierra) tendran un costo de $ 100/pie? y la tapa (al nivel del
suelo) tendra un costo de $ 56.25 /pie?.

Justificando su respuesta con criterios de calculo, determine las dimensiones de la
cisterna para que el costo de construccion sea minimo.

Solucion:

Sean r y h, las longitudes del radio y de la altura del cilindro, respectivamente. La
cantidad de material necesario bajo tierra es Areag,s, + Area;grerq;- La cantidad
necesaria para la tapa es Areap,s,. Considerando los costos indicados, se plantea la
siguiente expresion:

C(r,h) =

Areapgteral
—_—— —~
2nrh  +  mr?

Areapgse

Costo Unitario Areapgse
—~ —~
100 + mr?

Costo Unitario

56.25
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Se conoce que:

Volumen = nr*h=1001w
Por lo que:

100
h:T_z

Reemplazando en la expresidn de costo:
100
C(r) =100- <2nr (r_z) + m‘z) + 56.25 - rr?
C(r) = — + 156.25 - tr?

Derivamos:

20000m

C’(T) = _T'—2+ 312.50 nr

Se iguala a cero la derivada para determinar los puntos criticos estacionarios:

200007

r2

+312.504r = 0

—20000 + 312.5073 =
r3 =64
r =4 [pies]

Se obtiene la segunda derivada de C:

400007
C”(T‘) = T'—3 +31250~m

Y evaluando, se obtiene que C"'(4) > 0. Lo cual quiere decir que se trata de un valor
minimo.

Entonces, la longitud de la altura seria:

_100_100_ oo
@16 ° pies

En conclusién, las longitudes de la cisterna cilindrica para minimizar el costo de
construccién deben ser de 4 [pies] para el radio y 6.25 [pies] para la altura.
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
plantea un No logra Plantea la Plantea la Plantea la
problema de asociar los expresion de | expresion de expresion de
optimizacién datos dreadela dreadela dreadela
con expresiones | proporcionados | superficie superficie lateral | superficie
de geometria o se limita al lateral y de la | y de la base de lateral y de la
del espacio, planteo del base de un un cilindro, base de un
realiza el dreadela cilindro; y, determina bien | cilindro,
analisis de superficie determina la funcién de determina bien
calculo lateral y de las | bien la costo a la funcién de
diferencial e bases del funcién de minimizar, aplica | costo a
interpreta los cilindro. costo en el criterio de la minimizar,
resultados términos de | primera aplica el criterio
encontrados. una variable, | derivada, pero de la primeray
pero se no aplica el de la segunda
equivoca el criterio de la derivada; vy,
derivar. segunda determina las
derivada. dos
dimensiones
solicitadas.
0-1 2-4 5-7 8
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