RUBRICA DEL PRIMER EXAMEN DE CALCULO VECTORIAL
PAO 2 2025-2026

TEMA 1: Sea
fx,y)=1+sen(3x+y)

una funcién diferenciable que representa el campo escalar de temperatura en una placa metélica.
a) Calcule todos los vectores unitarios v € R? para los cuales la tasa de cambio de f en la direccion
de v desde el punto (0,0) es igual a 1.
b) Determine la direccion de maximo incremento y el valor maximo de la tasa de cambio de f en
(0,0).

Solucioén:

Para la parte (a), halla el gradiente de la funcion:

Vi(x,y) = (3005(3x + y),cos(3x + y))

En el punto (0,0):
V£(0,0) = (3,1)

Hasta 3 puntos.

Luego, la derivada direccional en la direccion del vector unitario v = (u4, u,) esta dada por:
D,f(0,0) =Vf(0,0) v =3u; +u,
Se desea que esta tasa de cambio sea igual a 1, por lo tanto:
3us tu, =1
Con la condicion de que u sea unitario:
wt+u>=1
Resolviendo el sistema:
De la primera ecuacion:
u, =1-3uy;
Sustituyendo en u;? + u,? = 1:
u?+0-3u)?=1=u?+1-6u, +9u,2=1

3
5u12—3u1=0=>u1(5u1—3)=0=>u1=0 \ u1=§
Calculamos los valores correspondientes de u,:

uyy=0=u,=1-3u,=u,=1-30)=1

5 5 5
Por los tanto, los vectores unitarios buscados son:

3 3 4
u1=—=>u2=1_3u1=>u2=1_3<_>=__



3 4
v =(01) ; vy = (g,—g)

Hasta 8 puntos.

Para el literal (b), la direccién de maximo aumento de f es el gradiente Vf(0,0) = (3,1). El valor maximo
de la tasa de cambio es la magnitud del gradiente ||Vf(0,0)|| = V32 + 12 = +/10. Hasta 10 puntos.

TEMA 2: Sealafuncion f : R2 —» R; z = f(u,w) = cos(u?) + 4u + e% *1.si
u = x + 2025t y w = x — 2025¢t, demuestre, usando la regla de la cadena, que z = f(u,w)
satisface la ecuacion:

0% _ q0252 2%

otz dx2

Solucion: Calculando las primeras derivadas parciales, esto es:

0z 2

Fri (—2usen(u?) + 4)(2025) + 2we" " *t1(-2025)
0z 2
P (—2usen(u?) + 4) + 2weW"*1

Hasta 4 puntos.

Luego, calculando las segundas derivadas, se obtiene:

0%z 2 2 2 2 2
32 = 20254%(—2sen(u®) — 4u® cos(u®) + 2 + 4w*)
0%z 2 2 2 2
Froi —2sen(u®) — 4u” cos(u®) + 2 + 4w

Hasta 8 puntos.

Finalmente verifica la igualdad:

Hasta 10 puntos.



TEMA 3: Sea la funcion:

Ty

T 0,0),
ey = Ly EV7F 00,
L (,9) = (0,0).

(a) Determine si f es continua en (0, 0).
(b) Determine si f es diferenciable en (0, 0).

Solucion: Para (a), utilizando el célculo del limite mediante coordenadas polares obtiene:

i Ty ) r2 cos 0 sin f i rcos 6 sin f
lm —— =lim-— _ —— — lim :
(@)—(00) |z| + |y| =0 |r|[|cosf| + [sinf|] r—=0[|cosf| + |siné)||

=0

Concluye que el limite es CERO, indicando que la funcién en términos de 6 es acotada y por lo tanto
continua en (0, 0). Hasta 4 puntos.

Para (b), primero calcula las derivadas parciales en (0, 0):

£(h.0) — £(0.0) £(0, 1) — £(0,0)

f=z(0,0) = lim =0, fy(0,0) = }1’1_15' ' =0,

h—0 h h
Hasta 6 puntos.
Finalmente, por la definicion de diferenciabilidad eval(a el limite y obtiene:
) f(hy, ha) ) flhy, ha) cosflsin f
o lim ——== lim "= Toosd T
(hiha)=(0.0) \/hI + hZ  (hrho)(00) T | cos | + | sin |

Expresion que depende del angulo 8, concluyendo que f no es diferenciable en (0, 0). Hasta 10 puntos.

TEMA 4: Seaz = g(x,y) un campo escalar definido de manera implicita por la ecuacion:
ze? = xe* — ye¥,(x,y,z) € R3.

a) Si (1,1, zy) es un punto que satisface la ecuacion dada, deduzca el valor de z,.
b) Justifique si la ecuacion dada definea z = g(x,y) con g de clase C* en una vecindad de (1, 1).
c) En caso de ser afirmativa la respuesta en b), calcule la maxima variacion de z en el punto (1, 1).

Solucion: para la parte a) se deduce que cuando x = y = 1 la ecuacion se satisface si y solo si z, = 0.
Hasta 2 puntos.
Para b) se tiene que la ecuacion dada define una funcion implicita de la forma:



F(x,y,z) = ze? — xe* + ye¥ = 0.

Se cumple que F es de clase C* en R3 y ademas F,(1,1,0) = 1 =# 0. Por hipétesis de funcion implicita
se justifica la existencia de g. Hasta 5 puntos.

Para la parte c) se obtienen las derivadas parciales de z usando las férmulas dadas por el teorema de la
funcién implicita version escalar, obteniendo:

7,(1,1) = —F.(1,1,0)/F,(1,1,0) = 2e

z,(1,1) = ~F,(1,1,0)/E,(1,1,0) = —2e.
Por lo tanto:

Vg(1,1) = (2e,—2e) y la maxima variacion de z en (1,1) es ||[Vg(1, D|| = ||(2e, —2e)|| = 2eV2.
Hasta 10 puntos.

TEMA 5: Considere la superficie S:x% + xy + 2z> — 6 = Oyelpunto P = (1,1,V2).
(a) Halle la ecuacién del plano tangente a la superficie en P.

(b) Determine el punto de interseccion de la recta normal en P con el plano z = 0.

(c) Determine la medida del angulo 6 entre la recta normal y el eje z.

Solucion: Verificaque el punto: P: (1,1,vV2) = 14+ 1+ 2(V2)2 -6 =14+ 14+ 4 -6 = 0,
pertenece a la superficie S, luego calcula el vector normal: (2x + y, x, 4z). Evaliaen P: (3,1,4v2).
Hasta 3 puntos.

Con esto obtiene la ecuacion del plano tangente: : 3x + y + 4V2z — 12 = 0. Hasta 4 puntos.

Para (b), calcula la recta normal: (x,y,2z) = (1,1,v2) + t(3,1,4V2),t € R. Asi el punto de
interseccion es:

3
20 =V2 + 42t =02t =— 2 =(3,5,0).
Hasta 8 puntos.

Para (c) la medida del anguloes: 8 = arc cos(f/%). Hasta 10 puntos.



