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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ecuaciones Diferenciales separables

Se tiene una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden:

dy
Jx F(x,y)

Se dice que ecuacidn diferencial de primer orden es separable si se puede expresar la esa
ecuacion diferencial de la siguiente manera:

dy

F F(x)G(y)
Donde F(x,y) se lo expresa como una multiplicacién de dos funciones, una que depende de la
variable “x” y otra de la variable “y”. En este caso se obtiene la siguiente solucién de esta

ecuacion diferencial:

dy
- = FW6W)

dy _
O F(x)dx

J Gd(y) j Flxdy

Donde la solucién de esta ecuacidn diferencial separable tiene la siguiente forma:
() =%x) +d

1.- Encontrar la solucion implicita de la siguiente ecuacion diferencial:

dy(xy -2x +4y -8) -dx(xy +3x-y-3)=0

dy = xy+3x-y-3

dx _xy-2x+4y-8

dy x(y+3)-(y+3)
dx x(y-2)+4(y-2)

d +3)(x-1

= ey e
(y-2My _ (x—1)dx
(y+3) (x+4)

Iy 2)dy I(X 1)dx

= Integramos a ambos lados de la ecuaciéon

y+3 (x+4)
(y+3)dy 5dy (x+4)dx 5dx
-[ (y+3) Iy+3_-[ (x+4) _-[(x+4)

5d 5dx
IYI y_J _J(X+4)

y—51n|y+3|=x—51n|x+4|+c
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.- Encontrar la solucion particular de la siguiente ecuacion diferencial:

si y(0) = —
3e*tan(y)dx + (2 —e*)sec’(y)dy =0
(2 —e*)sec’(y)dy =—3e*tan(y)dx;

dy _ —3e’tan(y)

dx - @e)seci(y) f().-8(y);
sec’(y)dy __Befdx
tan(y) 2-e")’
3e” dx _

sec’
I tan y) -[

= tan(y) = du = sec (y);
v=2-e*=dv =-e*dx;
= Reemplazan do :

du 3dv

PR
In|u| = 3In|v|+ ¢

Reemplazandouy v:

1n|tan(y)| =3In2-e*
eln‘tan(y)‘ _ e31n‘27ex‘+c;
tan(y) = (2-¢e*)’K;

La solucion general es :
y = arctan|(2 —e*)’K};
siy(0)=m/4;

=

n/4= arctan[(Z —e’ )K],
11/ 4 = arctan(K);

tan(4j K=K=1;

La solucién particular es :

y =arctan|2—-e*)’}

3.- Exprese de forma implicita la solucion de la siguiente ecuacion diferencial:

dx
x/2 d _ —
Y " e@ s e
e ydy = dx ) Integrando por fracciones parciales obtenemos :
e’ (1+e?) 1 A B _C
d 1 ul(u+1) u® u 1+u’
L x/2 x/2 y:f(x)-g(}’); ( )
dx e (1+e"")ye Donde los valoresde A, B,Cson:
£(x) = . 1 - A=1;,B=-1,C=1;
e’ (1+e7) 2du 1 1 1
1 T j(_Q__+_)du ;
. u“(1+u) u” u 1l+u
g(y)=—=
ye 2du _, du
y j ’(1+u) J. J. 1+u'
fye dy = Iﬁ
(1+e™7) 2du 2
J.Z—:———21n|u|+2ln|1+u|+c;
J'L:7 u’(1+u) u
e?(1+e¥?)
1 :>J. 7 dx A= X2/2—21nex/2 +21r1‘1+ex/2 +c;
u=e"? = du=—e"’dx; e (I+e™) e
1 2d yer -t = [
du:Eudx:dx:—u; e¥?(1+e¥?)’
u e .
rdu La solucién 1rnp;1c1ta general es:
:>J' - dx — :J u :J 22du =ye' —e’ =-—— X/2+21n‘1+ex/2+c:;
e’*(1+e¥") Yu(l+u) “u(1+u) e
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

4.|- Encuentre la solucion general de la siguiente ecuacion diferencial:

2y In(x)dx —(e? —e™¥)x /1+1In(x)dy =0
e 7 )x,/1+In(x)dy = 2y In(x)dx;

dy 2yIn(x)

dx - (ey —e’Y)X\/1+1n(X) :f(Y)g(X)/
_Z—y A :&.

f(y) = @ —e) g(x) X\/Tn(x)'

dy _ 2yl(v)

dx  (e" —e™)xy/T+In(x)

@ =)y I

2y Y= x\/l +1In(x)
Integrando a ambos lados de la ecuacion se obtiene :

J~(ey —e” —I h’l(X)
2y TG
(e’ —e™)
2

Siobservamos que =senh(y) entonces tenemos lo siguiente :

j senh(y J~ In(x)

y X4/ 1+ 1In(x
Para integrar senh(y) dy debemos usar series de potencias:

2n+1

+00 h(y) +00 y
Si senh( y sen _ ;
tsenh(y) = Zzn+1):> y ;(2n+1)!

Re emplazando

I 2n+1 jx1/1+ln

Integrando Zy;)dy obtenemos que:

2n 2n+1

DA S o y :
I§(2n+1)! y_§(2n+1)(2n+1)!’
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

. In(x)
Ah t do————d
ora integrando 17 In0) X
I&dx =7
x,/1+1In(x)

Siu:ln(x):>du:g

X
In(x) ¢ udu
:Ix1/1+ln(x) Cb(_J.\/1+u’

Ahoraz®’=1+u=2zdz=du;

udu  (z*-1)2zdz
:J.\/1+u_'|. z '

jfwﬂj(zz -1)dz=2{§—z}+€;

J1+u B

I . |(I+ne) .
= IXT\/T(X)dX = 2{# 1/1+1n(x)]+ G

La solucion general de forma implicitaes:

gt T

Z(2n+1)2n+1)

ESPOL 2009



Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ecuaciones Diferenciales Lineales

Las ecuaciones diferenciales lineales tienen la siguiente forma:
y'+p()y = g(x);
Existen dos métodos para resolver este tipos de ecuaciones:

» El método del factor integrante.

» Método de variacion de parametros

El método del factor integrante:
y'+p(x)y = gx);

d
u(x) = ejp(x) N

Método de variacion de parametros

Y+P(X)Y = 9(X); R'e emplaza_ndo 8 .
"+ py, = 0; Y'+ p(x)y = g(x);
Vi P w9 + 3]+ peoy v = g09;
Vi = PO vy [+ vy, + peo, 1= 200
% =—pX)y,; Peroy', + p(x)y, =0, entonces:
p ')y, [+ v[o] = ge;
J.ﬂ = I— p(x)dx; vy, ]= g00;
Yh dv
Inly,|= [ - peodx; a8
y, = el I dv = I 8(x) dx;
. Vi
Asumir: )
y=yv; v = gyh dx;
y'=y' () +yvx); e e
p=el 7 B 4
Yu
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

3

x
"Dy = ;
1) ==y sen’ (x)4/ctg(x)

2
X

! 2 — .
y X Y= sen’(x)3/ctg(x) ’

Tienela forma y'+p(x)y = g(x);

Por lo tanto podemos aplicar el método del factor integrante :
Encontremos el factor integrante u(x) :

u(x) _ e_[p(x)dx

2
_ eI’QdX _2In(x)

In(x2 -2 1,
—e =) —;

X
Multipliquemos el factor integrante u(x) a ambos lados de la ecuacién :

L( 2 j_i x* :
0T sen?(x)4/ctg(x) |

i(l j_ 1 .
dx\x*”) | sen?(x)4/ctg(x) |

u(x)

~<

La solucién general de la ecuacion diferencial es :

, le_ 4etg’(X) C];

3
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

ey =T y(0)=1: ()_1 ; 0<x<2
y+px)y=1 ylU)=1; px_-Zx; x>0

2)

Para el intervalo 0 < x < 2 resolvemos la ecuacion diferencial, donde p(x)=1:

Ahora para x > 2, p(x) = -2x;
y'-2xy =1; (Ec. dif. lineal)

yry=1; u()=el e
dy +y=1L= dy_ 1-y; (Ec. dif. separable); e (y-2xy)= e (1)
b . de™y) _ v,
=dx= J. Y jdx dx '
l_n}|’1 | s C' Jd(e’xzy) = J.e’xzdx; = e’xzy = .[e’xzdx;
ln|1 3 y|}’: 4K , Pero para integrar e™ dx necesitamos

In|1- -
en\ vl —e x+K;

n_2n
1-y=k,e™; =€ _J.ZLCI
y, =1-k,e™; ) x4t
Peroy(0)=1; y Z 2n+1 n'
1=1—k1e°;:>k1=0; . )" 2041
—>y,=1 para 0<x<2 _ex 2n+1 n!

Ahora para encontrar k, usaremos la
condicion de continuidad de dos funciones :
Esta condicion dice :

lim () =lim f(x)

=>lirzr1y1 =lir2§1y2;
. . , 2 (_1)nx2n+1 )

—Tim 1= ST X ek, |;
i =i 5 G e

+oo n ~2n+1 nA2n
:129222% ¥k, = 1= e4zM+e4k2;
(2n +1)n! ¢ (2n+1)n!

2 1 & (-1)"2%2
=1- =e'k >k, =—-) ~—————;
¢ z 2n+1 nt 2 e ; (2n+1)n!

+o0 2n

Lk, =L oy D27,

et & @n+1)n!’

La solucion queda expresada con
la siguiente regla de correspondencia :
1; 0<x<2

y: +oc( 1)n 2n+1 ( 1 nn2n
Z:(2n+1)n' {_ Z:(Zn+l n‘} ¥=2
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

3.- Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

dy _y
dx e’ +2x

Si observamos que esta es una ecuacion diferencial no separable, no lineal con respecto
a y, que tal si hacemos que nuestra variable independiente sea “y”, y que “x” nuestra
variable dependiente, es decir obtener nuestra solucion en funcion de “y” (x f(y)).

(ey + 2x)dy =ydx;
dx

Y 49x)= p

(e + x) ydy

yd——ey 2x=0; = yx'-e¥-2x=0;
dy
, e’ 2x . 2x €
S5>xX-————=0, o> x-—=—;
y ¥y y 'y

Tiene la forma x'+p(y)x = g(y);
Ahora y es la variable independiente :

Apliquemos el método del factor integrante :

X'+p(y)x=g(y);

* El factor integrante ahora depende de y :
u(y) — e_[p(}/)dy;

2

_7dy
; entonces u(y)=e ¥ = o2y _

p(y)= 2
y

=y? =>uly)=y’

Multiplicando el factor integrante u(y) =y~ a ambos lados de la ecuacion diferencial :

, 2x € 2[, ZXJ ;e
X—-—= = Yy x-—|=y"—.
y y y
%[Y’ZX]
i -2 _i 2] 2. 1_1¢€_
S-S = dy = Say =[]
2 y 2 e’

, e . ,
Paraintegrar — dy usamos series de potencias :
Yy

+00 n y +00 n-3
L31= y
3
n! n!
y n=0

1 1
st —t+—+
0' 1Uy? 2y

e¥ =

IZ

20 yn—?)
Z n!
n=3

+00

1 1 1 y'?
x(y)=y jy dy = y{—y—y 5In (Y)+Z3(n—2)n!+
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

4.- Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

xy'-y = x’sen(In(x)); y(1)=0;

Utilizando el método del factor integrante:
xy'—y =x"sen(In (x));

y' =Y = xsen(In (x));
X

Tiene la siguiente forma y'+p(x)y = g(x), entonces :

u(x) = elP(x)dx;
=u(x)=ePY™;  donde  p(x)= —l;
X

1
—[—=dx 1
X =e “(X);

= u(x)=ePM™ =¢
Su(x)=x";
Multiplicando el factor integrante a ambos lados de la ecuacion diferencial se obtiene :

X—1yu —xt y_ x‘lxsen(ln (x));
&[XJY]

%[x'ly]zsen(ln(x)) = d[x'ly]zsen(ln(x))dx = J.d[x'ly]zj.sen(ln(x))dx

xly = jsen(ln (x))dx
y= xjsen( In (x))dx

Isen(ln(x))dx =?

dx y- xz[sen(ln(x)) - Cos(ln(x))]

z=In(x); = dz=—; 5 +Cx;
P
dx=xdz; Perox=¢*; y(1)=0;
d.x —e*dz; oo 1 [s,en(lna))2 —cos(In(1))] Ly
| sen(In(x))dx = Isen(z)ezdz; oo [sen(0) ; c0s(0)] .c
| sen(z)e“dz, integrando por partes obtenemos que : 0= _% +CimC %;
.sen(z)ezdz _e [sen(z)z— cos(?)] +C;
* fsen(in(x) ()] La solucion es :
x|sen(In(x)) — cos(In(x
:>J‘sen(ln(x))dx= 5 +C; y: xz[sen(ln(X))—COS(ln(X))]_i_ﬁ
Ly X{x[sen(ln(x))z— cos(In(x))] . C} 2 2
y= xz[sen(ln(x);— cos(In(x))] L Cx;

ESPOL 2009 10
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ecuaciones diferenciales Exactas

Las ecuaciones diferenciales exactas tienen la siguiente forma:

M(x,y)+ N(x,y)y'=0;
Es exacta si :
OM(x,y) ON(x,y)

oy ox
My =N_;
Entonces existe :
FE(x,y) tal que :
OF(x,
—%32=M&Jx
X
OF(x,
TN Ny
oy
Si escogemos % = M(x,y), se obtiene :
X
OF(x,
—%JQ:MQJ)
X

j OF(x,y) = j M(x,y)ox;

F(xy)=G(xy)+h(y);
Luego derivando F(x,y) con respectoay :
oF(x,y)
=G'(xy)+h'(y);
oy

Luego igualando con

G'(x,y)+h'(y) =N(xy);
h'(y) =N(x,y)-G'(xy);
h(y) = La constante de F(x, y).

Y _ N(x,y);

Entonces :

F(xy) =G(x,y) +h(y);
La solucion es :

F(x,y)=0;
G(xy)+h(y)=0;
OF(x,y)

F(x,y) = H(x,y) + h(x);
Donde la solucion es :
F(x,y) =0;

Si se elige ——— = N(x,y), y procedemos de la misma formna, se obtiene :

ESPOL 2009
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

1.- Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:

4x3y—£+yln(x)+x(3\/x—4)} { *
x

— }dy:O

Xy

4xy - &
x

Xy

+yln(x) + x(i/xj)} + [x4 i

+ xIn(x) — x}y' =0
y

X

+yln() (3x—4);
M, =4x’ - Xy+ln(x);

y

M(x,y) = 4x° y—

xy

N(x,y)=x* ——+ xln(x) — x;

Nx = 4x> —e¥ +In(x);
My = Nx,; entonces la ecuacion diferencia l es exacta;
. . Fx = M(x, y)
= Existe una funcion F(x, y), donde
Fy = N(x, y)

Si Fy = N(x, y), entonces se obtiene lo siguiente :

xy

Fy =x* - +x1n (x) -

oFXy) _ 4_e”

=X -

Jy y

+x1In (x) — x;

Xy

O(F(x,y)) = £x4 - ey +x1In (x) - xj@y;

Entonces integrando a ambos lados de la ecuacién :

j&(F(x,y)) = I(x“ % ixIn (x) - xjay;

y
Xy
F(x,y)=x"y - J(e J&y + yx In(x) — xy + h(x);
y
Xy

xy

Para integrar [e jay se usa series de potencias :

e 1 f(xy)n Z(X) y)"”" l;ﬁM-

y Yo y n!
eV 1 ) (y)“‘1 R )
f[yjéy‘f(y D LA A Yy ryyy
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ahora si Fx = M, entonces se obtiene lo siguiente :

Fx = M(x,y);
Fx=4x"y - e:(y +yln(x)+x(3 x—4);
+o0 n-1 n
Fx = 4x3y—zM+y[1+ln(x)]—y+h'(x);

= (n)n)

Fx=4x3y—2%+y+yln(x)—y+h‘(x);

e
+yIn(x)+h'(x);
X

Entonces reemplazando Fx :

Fx =4x’y -

R e X eV
4’y ——+yIn(x)+h'(x) =4x’y - +yln(x)+x(3 x—4);
X X
Eliminando términos :
h'(x) = x(3 x—4),'
Obteniendo h(x) :

h(x):'[x(?{/x—él)dx;
7z’ =x—4;=3z°’dz=dx;
z:(3 x—4)
x=z>+4;
h(z):j(z3 +4X§/Z—3)322dz;
h(z):3'[(z6 +4-Z3):12,'
h(z)=3:§+z4 +C};
31)(;4 / +(3 X_4)4 +C:|;

Entonces:

F(x,y)= x4y—ln(y)—+Zj ()((r)1)((r}i')) +yx ln(x)—xy+3{w+(3 x—4)4 +C};

La soluciénimplicitaes F(x,y) = 0, es decir :

x4y—ln(y)—2(>((r):)((z!))n +yx1r1(x)—xy+3{—(3 X;4) +(3 x—4)4 +C}=0;

ESPOL 2009
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.- Resuelva la siguiente ecuacion diferencial:
3

(y _ﬂ+xyj (2xy—x+ln(x+1)+x2y+ 3/ Jy':o;

x+1 y° -2
M(x,y) = v — XY xv?
(oy) =y =5 +xy
3
N(x,y) =2xy —x+In[x + 1|+ x’y + Syz
X
My =2y ———+2
y== x+1 o
1
Nx =2y -1+——+2xy;
ey il Y
1-x-1
Nx =2y + +2xy;
AR A d
Nx =2
x+1
My =Nx; laecuacion diferencial es exacta.
. . Fx = M(x,y)
= Existe una funcién F(x, y), donde
Fy =N(x,y)
Si Fx = M(x, y), entonces se obtiene lo siguiente :
Xy 2
Fx=M(x,y) =y~ - +Xy°;
X=My)=y" ————+xy
o(F(xy)) XY o2
—_— -——+
0x =y x+1 d
Xy
AFxy) =|y* ———=+xy’ |ox;
(F(xy)) [y 1 xij
XY
F(x +h(y);
(x,y)=xy* =y = ox+ = +h(y)
1-1 Xzyz
F(x,v)=xy? — X+ OX + +h(y);
(y)=xy" =y[ == 0x+=——+h(y)
1 X2y2
F(x,y)=xy* —y|ox+ Ox + +h(y);
(6 y)=xy" —y[ox+y[——ox+=—"—+h(y)
X2 2
F(x,y)=xy’ —xy+yln/x+1]+ Y +h(y);

Ahora si Fy = N(x, y), entonces se obtiene lo siguiente :
Fy =N(x, y);
Fy =2xy —-x+In|x +1|+x*y +h'(y);

ESPOL 2009 14




Ecuaciones diferenciales de primer orden

Entonces reemplazando Fy :

2xy —x+In|x+1|+x*y +h'(y);=2xy —x+In|x + 1|+ x*y + — 5
y —
Eliminando términos :

) -2
z=y :>dz=4y3dy,
h(Z)=1I dz _1 |Z \/_|

43722 4 zf \Z+f\

22

h(z) = 8\/_ ‘z+\/_+c;

W2l
h(y)= sf “lyiva \
Entonces :

2_.2

F(x,y):xyz—xy+y1n|x+1|+X Y g |y |

2 ‘y +\/_‘

La solucién implicitaes F(x, y) = 0, es decir :

2.2

xyz—xy+yln|x+1|+X2y +8ﬁln§§4;\/§%+C=0;

3.- Determine el valor de N(x,y) para que la siguiente ecuacion diferencial sea
exacta, luego encuentre la solucion de forma implicita:

{ywx”2 - de+N(x,y)dy 0
x’+y

Para que la ecuacion diferencial sea exacta debe cumplirse que My = Nx
Nx = My;

NX=1 “1/2,-1/2 _ X _;
2 (x*+y)
ON(x,y) _ 1y—1/2x—1/2 - ~;
ox 2 (< +y)
aN(X’y) = lyfl/fol/Z _ - X > ax;
2 (x*+y)

ESPOL 2009
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

[oN(xy) = J[%mem —ﬁ}ﬁx;

N(x,y)=y /*x"* - f(%}ax;

X2+Y)2
u=x’+y;
ou = 2x0x;
1¢0u
_ /2,172 - P Y
N(X'Y)_y X 2‘[112’
N(x,y)=y /*x!/? A C;
2u

N(x,y)=y "/*x/? +7—)2 x21+y +C;

de + (yl/le/z + szl—_py) + dey =0

Ahora como My = Nx;

1/2_-1/2 X
(y X+ N v
Fx = M(x,y)
Fy =N(x,y)

Si Fx = M(x,y), entonces se obtiene lo siguiente :

= Existe una funcion F(x,y), donde {

Fx=M(x,y)=y"/*x"? +

—

X +y
o(F(x,y)) :y1/2X71/2 n 2X
ox X +y
oF(xy)) = (YUZX_M + %Jax;
X +y

F(x,y) = 1/2,-1/2 X ox;
(xy) j(y X —xuij

F(xy) =2y + [ —ox;

X" +y
u=x"+y;
ou = 2x0x;
Fixy) = 2y"x + 2 [,
27 u

F(x,y) = 2y"/*x"/* +%ln‘x2 + y‘ +h(y);

Ahora si Fy = N(x,y), entonces se obtiene lo siguiente :
Fy = N(x,y);

=x'/?y71/? +—1 +h'(y);

F
y 2(x2 +V)
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Entonces reemplazando Fy :

1/2..-1/2

x'?y +h'(y)=y/*x"* + ! +C;

2(x* +y) 2(x* +y

Eliminando términos :
h'(y)=C;

Obteniendo h(y) :

h(y) =Cx+K;
Entonces :

F(x,y)=2y"*x"/* +%ln‘x2 +y‘ +h(y);
F(x,y)=2y"*x"/* +%ln‘x2 +y‘ +Cx+K;
La solucion implicitaes F(x,y) =0, es decir :

2y /2 x!/? +%ln‘x2 +y‘+CX+K;: 0;

ESPOL 2009
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ecuaciones diferenciales exactas con factor integrante

M(x,y)+N(x,y)y'=0;
Si My # Nx;
Entonces es una ecuacion diferencial no exacta, por lo tanto se necesita un factor integrante :
Un factor integrante que solo depende de x es :
[ g

u(x)=e &V ;

u(IM(xy) +u(x)N(xy)y'=0;
Ahora la ecuacion diferencial es exacta.

Un factor integrante que depende de y :
_[NX_MY Ix

u(y)=e "

u(y)Mxy) +u(y)N(xy)y' =0;

Ahora la ecuacién diferencial es exacta.

b [xydx+ (Zx2 +3y° - 20)dy =0; Si y(1)=1;
M(x,y) = xy;

My = x;

N(x,p)=2x"+3y* -20;

Nx =4x;

My =Nx; entonceslaecuaciéndiferencial no es exactaq;
Por lo tanto debemos encontrar su factor integrante :

(e
u(y) = ef(4;dey = eJ (%de =y’

u(y)=y’
Luego mulitiplicando u(y) a amboslados de la ecuacion:

y3(xydx)+ y’ (2x2 +3y" - 20)dy =0;
xytdx + (szy3 +3y° =20y’ )dy =0;
M(x,y)=xp";

u(y)=e

My = 4xy’;
N(x,y)=2x"y* +3y° -20y%;
Nx =4xp’;
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My =Nx, por lo tanto la ecuacion diferencial es exacta:

3(F(x, y)) talque : {Fx

Ecuaciones diferenciales de primer orden

=M(x,y):
Fy =N(x,y):

Fx = M(x,y);

HFCY) _ s,

b

ox

F(x,9)= [ xp'ox;

F(x,y)=

2_4

x’y

+h(y);

Fy =N(x,y).

2x2y3 +h'(y) = 2x2y3 +3y5 —20y3;
h'(y) =3y -20y°;

n(y)= [ (3y* -205" Jy:

y6
h(y)="=5y"+C;

Entonces:
2.4 6
Fooy =22 +Y _5p44¢
x'yt oy
= —5y'+C=0;

2)

2xdy - |y + xy® (1 + In(x) ) jdx = 0;

Siy1)=1;

y 5’25y+co

<xl><><)+co

1+l—5+C 0;
2 2

C=5-1;
C=4;

X2y4

2

6
+y?—5y4+4:0;

La solucion :

x’y* +y° -10y* +8=0;

ESPOL 2009
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

[y + xy? (1 + In(x)x - 2xdy = 0;

M(x,y) =y + xy3(1 +In (x));
My =1+3xy” +3xy” In(x);

N(x y) =-2x;
Nx=-2;

J'[Nx—My y
u(y) —e M(x,y) ;

I[M}, I[ -3-3xy” -3xy* In(x); ]d
u(y) =e y+xy® (L+In(x) v —e\ Y 1+xy? (1+In(x))

1+xy? (1+In(x)
[y1+xy 1+lnx ]d .[ dy_ 1

u(y)=e =—;

y

Luego mulitiplicando u(y) a ambos lados de la ecuacion :

% [y +xy* (1 +1n (x))dx- % (2xdy)=0;

{iz +x(1+1In (x))}dx - [i—?}dy =0;

y
M(x,y) = % + x(l +In (x));

2
My =-—;
y
2x
N y)=-—5;
y
Nx = —%;
y
My = Nx, por lo tanto la e.d. esexacta:
Fx = M(x,y);
A(F(x,y)) talque :
x,y)) talque {Fy NG y);
Fx = M(x,y);
OECY) 1 1 +np);
ox y
1
F(x,y)=[| +x(1+In (x))}&x,
y
2 2 2
F(X,y) = — +—+-—In(x) ~ =+ h(y);
yo 2
Fy =N(x,y)
2x 2x
—7+h( )=
h'(y)=0;
h(y)=C

ESPOL 2009

Entonces :
2 2 2
F(x,y)= L+X—+X—ln(x)—X—+C;

y 2 2 4

2 2 2
X X X In(x) -2+ C=0;

y 2 2 4
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

3 [x° +(y21/y2 +1)y’: —2xyln(y);
2xyln(y)+lx2+y2,/y2+1ly'=0;

M(x,y) =2xyIn(y);
My = 2x[1+In(y)];

N(x,y)= [x2 +y°4y’ +1}

Nx = 2x;
el

M] [*MHMJ 1
'[[ 2xyIn(y) @ =e'[ 2xyIn(y) i — '[ Ydy-

u(y)=e

u(y)=e

u(y)=1;
y

Luego se multiplica u(y) a ambos lados de la ecuacion :

y(2xyln y))+ [x +y74y* +1 ]y 0;

2xln(y)+{x+y y2 +1}y'=0;
y

M(x,y) =2xIn(y);

My = Nx, por lo tanto la e.d. esexacta :
Fx = M(x,y);
3A(F(x,y)) talgue :
VR {Fy =N(x,y);
Fx = M(x,y);

G(F(;(, y)) =2xIn(y);;

F(x,y) = [ [2xIn (y)lx;
F(x,y) =x*In(y)+h(y);

Fy =N(x,y);

X2 X2

2 Lh(v) = 241; 1

S RO = Y h(y):g(y2+1L/y2+1+C;

h(y)=yyy’ +1; Entonces :
— 2 .

h(y)—'[(y\,y +1)dy, F(x,y)=x ln(y)+%(y2+1L/y2+1 +C;
2

u=y +1;

du =2ydy; x2 ln(y)+%(y2+1)\/y2+1 +C=0;

h(y)= %I\/Hdu =;Bu3/2 +C} =%u\/H+C;
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Sea

d 4 . . .
Ey-'- p(x)y =g(x)y" una ecuacion diferencial de Bernoulli, donden=0,1.

Esta esuna ecuacion diferencial no lineal,que se laconvierte en lineal
haciendo el siguiente cambio de variable:

v=yl—n
Donde :
Db )y W
dx dy dx dx

Se multiplicard el factor (1-n)y™ a ambos lados de la ecuacién de Bernoulli:
) - -n n

=)y Zo 4 (L=n)y " p()y = (1=n)y g (x)y

Se obtiene lo siguiente:

(1= L (1= n)p()y'" = (1= m)e()

[ ) v

Esto es: @D
dx

% +(1-n)p(x)v=(1 —n)g(x)} Esto es una ecuacién diferencial Lineal,

que se puede resolver por elmétodo delfactor integrante.
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

1) |xdy- |y +axy’(1+ ln(x))de =0;

xdy-[y +xy°(1+In (x))]dx =0;
y'—{z+y3(1+ln(x))} -0; .

X

Y _ .3 . —13.

y-L=y*(1+In(x));, n=3;
X

Se sustituyev=y'™";

V= y_z;
Ve dv _ oy dy ,
dx dx

Luego se multiplica — 2y~ a ambos de la ecuacion :

-2y~ y+2y X— -2y~ y3(1+ln(x));

~2yy' 2% = 2(1+In(x));
Reemplazandovyv':

V'+2—V = 2(1+In(x));

Res:lviendo por factor integrante :

2
=d
u(x) = eIX T=x?

4

X2V'+X2 2_V — —2X2 (1 +1In (X))/
X

@ = 2x*(1+In(x));
v = [-2* (L4 In pOkix;
x2v = -2[ (¢ +x* In(x) dx;

X’V = —§x3 — 2j (x2 ln(x))dx;

ESPOL 2009

| (x? In(x) Jdx =2

u =In(x); = du=

.
9

dx
X
3

dv=x'dx; = v=x?;

J( e =1,

2 2x71 2
xlv=-"x- X n(x)+ X + K;
3 3 9

Despejandolasolucion:
2 2xIn(x) L2 2x K

_— — + 3 ,
3 3 9 «x
Reemplazardov=y?:
5 2 2xIn(x)

=—X-
Yo=T3 3

2x K
+F+—2’

La solucion general es:

-

y= \/ 2 2xln(x) K
_ n =;

2x
=+
3 3 9
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Ecuaciones diferenciales de primer orden

2 .
2) xy'+y=yln(x); si y(1)=1,
y_ v In(x) ;
X X
v = ylfn — yfll_
dv _ dy.
ax 7 dx’
Luego se multiplica—y~> a ambos lados de la ecuacion :

—yryey Yoy N0,

X X
Reemplazandov yv'enla ecuacion :
v In(x)
X X
Resolviendo por el método del factor integrante :

y'+ n=2;

V'— ;

Integrando Iln(;( ) dx =?
X
u=Inx), = du—d—X,
X
d dx 1
V=—; V—";/ Siy(1)=1, entonces:
1 In(x) pdx 1
V= sz C-
C-1=1;
X X X -
v=-In(x)-1+Cx; -
y‘l — In()—14Cx La soluc101n es:
y= 1 ; y:—ln(x)—1+2x;
—In(x)-1+Cx

ESPOL 2009
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Ecuaciones Diferenciales

3) |41+x)dy+ yl1+ 4xy?(1+ x) Jdx = 0;

| y 3
= — ; :3’
iy Y "
V:yl—n:y21
ﬂ:_2y73ﬂ;
dx dx
Luego se multiplica -2y~ a ambos lados de la ecuacion:
- 2y y
-2y~ =2 ;
y oy 4(1+x) y Xy’
. 2v
— — X;
4(1+x)
J*ﬁdx —lln\1+x\ 1
ux)=e Y =Ze?2 = ;
() N14+x
1 v 1 2v. 2x
VI+x 1+x 4(1+x) J1+x’
S
d
_\/1+xv_: 2x
dx J1+x’
J‘ 2x dx
1+x N14+x
dx=7;
Iv1+x
22 =1+x; = 2zdz =dx;
x=2z>-1;
(Z2—1)2Zdz
j Y 4 (2? -1z La solucidn
\/1+ -f
X 17 - general es:
4 2—1 :——4 +GC;
jz hz 5 ¥
4,(1+x) l
—4J1+x+C;
J‘«/1+x 3 *
3 1
1 WXy Tix+C; y= v ;
VI+x X 3 \/3—4(1+x)+C\/1+x
=@—4(l+x)+c;
2
2 _41+x) —4(1+x)+C1+x;
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Ecuaciones Diferenciales

4) |3y'+4cscx)y = 2y~ cigx);

y'+§csc(2x)y = %yl/zctg(x); n= —%;
v = y y3/2

3 1/2 1.

) 5Y Y

Se multiplica %yl/z a ambos lados de la ecuacion :

1/2 1

y y+— 5 y i csc(2x)y
\ +2 csc(2x)v = ctg(x);

= %y” ’ %y‘” “ctg(x);

_ eJZCSC(ZX)dX _ eln‘csc(Zx)fctg(Zx)‘

u(x)
u(x) = csc(2x) — ctg(2x);
1 cos(2x)
u(x) = - ;
sen(2x) sen(2x)
1-cos(2x)
~1-cos(2x) o sen’(x) _ )
u(x) = sen(2x)  sen(2x)  sen(x)cos(x) tan(x);
2
tan(x)v'+2 tan(x) csc(2x)v = tan(x)ctg(x);
d[tan(x)v] 1.
dx -
tan(x Idx
tan(x Idx,

tan(x )v =x+GC;
v = xctg(x) + Cctg(x);
y*/? = xctg(x) + Cctg(x);

y =3/(xetg(x) + Cetg(x))’;
Siy(v/4) =1;

2
1=3 (E+Cj ;
4
1=24G;
4

Cc=1-;
4

ESPOL 2009
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Ecuaciones Diferenciales

La solucion particular es :

y= ?i/ (xctg(x) + (1 - g)ctg(x))z ;

Ecuaciones diferenciales homogéneas de la forma y'= f{XJ

X

Sedice quela ecuacion Z—y = f(x,y) es homogénea si se puede
x

expresar esta ecuacion como :

dy _ f(zj.
dx x )
Se hace la siguiente sustitucion :
0= ¥y ; entonces Yy =vx;
x
ay _ v+ xd—V ;
dx dx

Reemplazando v, y y' enla ecuacion :
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Ecuaciones Diferenciales

1)Resolver la siguiente ecuacion diferencial:

secz(yj
dy_y,  \x).

- 7

dx x y’

Asumiendo que :

Yy

V== = Y=Xxv;
x
= Ay _ x@ +v;
dx  dx
y dy _ dv
Reemplazando en la ecuacion diferencial , y = xv, v ==, —==x—+0, se obtiene :
x'dx T dx
2 ¥
dy y °° (x] dv sec’(v)
=<4 > = X—+0=0+—55",
dx x y x X'
2 2
dv SECZ (ZU ) x° do _ sec Z(U) Ecuacion diferencial separable.
dx x°v dx v
v’do  dx v’do dx
= —,—~=— Integrando: — =
sec’(v) «x sec’(v) ) x
[ vdo _,
J sec’(v)

| S:;ll(z;):'.' vzcosz(v)dv:J' (1+cos(20) J‘[ L0 COS(ZU)] ;
v’dv _J‘ £+ v’cos(2v) dU—J‘ I v cos(ZU)
J sec’(v) )2 2 -

m=v> = dm=2vdv;

dn =cos(2v)dv = n sen(Zv)

v’dv 3 i 1 ) 3 vi 1 v’sen(2v) 3 2vsen(2v)
J. 78662(7)) —J. ( 5 Jdv+2J' (v cos(2v))dv— c + 2{ 5 J‘ 5

2 3
v Zdv A sen(Zv) 1 vsen(2v)dv
sec’(v) 6 4 2

m=v = dm=dv.

dn=sen(2v)dv = n= —%COS(ZU)

2 3 2
v Zdv v sen(Zv) 1 vsen(20)do vV sen(2v)
J sec’(v) 6 4 2 6 2
2 3 2 3 2
Y Zdv -0 sen(2v) _ —Ecos(20)+ 1cos(2v) do | =2 TN sen(2v) | o
J sec’(v) 6 4 4 4 6 4
2 3
o Zdv 2.0 sen(Zv) o cos(Zv)— sen(Zv)
J sec’(v) 6 i 4
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_{_4cos(2v) + I4cos(2v) dv}

sen(Zv)
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Ecuaciones Diferenciales

,03

6

v’do
sec’ (U)

dx

3 v’sen(2v) Lo

i+C

cos(Zv)—lsenQv) =——
8 X

J<

Z)3

6

U semov) sez(Zv) Z 05(20)—lsen(22))——i+C

Reemplazando v = Z;
X

La solucién de formaimplicita queda expresada por :

el 3042

D )
(xy +4y° +2x2)dx —(xz)dy =0; siy(1) =2/2

el +—cos(2[
4
2) Aplicando tan a ambos lados se obtiene :

1) (4)(4

1
—+C
xZ

Yy
X

Yy
x

J’_

6 4

2)

d_y_ (xy+4y2 +2x

dx x* , \/_V—tan( |X| KJ;
d_y—z+4_yz+2- \/E
dx x X ’ vV = 1 tan(4ln|X| KJ
oY, N W
X
y 1 4 In|x|
=XV; == t +K|;
y=xvy < ﬁan( 7
ﬂ—erxﬂ' 41 | |
dx dx’ =X tan nix +K |;
v VR WY
VHX—=V+4v> +2;
dx ] 2
dv Siy(1) =—;
xd——4vz+2, 5 2
X 2 1
dv__dx 5~k
442 x T
dv :%. K:ZI
4v*+1/2) x’
dv | 4dx
(v2+1/2) ) x’ La solucion particulares :
2arctan(\/_v)= 41n|x|+ C; yo X X (41n|x| J
arctan( 2V)= | |+K' \/_ 24
\/5 ’
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Ecuaciones Diferenciales

d
3) xd—y—yﬂ/xz—yz;

X

y(x,)=0; dondex, >0;

y(1) = /4;
d_y_z_i_ /X2_y2 .
dx x X ’
2 2
dy _y XY

dx  x T;

2
d—y=X+1/1—y—2;
dx x X

Se asume :
y.
V:_,
X
y = XV;
y'=v+xv';

v+ xv'=v+41-v?;
xv'=+1-v%;

P 1-v?;
dx
dv dx

V1-v?; T X
arcsen(v) = ln|x| +C;
v= sen(ln|x| + C);
R sen(ln|x| + C);

X

y= xsen(ln|x| + C);

Siy(1)=1;

1=sen(C);

2

La solucion paticulares:

y= xsen(ln|x| + %),

4) x(In(x) — In(y) )dy — ydx = 0;

x(In (x)~In (y)dy ~ydx =0;
x(In (y) —In (x))dy + ydx = 0;
dy __ y

dx  x(In(y)-In(x)) ’
dy y

dx x(ln(yn
X
Se asume :
y

vV==;
X

y =XV;

y'=v+xv';

v+xv'=—m;

v
w's ——F—~x-V;
(n(»))
dv - v(l + ln(v)).

(g =-1(%)

u = In(v);
dv

du = —;
v

I((lfu)Jdu = —In|x|+C;

[ au —I((l_'l_u))du = —In|x|+ C;

u—In[l+u|=-In|x|+C;

Injy|—In[1+In(v)|=—In|x|+ C;

La solucion general de forma implicita es:

Yy

In*—In

1+ ln(zj
X

=—In|x|+C;
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Ecuaciones Diferenciales

Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Lineales

dy (2y—x+5).
D1 dx (2x-y-4)
(x—2y—5)dx—(2x—y—4)dy:0;
a,b, #a,b,;
(1)(1) # (- 2)-2);
1+#4;
Se asume :
x=(u+h);
y:(v+k),'
dy dv
dx du’
Reemplazando x,y,y' enla ecuacion, se obtiene
dv _2(v+k)-(u+h)+5
du 2(u+h)-(v+k)-4’
dv 2v-u+2k-h+5
du 2u-v+2h-k-4’
2k-h+5=0;
{2h—k—4:0;
Resolviendo el sistema :
k=-1;
h=3;
Entonces :

dv 2v-u

—= ;

du 2u-v

Divivdiendo para u, para poder obtener una ecuacion homogénea :
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Ecuaciones Diferenciales

dz 2z-1-2z+z7>

u—= ’
du 2-z
(z-2)dz _ du
(22-1)  u’
J- (z)dz _J- (2)dz _du,
(22—1) (22—1)_ u’
lln‘zz—l‘—lnz_l =—1n|u|+C,'
2 z+1
1ln‘zz—l‘—lnz_l =—Infu|+C;
2 z+1
z—1

nz-1)z+1)-1n
2 z

‘=—ln|u|+C;
+1

L nfz-1) +%ln|(z+ 1)~ In|(z— 1)+ Inl(z+ 1) = ~Inju|+ C;

2

3 1

Eln|(z+1)|—51n|(z—1)| =—Infu|+C;
Eln X+1j‘—lln(z—1j‘ =—Infu|+C;
2 u 2 u

v=y-k; = v=y+1;
u=x-h; = u=x-3;

La solucién de forma implicitaes :
3 (y+1+1j lln(y+1—1)
x—3 x—3

—In
2 2

2) By —7x+7)dx —(3x -7y —3)dy = 0;
a,b, #a,b,;

(=7)(7) = (=3)(@3);

—-49 = -9;

Usando :

x=(u+h);

y=(v+k);

dy dv

dx  du’

dy -7x+3y+7

dx  —3x+7y+3’

=—In|x-3|+C;
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Reemplazando x,yyy':

dv_ -7(u+h)+3(v+k)+7

Ecuaciones Diferenciales

du -3(u+h)+7(v+k)+3’

dv_ -7u+3v-7h+3k+7
du -3u+7v-3h+7k+3
-7h+3k+7=0;
{—3h+7k+3:0;

Resolviendo el sistema :

k=0;

h=1;

dv _-7u+3v

du -3u+7v’
3v

dv _ _7_11

du _3+7l
u

vV =7U;
dv dz
—=z4u—:;

du du
dz -7+3z

du -3+7z’
dz —7+3Z

du —3+7z

Z+u

g4 _=T+32+3:-727

du -3+7z
g 4o _ 776247,
du 7z-3
J- (7z—3)dz =I—du.
7z —6z+7 u’

u=77"-6z+7; = du =147z-6;

7
—-3=—(14z-6)- .
7z-3 14( 7-6)—3+3;

7
ﬁ(14z-6)dz —du

.
9

7z —6z+7 o
j (14z-6)dz —ln|u|+C;
14 —6z+7
In|72* —6z+7\
5 =—ln|u|+C;

1n\7z2 —67+ 7\ = —1n\u2\+ K;
In 7(1J2 —62+7
u u

2
7| 2| —6—2—+7
x-—1 x-—1

La solucion de forma implicita es :

=—ln‘u2‘+K;

2
y | .y . Cc
7( ) R

x—-1
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Ecuaciones Diferenciales

3 |y—x-5)y'-(1-x-y)=0;

(1x-y)~(y—x-5)y'=0;
a,b, #a,b,;

(D=1 =(1)-1);
1#-1;

x=(u+h);

y = (V + k);

ﬂ_ 1-x-y
dx y-x-5

Reemplazando x,y, y y’ en la ecuacion:
dv _ 1-(u+h}(v+k)

du (v+k)-(u+h)-5

dv. —u-v-h-k+1

du -u+v-h+k-5
-h-k+1=0;

{—h+k—5=0;

Resolviendo el sistemade ecuaciones :

vV =27U;
dv dz
—=z+u—7}
du du
dz -1-z
Z4+Uu—= ;
du -1+z
dz -1-z
u—=
du -1+z
dz -1-z+z-27°
uT—=—;
du —1+z

Z,
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Ecuaciones Diferenciales

dz 2’41,
du z—1"
Z 1dz J- du

iz +1i

—ln‘z + 1‘ —arctan(z) = —In|u|+ C;

2
lln(zj +1
2 u

La solucién implicita de la ecuacion diferencial es :
2

1 In ( Y~ 3) +1

2 xX+2

Ecuaciones diferenciales de la forma G(ax+by)

dy
= G(ax + by)

Se asume el siguiente cambio de variable

— arctan(zj =—In|u/+C;
u

—arctan(y_3j:—ln|x+2|+C;
X+2

Z = ax + by
Despejando y:
zZ a
Y=57p%
dy 1dz a
dx bdx b

Reemplazando v, v’ en:

d
& _ G(ax + by)

dx

Se obtiene una ecuacion diferencial de la forma:
1dz a
hdx 5~ %
1dz a @
——=—4+6G(Z
bdx b

Se obtiene una ecuacion diferencial separable dela forma:

dz

o = bdx
I3 + G(Z)
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Ly'=(c+y+1P -(x+y-17;  siy0)=7/4;

Se sustituye :
Z=X+Yy;
y=z-X;
dy dz
dx  dx

y'=(x+y+1)2 —(x+y—1)2;
Y (2417 —(z-1)
dx

%:zz+22+1—(zz —22+1)+1;
X

7

In[4z+1|=4x+C,;
4z+1=ke™;
4x 1

z=ke™ ——;
4

x+y =ke™ —%;

y =ke® —%—x;

7
Siy(0)==;
iy0)="

7 1,
4 4

k=2;

La solucién particular es :

y =2e" —%—x;
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2.y =tan’(x+vy);  si y(0)=x;

Z=X+Yy;

y=2z-X;
dy_dz
dx dx
y'=tan®(x+y);
% ~1=tan’(z);

X
% =1+tan’(z);

X
% = secz(z),

X

dz
= d ;

-[secz(z) -[ *

Icosz(z)dz =x+C;

)~

2

z, sen(2z) G
2
X+y sen(2x+2y) x4+ C;

2 4
2x+2y +sen(2x+2y) = 4x+K;
Siy(0) =m;
2n+sen(2n) =K;
k=2m;

La solucién particular es :
2x+2y +sen(2x+2y) =4x+2x;
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3.Y'=10x -2y +5 - 5;

y'=10x-2y+5-5;

z=10x-2y;
_10x_z
2 2
dy_, 1ds
dx 2 dx’
5_%% Jz55-5;
O—d——2\12+ 10

92 _20-24z55;
dx

J- dz =IdX'
20-24z+5 '
u’=z+5;
2udu =dz;
J- dz =_[ 2udu =I udu
20-24z+5 J20-2u J10-u’
,[ udu =_.[ udu ;

10—-u u-10
Dividiendo u para u - 10;

4. 10 ;
u-10 u-10
_.[ udu _J'd _10.[

udu
-[10 -u

dz
%2 Jz+5-10In]Nz+5 -
'[20—2\/24—5 ‘

Reemplazando las integrales :
~42+5-10In{z+5-10|= x+C;
z=10x-2y;

La solucion de forma explicitaes :

~J10x =2y +5 ~10In|{[10x -2y +5 - 10| = x+ C;

u-— 10
=-u—10Inlu-10|;
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o (2x+y)dx—(4x+2y-1)dy =0;

a,b, =a,b,
(2)(-2)=(-4)1)
—4=-4;

dy  2x+y |
dx  2(2x+y)-1’
z=2X+Yy;
y=z-2X;

dy dz

dx dx
Reemplazando :

7

dz z

&_ C2z-1
dz z 2
dx 2z-1
%_z+2(22—1).
dx 2z-1
(2z-1)dz _dx;
52-2

Dividiendo

7

212 1
522 55(5z2)

15 e[
2

~z —i1n|52—2| =x+C;
5 25
La solucién de formaimplicitaes :

%(2x+y)—%ln|5(2x+y)—2| =x+GC;
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Ecuaciones de Primer Orden

Aplicaciones

Una taza de café caliente que inicialmente se encuentra a 95°C, se enfria y llega a
80°C en 5 minutos mientras permanece servida en un cuarto cuya temperatura
esta a 21°C. Determine en que momento el café estara a la temperatura ideal de
50°C.

dT
—=klT-T
T _ir-1,)
d_T:J'kdt
Tr-T,

In(T-T,)=kt+C
T(t)=Ce" +T,

sabemos que la temperatura del cuarto es 21°C ..
T(r)=Ce" +21

ent=0el café esta a95°C ..

7(0)=Ce" +21=95 -5 C=95-21="74
T(¢)=74e" +21

en t =5min el café esta a 80°C ..

T(5)="74e™ +21=80 > k =

min
T(r)= 74" +21
ent =t min el café esta a 50°C ..
ln(i?‘j
T(f,)=74e"" +21=50 > ¢, = =20.67 min

—-0.0453

El Sabado 24 de Febrero del 2007 a las 07h00 A.M. un conserje del basico
encuentra el cuerpo de un estudiante de ecuaciones diferenciales en el aula
donde rindié su examen el dia anterior, que se conserva a temperatura constante
de 26° C. En ese momento la temperatura del cuerpo es de 28° C y pasada hora y
media la temperatura es de 27.5° C. Considere la temperatura del cuerpo en el
momento de la muerte de 37° C y que se ha enfriado segun la Ley de
Enfriamiento de Newton, cual fue la hora de la muerte?

Ley de enfriamiento de Newton :

dT

dt
d
e
T
T

=-K(T.-T,)

- (Variacion de la temperatura con respecto al tiempo)

(Temperatura del cuerpo)

(Temperatura del aula)
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t: tiempo en horas.

T, =26°C

La temperatura del cuerpo cuando es hallado es 28° C.

Eltiempo en que la temperatura es de 28° Cest,.

=1, )=28°C

Después de una hora y media la temperatura del cuerpo desciende a 27.5° C.
El tiempo en que la temperatura es de 27.5° C serd entonces : t,+ 1.5.

=T(t, +1.5)=27.5°C

——=-Kdt < Id—T = I—Kdt < T, -26|=-Kt+C
120
e —eKC o T _26=Ce™ = T, (t)=Ce™ +26;
= T_(t)=Ce ™ +26;
Si la temperatura antes de morir era de 37° C entonces:
T(0)=37°C;
37=C+26 = C=1I
=T (t)=11e ™ +26
SiT(t,)=28°C

=T)=11e™ " +26=28 = 1le™ =2 =e™ " = %;

1.7047

(ecuacion 1);

= kt, = 1n(3j o kt, =1.7047 = k =
11 ,

SiT(t,+1.5)=27.5°C

= T(t,+15)=11e 119126 =275 = 1le "9 =15 =e™ )= %

1.9924

1

(ecuacion 2);

= -k(t, +1.5)= 1%%) =k(t, +1.5)=1.9924 = k =

Si seiguala ecuacionly 2 :
1.7047 1.9924
t, t, +1.5

= (t,+1.5)1.7047 =1.9924t, = 1.7047t, +2.55705 = 1.9924t,

_2.55705
1.9924 —1.7047

Por lo tanto el estudiante murio 8.89 horas antes de ser encontrado es decir.

Alas 22h06.

=1.9924t, —1.7047t, =2.55705=¢, =8.89 horas
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3. Supédngase que un alumno de la ESPOL es portador del virus de la gripe y a
pesar de ella va a la escuela donde hay 5000 estudiantes. Si se supone que la
razén con la que se propaga el virus es proporcional no solo a la cantidad de
infectados sino también a al cantidad de no infectados. Determine la cantidad de
alumnos infectados a los 6 dias después, si se observa que a los 4 dias la
cantidad de infectados era de 50.

x :# de infectados
5000 — x :# de sanos

D (B5000-x) IL:jkdt & In( X j:kt+C
dt x(5000 - x) 5000 \ x-5000
ln( X j = 5000kt +C
x —5000
_5000Ce5000kt
x(t)=—— o soor—
ent=0x=1
_ 0
- X(o):LOCOe: —>C:—i
1-Ce 4999
eSOUOkt
x(t)= 1 — x(t)= e
ent=4x=50
. x(4): Q20000k _ 50 o} ln(50)
- 20000

x(t) = "By y(t) = 50
- x(6)=50"%" =50"° = 353 infectados

4. En un cultivo de levadura la rapidez de cambio es proporcional a la cantidad
existente. Si la cantidad de cultivo se duplica en 4 horas, ¢Qué cantidad puede
esperarse al cabo de 16 horas, con la misma rapidez de crecimiento?

X : cantidad existente

v _
dt

dx

P (kd

—=]
In(x)=kt+C
x(t) = Ce"

ent=0 x=x,

x(0)=Ce’ =x, > C=x,

ent=4 x=2x,

x(4)=x,e* =2x, > k= ln‘(l2)
tIn(2) t

x(t)=xe * —x(t)=x,24

16

x(16)=x,24 =2*x, =32x,
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5. Un objeto que pesa 30Kg se deja caer desde una altura de 40 mt, con una
velocidad de 3m/s. supéngase que la resistencia del aire es proporcional
a la velocidad del cuerpo. Se sabe que la velocidad limite debe ser 40m/s.
Encontrar la expresion de la velocidad en un tiempo t. La expresion para
la posicion del cuerpo en un tiempo t cualquiera.

mg — —mﬁ
gL it
dv
—kv=m—
mg-kv=m i

j d— Idt—)—ln(kv mg)——t+C—>ln(kv mg):—£t+C
kv-mg m

v(t)= i{Ce ;t+mg}—>v() 11{& o +300}
ent=0,v=3m/s
O):%[Ceo+300]:3—>C—3k=—300
ent=o,v=40m/s

v(o0) = % [ce™ +300]=40 > 3% —40 >k =75..C=-2775

v(t)= -37e 03 1 40

V()= % Sx(t) = j v(t)dt+C

- j [-37¢ 0%t + 40}t + C = 148e "> + 40t +C

x(t)=148e**" +40t+C
ent=0,x=0m

x(0)=148e° +40(0)+C=0— C=-148
x(t) = 148e """ + 40t — 148
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6. La fuerza resistente del agua que opera sobre un bote es proporcional a
su velocidad instantanea y es tal que cuando la velocidad es de 20m/seg
la resistencia es de 40 Newtons. Se conoce que el motor ejerce una fuerza
constante de 50Newtons. En la direccion del movimiento. El bote tiene
una masa de 420 Kg. y el pasajero de 80 Kg.

a) Determine la distancia recorrida y la velocidad en | cualquier
instante suponiendo que el bote parte del reposo.
b) Determine la maxima velocidad a la que puede viajar el bote.

Aplicando la segunda ley de Newton se obtiene:

ZFX =ma
a) H i Fuerza del motor
esistencia del agua
Fm: fuerza del motor \"
Fr: Fuerza de resistencia del agua

.
Fm =50 Newtons Si la velocidad inicial es 0 por partir del reposo entonces v(0)=0;
Fr=kyv 0=25+k > k=-25
Como la velocidad es de 20m/seg La ecuacion de la velocidad:
. . ot
y la fuerza de resistencia de 40 Newtons. b= 25— 250
Entonces k = M =2 = k=2 Como v = dx/dt
20m/seg E .
. ntonces:
ZFx=ma = Fm-Fr=ma; dx L
J =525
50—kv=m>>
dt

m: masa total del sistema
m =420kg +80 kg =500kg.

L _r
x(0) = j(zs —25¢ % )dt =25¢+25(250)e > +C

t
x()= 25t+25(250)e  +C

dv
=50-kv= SOOE k=2 Si parte del reposo x(0) =0;
" 0=25(250)+C = C=-25(250)
SOOE +2v =50, }Ecuacio’n dif. separable La ecuacion del movimiento es:
t
- T250 _
00 502 o dv i = x()= 25(+25(250)e ™ —25(250)
50-2v 500 b)
v _ _ﬂ La velocidad limite o méximaes:
2(v -25) 500 .
¢ Voax = lim(ZS —25¢ ) =25 pies/seg
j j +C & Inp-25=-——+C >
(v- 25) 250 250

t

In|v-25 —o+C 350
e g o 25 = e

t
=>v=25+ke ™
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7. Un circuito RL tiene una fem de 9 voltios, una resistencia de 30
ohmios, una inductancia de 1 henrio y no tiene corriente inical.
Hallar la corriente para t=1/5 segundos.

v:iR—i-Lﬂ
dt

iln(30i—9)=—t+c
30

30i-9=-30t+C
i(t)= 3i0 e +9]
ent=0 1=0

i(0)=%[Ce°+9]—>C=2l

i(t)= % 2167 +9]— i(£)=0.7¢>" +0.3

ent=1/5
i(£)=0.7¢* +0.3 > i(1/5) = 0.30 lamp

8. Una Fem. de 200e™" voltios se conecta en serie con una resistencia de 20
Ohmios y una capacitancia de 0.01 Faradios. Asumiendo que la carga
inicial del capacitor es cero. Encuentre la carga y la corriente en cualquier
instante de tiempo.

d
Rd—? +% = fem}Ecuacio’n diferencial para el circuito RC.
R : resistencia = R =20 ohmios
q :carga
C :capacitancia = C=0.01F 20 ohmios
fem = 200e™ W\A/
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= 20(31?+ 100q =20e™*;

= (jl(t] +5q=e"" ;}Ecuacio’n diferencial lineal.

u(t) = ejjdt =e”
1 5t
:»q(r)=u(t)ju(t)e dt

=qt)= e"5’J.ej’e"5’dt = e"j’J.dt =e(t+c)

gt)=e’(t+c)=e"t+ec
Si inicialmente no hay carga en el capacitor, entonces :

q(0)=0;
0O=c

=qt)=et;
=i(t)= I q(t)dt = Ie_jttdt ;
u=t;, = du=dt

1
dv=e’'dt v=—=—e";

1
i(t) = Ie_5ttdt _ Ly I—e_5’dt
5 5

. t s 1y
it)=——e "' ——e " +C
© 5 25

Si la carga inicial es cero, entonces la corriente inicial es cero :

i(0)=0;
= l(l) — _Le—5t _ie—j't
5 25
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Casos especiales de ecuaciones diferenciales de segundo orden

Ecuaciones diferenciales en la que falta la variable “y”

1) (3X (1+x) - Y') +y"'=x%y";

dv_d'y
dx dx
Reemplazando enla ecuacion:

(3"\/ (1+x) —y')+ y'=xty

(3x (1+x)3 —v)+v' = x’v’;

— p''.
- b

| = ’
(l—xz) l—xz)

_ dxz ‘:" Taxt
u(x)_e.[l_x e.[‘x _1’ 2 x+1;
() x—-1"" Jx-1.

+1 Jx+1’

dx Jx-1’
J‘ 3xdx
\/1+x
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i jxdx _ J-3(1+u2X2udu)
x-1 u
601+ w2 Jiu = 6+ 20 + €

j3xdx = 63/x—1+2y(x—1) +C;

,"x_
vx-1 3
v=6Jx—1+2y(x-1) +C;
Vi+x

v=6vTtx 4 214 x(x—1)+ ¢ YL

d

y=631+x+2J1+x(x—=1)+C 1”;

Vvx-1
v:d_y
dx
dy 1+x
— 6T+ x +24/1 1)+C
+x 4+ 241+ x(x—1)+ —x 1
y= [ 61+ xde+ [ 21+ x(x - 1)tx+cj 1+x
2 =1+x;
=41+ x;
2zdz = dx;
x=z"-1
x—1=(z2—2);

y= 41+x j2z( 2)2zdz+Cj(1/J%d¥;

y=4(l+x)3/2 _4I(z4_2z2}iZ+C.[\/xd;_1 +Cj\fzzdf1a

y=4(l+x)" —%f +§z3 +Cln‘x+\/x2 —1‘—C\/x2 e

y:4( )3/2 (JTT——(JT)S+Cln‘x+\/x —1‘ C\/x -1+ K;
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2) X'yt ="’
X
dy
V_dx_y’
_dv_dy _ ..
dx dx? ’

Reemplazando enla ecuacion :
1\2
-1, 00 (y ) "

X y+=——=y
x
2
_ \%
xlv+—( ) =V}
X
2
v S A
V=X V=—yj
X

Es una E. diferencial de Bernoulli :

z=0""; n=2
z=v";
dz L dv
- = _,'
dx dx
2
_ 2\ - LV
-V 2V‘—(—V 2))(1V=—V2—;
X
1,1 1
Z4X z=——;
X
x~tdx
u(x):ej =X;

XZ4+xx 'z = —x=;

X
d[x.z] _ 1
dx

xz:—jdx:—x+C;

z=-1+—;
X
V’1=—1+E=C_X,
X X
X
v= ;
C-x
d_y X X
dx C-x x—C’
:_J- xdx
x—C’
:_J-X—CdX_J-CdX;
x—C
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Ecuaciones diferenciales en las que falta la variable “ x”

Cuando hace falta la variable “x” se hace el siguiente cambio de variable:

3)  2y’y"+2y(y') =1; (HACE FALTA X)

2y2yl |+2y(y|)2 — .I;
Reemplazando y', y''enla ecuacion:
2yt ¥ 2y(v) =1;

dy

dv v !

—+—=—3 Ecuaciondiferencial de Bernoulli,n=-1.
dy y 2y
z= vl—(—l);
z=v%
dz dz dv dv
=——=2v—;

dy dvdy dy
Multiplicando 2v a ambos lados de la ecuacion:

v ;
dy y 2y’
dz; 2z 1.
a
y 'y oy
2
Zd
tdy)—ejyy=3f;
2 2
PV,
dy y oy
dlys]_,
dy ’
yz=[dy=y+C;
yz=y+C;
1 C , 1 C
z=*+72, = v =*+72;
y oy y oy
+C
2_y+2C; N y=NY .
y y

=—-——— entonces separando variables Y

dx y Ay+C
u'=y+C;
2zdz =dy;
y=u-C;

dy =dx
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Reemplazando en:

y
dy=1]d
J‘1/y+C Y IX
J‘dx = I (UZ — CXZudu)’ entonces x+K = I (u2 —CXZdu),
u

2 3
Entonces : X+K=%—2Cu

Pero u =(y+C)%
Por lo tanto la solucion de la forma x=f(y)es:

x+K= 2(y-;C y+C)/

» vy +yy -y )=

vV=—)

dx
dv_dvdy  dv.
dx dy dx dy
Reemplazando en la ecuacién :
y'y +yy"y) =0;

vy? + yv?— (v)’ =0;

y d—y=—y2+Cy;
dx
y+ﬂ—2=0; dy dy dy
Wy Sl Fovevand Fovd Forcmens
v v y-y y (C-y)
oy
fﬂ 1 La solucion es:
u(y)=e ' =—; 1 1
y Xx=—Inly|-—In|C-y|+K;
ol —hjC—y

dy
1
—v=—|dy;
sVl
lV:—y+C,
y
v ——y2 +Cy;
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Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

1) Resuelva: Y''+3y'+2y = sen(e);

i

cy 3y 2y — sen(€7)
Solucion:

I. Solucidn de y" + 3y’ + 2y = 0
m?+3m+2=0=(m+2)m+1)=0=m=-2,m
Un C]_E 2z |Gz e "

i U2
r T
o , e e , ~
2. Wi, ya) ‘ _9e 2 _gz —e 3T Qe g
3.
' —yaflz) —e Tsen (e _
Uy rQ’zf[_ — €)_ —e™ sen (€7)
Wiy, y2) e 3
(el 2T =
, x| e sen (e*) _
wh E:r].f[ J . e — e sen (%)
Wiy, 92) et o
4,

g /u'l dr
/ z

—e*sen (€°) dx v haciendo {  dz

dx
Codz
— 2.’2 sen z) —
z

et dr
dz

integrando por partes

— fz:ﬂ(‘]] (z)dz U z = dv

dz

dw — s zdz = w

Z 008 2 — /c-c;s zdz
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ZC0Sz — sen z 5

1o /?:}rf.z' e’ sen (e’ ) dx / sen i / senz dz

COs i I:l.:"":'t"l |

Up Uil + Ul

T T —2T —1
f COS| € | SCT >

Y Yh + Yh
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2) Resuelva: y' -y = sec® r — secx si y(0)=3/16 , y’(0)=5/16;

1. 4 —y =0 (homogénea asociada)

m2—1=0= m= =+l
yp =Cy e  +Chre ™,
n 2
. . T e :
2. Wiy, 1) = ’ R ef(—e ™) —efleF)= —-1-1=-2
L _wf@
1 Wiy, us)
e *(sec®r—secx) e *(sec’r —secr)
- —2 B 2
L i@
: Wiu, 1)
e*(sec® T — sec 1) e . :
= - = —=——(sec” r —secT)
_9 /
3.
1 1 .
U = = f e *(sec’ r —secz)dr = = f e * secr(sec’ r — 1) dx
1

2

1
= —fE_T sec T tan® 1‘|:fr=;/e'z[secrtwr}tanxdr

integremos por partes, haciendo:

u=e¢ "tanz, dv= tanrsecrdr,

luego
du = (—e~* tanT + e *sec” 1) dr, U =secT
uy = % -e‘z tan rsecr — fe" sec 7(sec’ T — tan ) dr]
_1:—1 s - __ 3 — _ . .
== _r?. tan T :ECI—/E sec :ufr—/e sec T tan I dr]
= % -e‘z tan rsecT — f e Tsec’rdr +e Tsecr + f e FsecT dx]

2

e e=* 1 i 3
== tanrsecr — g 8T — o [ e (sec” r — secx)dx,
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despejando la integral :

—T -I
— { 3 y £ e
€ “(sec” T —secr) dr = —tanrsecr + - seC T
—T —x
¢ . £ e
[ E_'PLFDE‘E T —8ecI) dr = tanTsecT 4

[ e

S2C T

1 ) _
=§[ ) sec*(—(~z)) — sec(—(~z)) d(~(~))

hagamos: : = —r,dz = —dx

1 A% 4 A 1 b
g == [ € (sec’(—z) —sec(—=z))d(—2) = —= [ € (sec” z —secz)dz

2 ' 2

—Z g% T . ) ) ) T
= — tan z sec 2 — sec 2 = ——tan(—x)sec(—x) — —sec(—z)

= ==[ANlTSeCT — == S2C T
4 4

4,
Yp = Uil + Ualp
e = g~ T - N e _—
= LT tanTsect 4+ — 5eC T)e" + l‘: tanrsecT — T sec i [
tanTsecT
2
5.
¥ = UntU
_ tan rsect .
= (he¥+ e+ — solucion general

y'=C,e*-C,e™ ﬁL%(tan2 (x)sec(x)+sec’ (x))

3
y(0)= 16’ Resolviendo :
3
T6:C1+C2/ C—l:l;
5 32
'(0)=— -1
T C,=—;
> =C,-C +1 0+1 52
16 1 220 '8 7 « 1 . tan(x)sec(x)
1 Y 3 TR T
Cl—Cz :Z,
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3) Resuelva |Y''=5Yy'+6y = xe";
y''-by'+6y =0;

y=e"; y'=re™; y'=r1e™;
Reemplazandoy,y',y'":

er"[r2 —5r+6]:0;

r’—5r+6=0;

Ecuacion
Caracteristica

(r-3)r-2)=0;
r,=3, 1,=2;

3x .,
yi=e’;

2x,
y.=e";

3x 2x .,

y, =Ce” +Ce™;

Solucién homogénea

Encontremos la solucion particular :
y'"'-5y'+6y = xe*;
S ax
Y, =X [ao +alx]e ’
s=0, a=1;
Yo = [ao + alx]ex;
Y, =a,e" +a,xe’;
y,=a.e" +a, [xeX + ex];
y',=a.e” +a, [xex + ZeX];
Reemplazando en la ecuacion diferencial no homogénea :
y'-by'+by = xe*;
ase’ +a, [xeX +2e* ]— 5[aoeX +a, [xex +e* ]]+ 6[210ex +a,xe” ] =xe*;

(2a, —3a, Je* +2a,xe* = xe*;

2a,—3a, =0;
{Za1 =1;
Resolviendo el sistema :
a2, .
4 2

Y, =€ +a,xe’;
1

X X

=—e +—xe’;

YTyt T
Y=YntYyps

3 1
=C.e*+Ce™+Ze*+=xe";
y 1 2 1 5
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4) Resuelva: y'+2y'+2y = e cosx;
y'+2y'+2y =0;
y=e"; y'=re™; y'=r’e™;
Reemplazando y,y',y'":
er’([r2 +2r+ 2]= 0;

> +2r+2=0;
%,—/

Ecuacion
Caracteristica

vy, =C,e " cosx+C,e "senx;

Solucién hom ogénea

Encontremos la solucién particular :
y'+2y'+2y = e cos(x);
Y, = x°[a, cosx + b,senxJe™;
s=0, oa=-1;
Vp = [a, cosx + b senxfe™;
Y, =€ cosx+bye senx;
No se puede asumir esta solucion particular ya que contiene términos
linealmente dependiente con respecto a mi solucion homogénea.
s=1
Y, = x[aoe’X COSX + boe’xsenx],'
Y, =apXe " cosx +bjxe senx;

[ —X —X —X —X —X —X .
v, =2, [x(— e “senx —e " cos x)+ e cos x]+ b, [x(e cosx—e senx)+ e senx],

[ -X -X -X -X -X -X .
vy, =3, [— xe “senx —xe ¥ cosx+e " cos x]+ b, [xe COSX —Xe ‘senx +e senx],

" =a,|2xe *senx —2e *senx —2e " cos x|+ b, |- 2xe ™ cosx —2e *senx +2e " cos x|
Y =4 0

o S oo . L

Reemplazando y simplificandoy ,,y', ,y"  enla ecuacion diferencial no homogénea :
y'+2y'+2y = e cos(x);
a, [— Ze’xsenx]Jr b, [Ze’X cos x] =e " cos(x);
-2a,=0;
2b, =1;

a,=0;

1
bO :E,
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Yy, = %xe"sen(x);
Y=YutYps

. . 1
y=Ce*cosx+C,e Xsenx+Exe *sen(x);

y''-2y'+y = cosx +3e* +x* - 1;

Encontrando la solucion homogénea :

y'2y'+y =0;
y=e";
y'=re™;

yn: r2erx’,

Reemplazandoy,y',y' enla ecuacion homogénea :
e [r2 -2r+ 1]: 0;

r2-2r+1=0;
(r-1)*=0;
r,=1

yi =€

y, =xe*;

y, =Ce* +C,xe”;

Encontrando la solucién particular :
y''-2y'+y = cosx + 3e* +x* - 1;

Encontrando la primera solucion particular :
y''-2y'+y = cosx; Ecuacion1.

Vo1 =X [acosx + bsenx];

s=0;

Yp1 =acosx+ bsenx;

y',1 = —asenx + bcos x = a[- senx]+ b[cos x];
y'',; = —acosx — bsenx = a[- cos x]+ b[- senx];
Reemplazandoy" ,, ,y', Y, enlaecuacionl;

a[2senx]+ b[- 2 cosx] = cosx;

2a=0; . 1
Resolviendo a=0; b=—=;
-2b=1; 2
J— 1 .
Y, = —Esenx,
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Encontrando la segunda solucion particular :
y''-2y'+y =3e*; Ecuacién 2.
Yo =X [ale’;
s=0;

—_— Xc
yPZ - [a]e ’/
No se puede asumir esta solucién particular, ya que es
lienalmente dependiente con respecto a la solucién homogénea.
s=1;
Ypo =X[ale’;
Tampoco se puede asumir esta solucién,
por la misma razén anterior.
s=2;

2
Ypo =X [ale’;
En este caso, esta solucion es linealmente independiente, respecto
a la solucion homogénea
V2 = ax’e’;
Vo= a[xzeX + 2xex];
y'o= alxe* +4xe* +2¢* |
" ' HP S

Reemplazandoy" ,,y', ,y,, enla ecuacion 2.
y''-2y'+y = 3e*
2ae* =3e*;
3 .

a=—;
2

La segunda solucién particular es :

Y, = E x2e*;
Encontrando la tercera solucion particular :
y''-2y'+y =x° -1; Ecuacién3.

Vo3 = x°*fa +bx+ex?

s=0;

Vo3 = a+bx+ex?;

y'p3 =b+2cx;

Y''ps = 26;

Reemplazandoy" ;,y',; Y ,; enla ecuacion 2.
y'2y'+y =x> -1

2c—2[b+2cx]+[a+bx+cx2]=x2 ~1;
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2c—2b+a|+|2c+b|x+|c|x" =x"—1;
[ J+[2e+b]x+[c]x* =x°

2c-2b+a=-1
—4c+b=0
c=1
Resolviendo el sistema:
c=1;
b=4;
a=>5;

La tercera solucion particular:

yp3:5+4x+x2;
Yp = yPl +yP2 +yP3;

1 3 2 X 2
Y, :—Esen(x)+§x ' +5+4x+x7;

La solucion general:

Y=Yn T Yy

y=C,e* +C,xe* —%sen(x)+%xze" +5+4x +x%;
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Ecuacion diferencial de Euler — Cauchy

1) Demuestre que la ecuacién diferencial x’y''+oxy'+By =0, dondea,B e R, se

la puede transformar en una ecuacion de coeficientes constantes haciendo el

cambio de variable x = e”, y luego resuelva:
211 2In(X) ,
4

x“y''+2xy'+4y = 4sen(Inx) + e

Si X =e’;
z =In(x);
dz 1
dx  x
Ahora:
dy dyd; dyl
dx dgdx dgx’
,_dy ldy
Tdx xdi
Se necesitaluego y'':
dzy_i(d_y).

dc*  dx\dx/
dy_d(dy)dz
dx®  dz\dx )dx’

dx? x di? x*dzd;

ﬁ_(ldiv_ 1 d_y)l

ﬂ_(l d’y 1 dxa’yJﬂ

—X
dx? xd7? x* dg
n_ﬂ_(iﬂ 1 dyj.
y R -5 |

Reemplazando enla ecuacion diferencial
2. 01

xXy'"'+axy'+py = 0;

Resolviendo la ecuacién x2y''+2xy'+4y = 4sen(Inx) + e?"X);

Encontrando primero la solucionhomogénea:
2,01

x“y"'+2xy'+4y = 0;
d’y dy

L+ (2-1) > +4y=0;
G t2-1) ey
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y'+y'+dy =0;

er{ r’+r+4 }=0;
%f_/

Ecuacion caracteristica

rP+r+4=0;

~1+/1-16 1 15
haTT o, Tyt

15z
=e /% cos| —— |;
v, )

15z
=e*/?sen ;
v, [ : ]

JB2) o (T2
5 +C,e senT;

y, =C,e™/? cos{

Yn =C1&COS(\/E;H(XJ +C x/_sen(\/_;n J,

Ahora encontremos la solucién particular :
Como se asume que x = e* y z = In(x), al reemplazar

enla ecuacion x’y''+2xy'+4y = 4sen(Inx) + 5e

2In(X)
y"'+y'+4y = 4sen(z)+ 5e**;

Donde se tiene 2 soluciones particulares :
y"+y'+4y =4sen(z); Ecuacion1.

La primera solucién tiene la siguiente forma :

y, =acos(z)+ bsen(z);

y'p = —asen(z) + bcos(z) = a[- sen(z)]+ b[cos(z)];
y", =—acos(z) —bsen(z) = a[- cos(z)]+ b[-sen(z)];
Reemplazandoy",,y', ,y, enlaecuacionl:
y"+Vy'+4y =4sen(z); Ecuacién1.

a[3cos(z) — sen(z) |+ b[3sen(z) + cos(z)] = 4sen(z);

3a+b=0
—a+3b=4
Resolviendo el sistema se obtiene :
a= —z; b= é;
5 5

Vo1 = —%cos(z) + gsen(z);

Vo1 = —%cos(ln(x)) + gsen(ln(x)),‘

Encontrando la segunda la solucion particular :

y"+y'+4y =5e*; Ecuacion 2.
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Se asume la siguiente solucion :

Y = ae’;

y', =2ae*;

y'",=4ae”;

Reemplazandoy" ,,vy',, Y, enlaecuacion? :
y"'+y'+4y =5e*; Ecuacién 2.

4ae* +2ae” +4ae’” =5e”";

10ae?* = 5e%*;

1
a=—,
2
1 2z
YpZ ZEe 4
1 2In(x) _ X
Y2 =5 2

Yo = —gcos(ln(x)) + gsen(ln(x)) + %;

Y=YntYps
y =C,/x cos(@j +C, &sen(@j = %cos(ln(x)) + gsen(ln(x)) + g;

2) Resuelva: (x —2)*y""+3(x - 2)y'+y =In’(x - 2)-5In(x - 2)+ 6;

Six-2=¢%; entonces z=In(x-1);
dz 1

dx  x-2’

Ahora :

dy _dydz_dy 1
dx dzdx dzx-2'
dy_ 1 dy
dx x-2dz’
Se necesita luego y'':
@y _d(dy)
dx? dx\dx/
Ly 4 (dr)de,
dx? dzldx)dx’
d2y= 1 dzy_ 1 %d_y%
dx?* |x-2dz*> (x-2) dzdz)dx’

I
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d’y (1 d%y 1 (x-2 )dy 1
dx* (x-2dz*> (x-2) dz )x—2’

'uﬁpy:(( e QX}

YTl P dz? (x-2) dz)
Reemplazando en la ecuacion diferencial homog{enea :
(x-2)y"+3(x-2)y'+y =0;

(x—Z)Z( 1 _dy 1 d—yJ+3(x—2)( ! dyj+y 0;

(x=2) dz> (x-2) dz dz

dy dy ady, oo,
dz® dz dz
dy dy

3-1 =0;
azr TC Vg Y
Resolviendo la ecuacion y''+2y'+y =0;
d’y , ,dy

2—=+y=0;
dz’ ’ dz ty
y — el‘Z;
y'=re”;
y I_Zerz

Reemplazando y,y',y' enla ecuacién homogénea :

2

e’z[ " +2r+1 }:0;

%f_/
Ecuacién Caracteristica

r’+2r+1=0;

(r+1)* =0;

r,=-1

yi=e’;

y,=2ze"’;

Vv, =Ce”"+C,ze™;
z=In(x-2);

V. =Ce”+C,ze™”;

y, =C,e ™+ C, In(x-2)e ™,
C, C,In(x-2)
n x—2 x—2

Ahora encontremos la solucién particular :

Como seasume que x-2=e" y z=In(x - 2), al reemplazar

enla ecuacion (x -2) y"'+3(x - 2)y'+y = In’(x — 2) - 5In(x — 2)+6;, se obtiene :

y"+2y'+y=z2 -5z +6;
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Donde la solucién particular tiene la siguiente forma :
y,= x°[a+bz+cz?]

s=0;

y,= [a+ bz +cz? ]

y',=b+2cz;

y' =2¢;

Reemplazandoy",,y', ,y, enlaecuaciony'+2y'+y = 2z’ -5z +6;

2c+2(b+2cz)+(a+bz+czz)=z2 -57+6;
2c+2b+a=6
4c+b=-5
c=1

Resolviendo el sistema :

c=1,;

b=-9;

a=22;

Y, =22-9z+27;

Y, =22-9In(x—-2)+In*(x-2);

Y=Yn Y
= C1+‘5hﬂx_”+22—mnu—2yun%x—m;
x—2 X—2
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21

3) x*y""+xy'+9y = 3tan(3In(x));
Six =e*, entoncesz =In(x);
Encontrando la solucién homogénea :
x*y" '+ xy'+9y = 0;
Usando :
2
%+(a—1)j—z+ﬁy =0;
Se obtiene :
2
%+(l—1)j—};+9y =0;
2
37}2’ +9y =0;
y'+9y =0;
y=e’;
y'= rle™:
e” [r2 + 9]= 0;
r’+9=0;
r=13i;
y, =C0SZ;
y, =senz;
v, = C, cos(3z)+C,sen(3z);
y, = C, cos(3In(x))+C,sen(31In(x));
Encontremos la solucién particular :

x*y"'+xy'+9y = 3tan(3In(x));

Reemplazando z =In(x) y x = e*, se obtiene :
y"+9y =3tan(3z);

g(z) = 3tan(3z);

Yp =Wy tU,Y0;

0 sen3z

g(z) 3cos3z

b Wy, y,)
3 3
Wy, y,)= Vi Ya_| C089F - SEROE =3cos’(3z)+3sen’(3z);
y. vyl |-3sen3z 3cos3z
Wy, y,)=3
, __3tan(3z)sen(3z) _—sen(3z)sen(3z) .
' 3 cos(3z) '

ESPOL 2009

66



Ecuaciones Diferenciales

[
1=

B sen’(3z) 1= cos®(3z)

cos(3z) cos(3z)
1 .

cos(3z)’

u,'= cos(3z) —sec(3z);

u, = I(cos(Sz) — sec(3Z))dZ
_sen(3z) ln|sec(3z) + tg(3z)| )

u', = cos(3z) —

1 3 3 7
cos3z 0
. —3sen3z 3tan(3z) _3cos(3z)tan(3z)
2 W(y,y,) 3
, _ cos(3z)sen(3z)
- cos(3z)

u', =sen(3z);
u, = jsen(3z)dz = —%cos(3z)
Yo =Wy tW,yY5;

| sen(3z) Injsec(3z) + tg(32)
P 3 3

Y=YntYps

sen(3z) ln|sec(3z) + tg(3z)|

} cos(3z) - %Cos(3z)sen(3z) ;

y = C, cos(3z)+ C,sen(3z)+ { 3

sen(3Inx) Injsec(3Inx)+tg(3Inx)|

y =C, cos(3Inx)+ Czsen(31nx)+{ 3 2
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4) Siy, = x " cosx, Y, = x senx forman un conjunto linealmente independiente y

son soluciones de xzy"+xy'+(x2 — %jy =0;

Hallar la solucién particular para xzy"+xy'+(x2 —ijy =x¥?; si
T

y() =0;  y'(m)=0;

2

Comoy,=x"

1/2

cosx, Yy Y, =x 'senxsonsolucionesde

1 .
xzy"+xy'+(x2 —~ ij = 0, entonces se obtiene :

Vi =C,x? cosx + C,x?senx;

3/2.

4

iy 1
Para encontrar la solucion de xzy”+xy'+(x2 - —jy =x

Se aplica variacion de pardmetros :

x? "y X N x> 1 _xs/z.
XzY Xzy NN y 2 7

x 4x>
Yo =Wy tUY0;
g(x)=x""%
‘ 0y,
C8(x) ¥4
u,=———-7
W(y,,y,)

ESPOL 2009 68



Ecuaciones Diferenciales

v, Y, x % cos x x/?senx
W - = _ : _ .
(y1/y2) vy, [mxT/Psenx——x7/? cosx x7? cosx — —x"*/?senx
_ _ 1 _ _ _ 1
W(y,,y,)=x"> COSX‘:X 12 COSX — =X */?senx |- x Y ?senx| — x 1/2senx—5x % cosx ;

_ 1 _ _ 1 _
W(y,,v,)=X"cos?x ——=x2senxcos X + X ‘sen’x + — X >Senx cos X;
1 2 2 2

W(y,, y,)=x" (Cos2 X + senzx): x 1 (1)=x7";

-1

W(y,, y,)=x";

0 x 2genx

x 2 x? cosx — =x/*senx .
o _ x'senx _
u, = = =-————=-sen(x);
X X
:'[— sen(x)dx = cos x;
y 0 x /% cosx 0
1 _ 1 _ _
—x?senx - —x"?cosx x'/?
C Yy 8(x) _ 2 .
2 = -1 s
(Y1’YZ) X
, ! cosx
u', :—71:cosx;
X
u, =senx;
y, =(cos x)x /2 cosx) + (senx)(x "/ *senx)
Yo =x2(cos? x + sen?x)=x "2 (1)=x"/?;
o 1/2.
Yp =X ’
Y=Yn tYyps
y=C,x? cosx+C,x *senx+x"/?;
. (=
Sty(E):& y y'(n)=0;
y=C,x? cosx+C,x *senx+x"/?;

2

0=C, ﬁ(0)+cz*/_ V2

FOE
N

W‘f

_ 1 _ _ 1 _ —3/2
y'=C{—x 1/zsenx—Ex 3/2 cosx}rCz[x 12 cosX — =X 3”senx}— 5

ozc{—i(o)_ 1 (—1)}(:{%(—1)—%(0)}%;
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1 1 1

0=C sz S

1 ¢ ¢

2min 2min ﬁ/

1 C 1
271\/5_271\/;+ﬁ’
1=C, +2m;
C,=1-2m

y=(1-2n)x"?cosx—x""*

/

Zsenx + x V/?;
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Identidad de Abel

1. Resuelva la siguiente ecuacion diferencial usando la identidad de Abel:

(1-2x—x? Jy""+2(1+ x)y'—2y = 0; Si y(0) = y' (0) = 1.
Siuna soluciénesy, =x+1;

Seusara laidentidad de abel :

)_ Ip(x)dx

(yl 'Y

Donde la ecuacion diferencial debe tener la siguiente forma :

y'"+p(x)y'+q(x)y = 0;

4

(1-2x-x?) b, 204x) 2 o
(1—2x—x2)y (1—2x—x2)y (1—2x—x2)y ’
Yi Y2
w 4 o Y
(]/1 yz) vy,
x+1 vy
W(!/uyz): 1 ,2 :(X"‘l)y'z_}’z?
Y2
Entonces :
_ 2(14x)dx
(x+1)y,-y, =€ 12

J’ (-2-2x)dx

(x+1)y'ymy, = 227;

y, 1-2x-x*
x+1 x+17  (x+17
d| 1 C1-2x-x*
&{E”}‘ (x+17
—Il 2x - x)dx
(x+1)

1 J2 1-2x— x)dx
x+1 B x+1

Y2_(

x+1

/4
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2dx

(x+1)

Y, =X —=x=2;

1 i :_J'(X+1)2dX+J‘(

x+1Y;

y=C1(x+1)+C2(—x2—x—2);

SiyO)=1;
1=C,(1)+C,(~2);
Siy'0)=1;

y'=C, +C,(-2x-1);
1=C, +C2(—1);
C,-C, =1
{C1—2C2 1

Resolviendo el sistema :

1 -1|1 0 110
(1 -2 1}’[1 -2‘1)
C,=0;

C,=1+2C,;

C =1

La soluciones:

y=x+1;
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Método de Reduccion de Orden

xy"+(x + 1)y'+y =0;

2) Resuelva: y
1y, =e ",

Usando el método de reduccion de orden :

Se asume que y, = u(x)y,;

X

y2 =u(xje”;

y,=—u(x)e” +u'(x)e”;

y', = —[—u(x)e +u'(x)e” ]+[ u'(x)e ™ +u'"(x)e” ],

y'h=u(x)e”™ -2u'(x)e* +u'"(x)e”;

Reemplazando en la ecuacion diferencial

xy''+(x +1)y'+y = 0, se obtiene :

x[u e —2u'(x)e” +u"(x)e” ]+ x+1)[—u(xe +u'(x)e” ]+u e =0;
)[xe w0 2xe ™ + (x+ D)e ™ [+ u(x)[xe ™ - x+1)e +e ] 0;
)[xe ]+u(x)[—xe +e ]+u [xe -xe " —e " +e’ ]:O,

)[xe ]+u (x)[— xe ™ +e"‘]+ u(x)[0]=0;
[xe ]+u'(x)[—xe"‘+e‘"]:0;

Fultay:

o(x) =u'(x);

v'(x)=u""(x);

Reemplazando v(x) y v'(x) en la ecuacion diferencial :

(x)[xe’X]Jr u'(x)[— xe  + e’x]z 0;

v (x)[xe’X]Jr V(x)[— xe +e ] =0;

d_v [xe’x] = V(x)[xe’X — e’x],'

dv (x){l— 1}

dx X

—= j {1——}&,

ln|v x)| =x—Inx;

v(x)=
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u(x) = [ £,
X
+o0 xn—l
u(x) Inz_(; n!
+o0 n-1
u(x) = P+ x }dx;
X 4o on!
= In|x|+ X
u(x) n|x| ;( ) ’
y, =u(x)y;

La soluciones :

y=Ce ™+ C{ln|x| + ; (n)n!}
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Ecuacion homogeénea de orden superior

1. Las raices de la ecuacion auxiliar, que corresponden a una
cierta ecuacion diferencial homogénea de orden 10, con
coeficientes constantes, son:

4, 4, 4, 4, 2+3i, 2-3i, 2+3i, 2-3i, 2+3i, 2-3i,
Escriba la solucion general.

Se tienen 4 raices reales iguales y un par complejo conjugado 3 veces entonces :
y(x)=e* (C1 +Cx+Cyx* +C,x° )+ e cos(3)c)(C5 +Cx+C,x° )+ ez"sen(fi)c)(C8 +Cyx + C,Oxz)

2. ly'"'-6y'"+12y'-8y =0

g(m)=m>—6m>+12m -8 =0

1 -6 12 -8 | 2
2 -8 8
1 — 4 4 0

¢(m): (m —2)(m2 —4m +4): 0
g(m)=(m -2y =0>m, =m,=m, =2
y(x)= e“(C1 +C2x+C3x2)

‘isy
3. +32 —0
13 5 ]/

im+27ki

Hm)=m’ +32=0—>m, =2¢ 5 ;k=01234

my, =2e° :2(co{zj+iser(zD=1618J_rl.l75i
’ 5 5
B r r
7’)11,5 =2e°? 22(00{?J +1i Sef’(?Jj =-0.618+1.902;

my =2e" =2(cod7)+i serr))=-2
Wx)=(C, cod1.175¢) + C,ser(1.175))e" '™ +(C, cod1.902x) + C,ser(1.902x))e "™ + C e

4. |(D*-2D+5)y=0
¢(m) ( 2—2m+5)2=0

¢(m) (m2—2m+5Xm2—2m+5):0
:21\/4—4.1.5:21\/3

e 2 2
my, =1%2i

y(x) = e* cos(2x)C, + C,x)+e*sen(2x)C, + C,x)

=112
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Ecuaciones de Orden Superior

Ecuacion no homogénea de orden superior

1. Jy'"+3y"2y'=x"+4x+8

y(x)=y.(x)+y,()

Encuentro la solucion complement aria :
y'"+3y"+2y'=0 > ¢(m)= m’ +3m*> +2m =0
$(m)= m(m2 +3m + 2): 0
d(m)=m(m+1)m+2)=0

m =0,my,=-L,m,=-2—-y,(x)=C, +Cre™ +Cie’’

X

Encuentro la solucion particular :

gx)=x*+4x+8 > yp(x)z xS(sz +Bx+C)

s=0—> yp(x)z Ax? + Bx + C pero no es linealment e independie nte con y,(x)
s=1- yp(x): x(Ax2 +Bx+C)= Ax® + Bx” + Cx si es Li.con y,(x)
yp(x)z Ax® + Bx? + Cx

yp'(x)z?;/bc2 +2Bx+C

yp"(x)=6Ax+2B

yp"'(x)=6A

yp”'4—3yp"+2yp'=x2 +4x+8

6A4+3(64x +2B)+2(34x> + 2Bx + C)=x* +4x +8

(64)x> +(184+4B)x +(64+ 6B +2C)=x* +4x+8

6A=1-— A=
__ 6
18A+4B=4—>B=4_18A_>B=i
6A+6B+2C:8—>C:W_>C:%

Por lo que decimos :
1 5, 1, 11
X)=—x"+—x"+—x
y W)= gxt gty

Solucion general :

1 1 11
x)=C, +Ce*+Ce ™ +=x" +—x*+—x
J’() 1 2 3 6 4 4
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2 2x

2. ly'"'—y'"—4y'+4y = 2x* — 4x -1+ 2x%e* +5xe” + e

y(x)=r.(x)+,(x)

Encuentro la solucion complement aria :
y'-y'—4y'+dy =0 g(m)=m’—m* —4m+4=0
¢(m): mz(m —1)—4(m —1): 0

¢(m): (m —1)(m2 - 4)= (m —1)(m - 2)(m + 2)

mo=1m,=2,m,=-2—-y(x)=Ce" +C,e +Cie ™

Encuentro la solucion particular :

g(x)=g/(x)+ ()
gl(x)=2x2—4x—l—>yp(x)zx"'(Ax2+Bx+C)
s=0—> yp(x)z Ax* + Bx + C si es Li.con y,(x)
yp(x)zAx2+Bx+C

yp'(x):2Ax+B

y,"(x)=24

y,"(x)=0

y,"=y,"—4y,+4y, =2x>—4x-1
0—24-4(24x + B)+ 4(4x® + Bx + C)=2x* —4x -1
(44> +(-84+4B)x+(-24-4B+4C)=2x" —4x-1

44=2>4=1
2
—8A+4B=—4—>B=_418A —>B=0
—2A—4B+4C:—1—>C=W—>C=O
Por lo que decimos
1
ypl(x)=5x2

2,(x)=2x%" +5xe™ + > - Y, (x)= xsezx(sz + Bx + C)

s=0->y, (x)=e™ (Ax2 + Bx + C)pero no es linealment e independie nte con y,(x)
s=1— yp(x)z xezx(sz + Bx + C)z e”(Ax3 +Bx’ + Cx)si es Li.con y,(x)
yp(x)z ezx(Ax3 +Bx* + Cx)

v, (x)=e>(24x> +(34+2B)x* +(2B+2C)x+C)

p,"(x)=e* (44x> + (124 +4B)x* + (64 +8B + 4C)x + (2B + 4C))

v, (x)= > (84x° + (36 4+ 8B)x*> + (36 A+ 24 B +8C)x + (64 +12B+12C))

" 2 2x

v, "=y,"4y, ' +4y, =2x"e
¢ ((124)x* +(304+8B)x + (64+10B +4C))= 2x°™ + 5xe>* +¢>*

+5xe* +e**
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12A=2—>A=%
3OA+8B=5—>B=5_§OA—>B=O

1-64-10B
—%

64+10B+4C=1—> C = C=0

3 2x

1
ypz(x)=gx €

1 1
y(x): Ce* +C,e™ +Ce™ +5x2 +gx3€2x

3. y"+y'=csdx)
y(x)=y.(x)+y, ()
Encuentro la solucion complement aria :
y'"+y'=0—> ¢(m)= m’>+m=0
¢(m): m(m2 +1): 0

m, =0,m,=i,m,=—i -y, (x)=C, +C,cos(x)+ C,sen(x)

Encuentro la solucion particular :
yp(x)z Uy, +u,y, +usy;
1 cos(x) sen(x)
W (1,cos(x) sen(x))=0 —sen(x) cos(x)|= l(cos ?(x)+ sen’ (x))z 1
0 —cos(x) —sen(x
0 cos (x) sen (x)
0 —sen(x) cos(x)

L csc(x) —cos(x) —sen(x = cse(x)1) > u, = J'csc(x)dx = ln(tan(gn

1 0 sen (x

= —csc(x)cos(x)— u, = —J. csc(x)cos (x )dx = In(csc(x))

1
1 cos (x) 0
0 —sen(x) 0
u,'= 0 —COS(T) CSC(X = —CSC(x)sen (X)—> Us = _.[ldx -

v - m(tan(gjj(m In ese (x))cos (x)+ (= xJsen (x)
v ()= m(tan(gjj + cos(x)in(ese (x)) - x sen (x)

W)= C, +C, cos(x)+ Cosen(x)+ 1n[tan(§]j+ cos ()i (ese (x)) x sen(x)

ESPOL 2009 78



Ecuaciones Diferenciales

4. y"'=xlix)
y(x)=y.(x)+y, &)
Encuentro la solucion complement aria :
y"'=0->g(m)=m’ =0
g(m)=m> =0

m, =0,m, =0, m, :0—>yc(x)=C1+C2x+C3x2

Encuentro la solucion particular :

yp('x): Wy, +u,y, +uzy;

2

X X
W(l,cos(x),sen(x)): 0 1 2x|= 1(2)62 —xz)z x?
0o 2
0 x x’
0 1 2x
| 0o 2 2 2
0 x n(x)x2 _ xln(;CQ)(x )_> u, = Jxln(x)dx — x?(ln(x)—%
1 0 x?
0 0 2x

0 xIn(x) 2 _xln(x).2x

u,'=
X X
1 x 0
0 1 0
2
e 0 0 xIn(x _ xln(x)_) =Jln(x)dx _In (x)
3 2 2
X b X 2

2

y, = x?[ln(x)— %](1)4‘ (- 2x(In(x)-1))x)+ {%(X)sz

2 2
v, =XT(2ln2(x)—6ln(x)+ 7)n0 esli .y, =%(2ln2(x)—6ln(x))

Solucion general :

2
y(x)=C, + C,x + C,x* +%(2ln2(x)— 6ln(x))
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Ecuacion de Euler de orden n

3
Y Y 6 gy
dx dx’ dx
La resolveremos por dos métodos :

1° Método :

1. %

asumo y = x" como solucion entonces la escucion se reduce a :

Crr=1r =27 = x7r(r =1 —6xx +18x" =0
[r(r—l)(r—2)—r(r ) 6r+181x
[r(r=1)r-2)-r(r-1)-6r+18]=0
r(r=1)r-3)-6(r-3)=0

h=n= ry =2

y(x)=(C, +C, Inx)x* + Cyx 7

2° Método :

aplicando el cambio x =e' —t =Inx se obtiene :
D(D-1\D-2)-D(D-1)-6D+18=0

D*-4D* -3D+18=0

(D-3)(D+2)=0

y'"-4y"-3y'+18y =0 ecuacion en t
¢(m)=(m—3)2(m+2)20—>m]=3 m,=3 my;=-2
y(t)=Ce* +C,te* +Cie™

y(x): (C, +¢, lnx)x3 +Cx~°

3 2
2. x° 3 g+2x2 Z }f—leZ—y—8y=0
x x x

asumo y = x" como solucion entonces la escucion se reduce a :

Cr(r=1)r =27 +2x7r(r = 1)x" 2 =10xmx"" —=8x" =0
[r(r=1)r-2)+2r(r-1)—10r -8]x" =0
[rz(r—l)—2(5r+4)]: 0

7 —r?—10r-8=0

(r—4)r+1)r+2)=0

r=4 r, =-1 ry,=-2

y(x): Cx*+C,x"' +Cyx~°
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3 2
»d }g —4x*? d lf
dx dx
aplicando el cambio x =e' —t =Inx se obtiene:

dy

3. x +8x——8y =4Inx
dx

Encuentro la solucion complementaria :
D(D-1)\D-2)-4D(D—-1)+8D—-8=0
D(D-1)\D-2)-4D(D—-1)+8(D-1)=0
(D-1\D(D-2)-4D+8)=0

(D-1\D* -6D+8)=0

(D — 1)(D - 2)(D - 4) =0—> y""-7y"+14y'-8y =0 ecuacion ent
gm)=(m—-1)\m-2)m—-4)=0->m, =1 m,=2 m,=4
y.(t)=Ce' +C,e* + Ce* - y (x)= Cx + C,x* + Cyx*

Encuentro la solucion particular -

y'"=Ty"+14y'-8y =4t

y,=t (At + B)

s =0—y, = At + B si es linealmente independiente con y,
y,=At+B

y, =4

y,'=y,""=0

Reemplazando :

0—7(0)+14(4)-8(Az + B) = 4¢

(-84) +(144-8B) = 4t
1

2
144-8B=0 B= %

—84=4 A=-

I 7 1 7
—>yp(t):—§t+§—> yp(x): —Elnx+§

y(x)=Cx+Cyx* + Cyx* —%lnx+%
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3
4. x3d—y 2dy+2xd—y—2y x°

dx’ dx’ dx
asumo y = x' como solucion entonces la escucion se reduce a :
Cr(r=1)r -2 —xzr(r—l)x”2 +2xrx" =2x" =0
[r(r=1)r-2)-r(r—1)+2r —2]x" =
[r(r=1)r=2)=r(r=1)+2(r-1)]=0
(r=1)r(r=2)-r+2)=0
(r=1)r(r=2)-(r-2))=0
(r-=1)(r-2)=0
n=r=1 r, =2

y, = (C1 +C, lnx)x+C3x2

encuentro la solucion particular :
yp(x): Wy, Tuyy, tusy;

2
x xlnx x

2
W(x,xlnx,xz): 1 Inx+1 2x :xlnle 2x_1xh_11x X
-1 X 2 X 2
0 X 2
0 xInx x2
0 Inx+1 2x
| - 2 B 5 i
u,'= X _ (Zx)(xlnx) (lnx+l)(x )—”‘1 ij(ln(x)—l)dx:x_
X X 5
x 0 x*
1 0 2x
01 2 2 5
uZ': :_(X)(2X) al _>1/l2 :—J‘xdx:—x_
X X 2
x xlnx O
1 Inx+1 O
0 - 1 B
uy'= x _ x(Inx+1)-xInx S, zjldx:x
X X
Y :ﬁ(ln(x)—é (X)—ﬁ(xlnx)+(x)x2
P 7 > )
x3
Yy :T

Solucion general :
3

Hx)=(C+Cylnxes Coa® + 7
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Ecuaciones de segundo orden de coeficientes variables

Solucion en serie alrededor de un punto ordinario

d’ d
1. (xz—l)ﬁ+3xd—2+xy:0, y(0)=4y'(0)=

(x2 - l)i Cnln—1)x""2+ 3x§ Cnx"" + xi Cx"=0

n=2 n=1 =0
iCnn(n — 1" - icnn(n 1" + 3§: C nx" + f:Cnx”+1 =0
n=2

iCnn x —ZC n+2 n+1x +3ZC nx" +2Cn X"=0
n=2

n=I =

—2C, —6Cx +3Cx +Cox + Z[Cnn(n +2)-C, ,(n+2)n+1)+C, " =

~2C,=0>C,=0

-6C, +3C,+C,=0->C, —% %

C +2)+C
Can+2)-C,,(n+2)n+1)+C, =0>C,, (’;(Zz)(’zﬂ) n>2
I C,2(2+2)+C, _8CHC, _C
fo2+2)2+1) 12 12
n=3 > C, = C3(3+2)+C, _15C+C, 3G G,
(3+2)3+1) 20 8 8
ZCx = +Cx+Cx +Cx +.
3 5 3 4
y(x)=C{1+%+%+ }+C{x+%+f—2+%+..1—>y(0)=co=4

2 4 2 3 4
y'(x)=C, SUE AL A +C, PELE S S0
2 8 2 3 8

1

y(x)= 4+6x+13—1 S Tt
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2. y'-xy'=e” alrededor de x, =0

ZCnn 1) ”Z—XZCnx z 1)"£

n=0 n'
ZCnnl ZCnx —Z(;—))::
xl’l
n+2 -
ZC n+2)(n+1 ZCnx —Z ) '
n=0 n=0 n:
2C, +§(Cﬂ+2(n+2)(n+l)—Cnn)x" = 1+Z(—1)
n=1 n=1
1
2C2:1—)C2:§
(1) n (1)
A A PR ”(n+2)(n+1)+n!(n+2)(n+1)
1 (-1) C 1
=1-C,=C C,=—2-=
S (P (ER AT (8 ) S A
2
n=2->C,=C, 2 + (_1) —&+L—>C _1
2+2)2+1) 212+2)2+1) 6 24 8
3
n=3-C,=C, 3 + 1) _36 ] —C, = a6 1
(3+2)3+1) 31(3+2)3+1) 20 120 40 30

+00
=Y C,x"=Cy+Cix+Cyx’ +Cyx’ +.....

y(x): C, +C1x+%x2 +(%—1jx3 +lx4 +(Q—ij5 o

6

x3 XS .x2 X3 x4 xS
y(x)=C, +Cl()ﬁ_?+_+Wj+(___+___+m)

40
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3) Resolver la siguiente ecuacion diferencial alrededor del punto x, = 0.
Determine las soluciones homogéneas de esta ecuacion diferencial en términos
de series indicando a que funcion converge cada una de ellas. (Sugerencia: para
encontrar la solucidn particular use el método de variacion de parametros).

1
(x2=1y" +4xy' +2y = <

Desarrollo.
1
(x2—1Dy" +4xy' +2y = Z
P(x) = (x? - 1); xXo=0 entonces P(0) = -1+ 0
Por lo tanto x, = 0 es un punto ordinario
Se asume:
y = Z a,(x — xo)" ,pero x, =0
oo n=0 oo
y=) ar, y'= Y an@, y"
n=0 n=1

oo
— n-2
=) a@m - 1D
n=2
Primero se obtendrd las soluciones homogéneas. Se reemplaza y, y’, y’’ en la ecuacion:

(x2 = 1)y" +4xy +2y=0

x?2-1) Z a,(n)(n— D))" 2%+ 4xz a,(m)(x)* 1+ 2 Z a,(X)"=0

n=1

Luego se 1ntroduce los coeficientes dentro de las sumatorlas
Z an@ (= D" = Y ap@ ;- + Z 42, (MCO" + Z 20, ()"
n=2 n=2

=0

Se igualan las patencias de x de todas la sumatorias, en este caso a la que mas se repite
que en este caso es n:

oo oo

D M- DE" - ) anm@— D@+ ) dan @+ ) 2a,()"
n=1 n=0

n=2 n=2

=0

Para la

m=n-2

Sin=2, entonces m =
0

Peron=m+2

Luego m =n
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o] o]

D ()= D" - Z ana(n+2)(n+ D"+ Z 42, () ()"

n=2
+ Z 2a,(x)"

Se 1gua1an los submdlces de todas las sumatorlas al mayor, en este caso n=2.

z a,(m)(n—1)(x)" — 2a, — 6asx — Z Apio(m+2)(n+ D)™ + 4a,x

n=2 n=2 o
+ z 4a,(n)(x)™ + 2a, + 2a,x + Z 2a,(x)"* =0
= n=2
—2a, — 6azx + 4a,x + 2ay + 2a,x

+ D @M= 1) = apaa(n+ 2)(n+ 1) + day () + 20,1 (0" =
n=2

Se igualan los coeficientes:

—2a, +2a9 = 0, entonces se tiene que a, = a

—b6aszx + 6a,x = 0,entonces se tiene que a3z = a,

a,(m)y(n—1) —ay,(n+2)(n+1) + 4a,(n) + 2a, =0
La férmula de recurrencia es:
a,(m)(n—1) + 4a,,(n) + 2a,

sz = m+ 2+ 1D 22
_(M*—-n+4n+2) (n? +3n+2) (n? +3n+2)
MR T TR DM+ T+ )+ DT m+ )+ D)

_(n+2)(n+1)
T R

Por lo tanto:
Apiz = Ay, YN =2

Encontrando los coeficientes:
Sin = 2,entonces a, = a, = a
Sin = 3,entonces as = az = a4
Sin = 4,entonces ag = a, =
Sin =5,entonces a; = as = a4
Sin = 6,entonces ag = ag =
Sin = 7,entonces ag = a; = a,

Volviendo a la solucion:

(o]

y(x) = z A x™ = ag+ a;x + ax? + azx® + agx* + asx® + agx® + -
n=0
y(X) = a0+a1x+a0x2 +CL1X3 +a0x4+a1x5 +a0x6+...
La solucion homogénea:

y(x) = ag (1 + x%+x* + x8 + -+ x4 )
y1(x)

+ag|x+x3+x%+ 4 x4 )
y2(x)
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1
:ao(l_x2)+a1x(1+x2+x4+...+x2n+...)

x=1+x+x2+x3+---

Abhora se encuentra la solucion particular yy,:

Normalizando la ecuacién diferencial (x? — 1)y"" + 4xy’' + 2y = %, se obtiene:
4xy’ 2y 1

S % B Al v R s oo -

Usando el método de variacion de parametros:

Yp = U1Y1 T U2Y>

Encontrando el wronskiano: W (y,,y,) = |y1, y2’|
yi Y2
1 X
1—x2 1—x2 1
Wy, y2) = 2x 1422 |~ m
(1—-x2)2 (1—x2)
X
0 Vo 0 1—x?
1 . 1 1+ x?
o7 1y Y2 21 1 — x2)2
Donde uj; = x(x2—1) = x(x ) (A—x*)
Wy, y2) 1
(1—x?)?
1
— 22)2
u; = % =1, entonces u, = x
a=—=7
1
Y1 0 T—x2 0
b 1 2x 1 1
1 2 _ 1— 2)2 2 _ 1 1— 2\2
Donde uy = x(? DI _ 1A —x%) x(x I x(@—x%)
W1, y2) 1 1
(1 —x2)? (1—x?)?
1
uy = — entonces u, = —In (x)

Por lo tanto a solucidn particular es:

Yp = U1Y1 t Uy

1 X
yp=x(1_x2)—ln(x)1_x2

La solucién general es:

y(x) = aq (1_;ch)+a1 (5 _xx2)+x<1 _1x2)—ln (x)l_xxz

Este es un solucionario de problemas de Ecuaciones Diferenciales correspondiente a la Primera \
Evaluacion, donde constan ejercicios tipo examen. Esta obra ha sido elaborada por Roberto '
Cabrera y Christian de La Rosa, ex — estudiante de la ESPOL, con el auspicio de la directiva 1
A.EF.LE.C. de los aflos 2006, 2007, 2008. Modificado y corregido dos veces por Roberto '
Cabrera. |
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