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INTRODUCCION. - Georg Friedrich Bernhard Riemann,

matemdtico aleman (1826 - 1866), escogidé 1a Universidad
de Gottinga, que en ese entonces era el centro del mundo
de los matemdticos vy gue lo seguiris siendo por méas de
100 afios. Bajo influencia de W.E. Weeber, un fisico de
primer orden, y de Karl F.Gauss, el més grande matemético

de esa época.

En 1851 recibio su doctorado en filosofia, después de 1o

cual ese dedicd & la enserlanza  on ottinga. Murid de

tuberculosis 15 anos mas Larde

ou trabajo €8 Lmy e

silonante Rl 540 cualidad Y
profundidad. Sus manuscritos de

Licas abren nuevas

direcciones €1 138 teoria de e f :1onNnes '-«"xﬂ‘{“{“‘l(:':.)-1;,'

inicia el estudio peofundo e X jue hoy  se 1lama
Topologia v emprende en Geomebria un sarrol l
culminar b0 ahos mas Larde  <on ) teoria de L&
relatividad de Kinstein:

Tanto Newton  como Leibniz dieron una

version de la
integral e hicieron el teorema fundasuwental del Calculo

Integral fiemann fue quien nos proporciond la definicion

moderna d Integral Definida. Establecid 1la integral

sobre bases aritméticas en lugar de baces geométr

i1cas.

La monografia cuyo tema es: Integracidn de func

Lones de
una variable real, contiene subtemas como la suma
Riemann, Integral Definida, Antiderivada,

Integral

Indefinida y Teoremas del Calculo Fundamental.

Se realizd



i las demostraciones de los teoremas y propledades.
Fue desarrollada pensando en los alumnos del Colegio con

ejercicios Y representaciones graficas de facil

comprension.
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MOTIVACION
Al considerar el problema  de 1la tangente nos vimos
conducidos a la nocidn de derivada. Considerando un
problema, introduciremos la nocidén de integral de forma

natural.

EL PROBLEMA DEL AREA
En la figura # 1 representamos una regién Q@ limitada en
gu parte superior por la grafica de una funcidén de una
variable real continua f en [a,bl, en su parte inferior

por el eje x, a la izquierda por x=a v a la derecha por

=mzh.

Jaué nimero si lo hubiese, deberia considerarse como el

drea de Q7.
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fig.#

Para llevar esto a cabo comenzamos dividiendo el
intervalo [a,b] en un namero finito de intervalos que
no se superponen [zoﬂX11\[x1,le,-..,[xnwl.xn] con

BEROAR1<. . . <Xn=b. Como conesecuencia a 1la re

ién Q queda

dividida en n regiones: 1,02, ...,0n . Podemos estimar
el area total de Q estimando el area de cada una de las
regiones Qs sumando los resultados. Aproximamos la
region mediante poligonos, en dos formas. Sobre cada
uno de los subintervalos e regimos un rectdngulo con s
base sobre el eje = Vv cuyo lado suprerior se encuentra
completamente bajo la irva (fig.#3). Los rec tangulos

af:‘»i conetm Corman . ol !‘5"(‘15\“ due se en "k"!it::<"’

contenid ! mente en la region dada CUVA Aren e
desea de gk ol S de ecste poligono &5 menor que
el drea i ] egion (Tig.#1). Construvamos shora un
nuevo: nol no.sohre cnda subintervalo colocamos U
rectangulo wyo lado soperior ests si empre sobre la

curva  (fig ') wetos Torman un pol LEono que encier
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18 region dada v de aqui «
: @ca v de aqui que deba esperarse que tenga un
L &1 Y - YUEe Lenga un

area AVOY 5 1a As . )
mayor que la de nuestra region.
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a. '7\3.‘ X:& L

Bl drea aproximada de la regidén @ por recténgulos.

oea P={x0,X1.X2,...,%¥n} una particion de [a,bl.

Congiderandoe como la base de los rectangulos inscritos vy

de log circunscritos en cada subintervalo determinado

por la particion P y comp las alturas el infimo de los

f(x)=my para x€[xj,Xs+1] y el supremo de los f(x)=My, para
4

%€[xX3,X3+1} respectivamente y notando con S-n la suma de

lag adreas de los rectangulos inscritos y con S n  la suma

de las &reas de los recténgulos circunscritos
Congideremos ahora los rectiAngulos r3 v Ry de las

mrae ¥ 3,4 vy 5 ry € Qs C Ry hemos de tener: A&rea de

ry = drea de Qi = area de Rg.

2

El drea de los rectiangulos viene dada por e

1 producto de




‘
| S
base y altursa, asl obtenemos: Oxg=xs- X3—1
S-frry=mild 1 tmA e+ . . e Xn sge denomina suma inferior
para £y 5 ¢(P)=Mix1+Mz0x2+. . . +MNxn se denomina suma
superior para f.
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PARTICIONES, SUMA SUPERIOR E INFERIOR

. Definicién de Particién.- Sea [a,b]l un intervalo cerrado,
con a<b. P es una particién de [a.b]l si y sclo si es el
' conjunto P={x0,X1,X2,...,Xn-1,Xn} tal que
B8=X0<X1<X2<. . . <Xn—1<Xn=b

-‘Observacién.e Una particién es un conjunto finito de
;puntos.

" Ejemplo

Particiones del intervalo [0,1] son entre otras 1

a
w

siguientes:

Po = {0,1}

Pi= {0, 174, 1/2., 2/3, 1}

Poz= {0, 1/383. 2/3, 3/4. 9/10. 1} , etc.
Asi podemors: encontrar infinitas psrticiones de [O?l]

Los inteyvaslos de 1a forma [ x3,.,Xs+121 se  denominan

subinterval o cerrados corrospondientes a la particion P

Definicion de Buma  SBuperior.- Ses My el supremo de f(x)
en el subintervalo [Rs-1,x0],. yieea O xy = x3 — X3-1,el
namero S et e denomina  ocumas superior de P de f si 0y

solo si S (P)=M 21 +MO xz+ . . .+ M Xna .

Definicion de Sumainferior.- Sea my el infimo de f(x) en
el subintervalo [xj-1,xa]1 v sea 0%y =x3 -X3-1. El numero

B5-£(P) se denomina la suma  inferior de P de f 81 vy solo

si
S-f(P)=mi) x1+mz) 2o+, . . +md) Xn . S—s(P)=2ns=1ms0 x4




Podemos ohsorvar que

a medida que se afiaden puntos a

una

particién, los  cubintervalos [xg-1,%x3 1 se vuelven mas
peaquenos. (omo  resultado tenemos  gque el anfimo mys se
hace mavor v e) sapremo Ms  mas pequeilo. En consecuencia
las sumas inferiores crecen, mientras que las sumas
guperiores leccrecen de valor. Esto podemos observar en
las figuras ¥ 8. 9, 10 v 11.
Podemos decir que:
drea de Q=lim[f(xo)x1+f(x1 Dxzt. . . +f(Xn-1)0xn]
)= >0
drea de Q=lim[F(z1 0 x1+T (220 x2 +. .. +f(xn D xn]
i >

es decir 1im S-n = lim 85—» = &rea de Q

- — > 1}~ — >
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T
b
 Supongamos ashora que e continua en [a,b]. 84

P={x0,x1,....1n} es una particidén de [a.bl, entonces P
divide [a.b] en un numero finito de intervalos que no se
- superponen:

fxo,x1],[x1.720. ..., [Xn~1.%Xn1, con longitudes

0x1.0x2.... 0 n roepectivamente: 0= 1=(b-a)/n .La norma de

la particidn P =0 denota oY “PH v es el maxA x 3 ISTs)
decir ]“qrmuvxﬂxﬁ. En cadn unoﬂf de estos intervalogs

Mxy-1.x31. Y. es el supremn de-f(zx) v mg es el infimo
de f(x)

iBjemplo. Encontrar . la  suma superior > inferior de 18

ﬁfuncién dada  en elfintervalo [0,1], sea P={0,1/4,1/2,1}.
:y f(x):xﬂ,enrdh@@é S—r(F)=(1/16)(1/4)+(1/4)(1/4)+1(1/2)
. g~f(p\,~.:-;:;s'f/64

‘ 5-£(P)=0(1/4)4 (1/16)(1/4)+(1,/4) (1/2)

i

—-> 5-£(P)=9,64
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fig # 12
SUMA DE RIEMANN
.\'7

Definicion 1la Suma de Riemann. - Sea

P={X0,X1.52....3%n} una particion de [a,b], f una funcion

definida en la.bl v cs€lxa-1,%31. con J=1.2,...,n Re es

una suma de Riemann si v solo sl Rep=Zrg=1f(ca) Nxs




De 1a definicién f(cs) no es necesariamente el infimo o
el supremo de  f(x) en [x9-1,%3]. Ademéas f(x) puede ser
negativa para algun x, algunos de los términos de la suma
de Riemann R, rueden ser negativos. Por tahto la  suma de
Riemann no siempre  representa una  suma de Areas de
rectangulos .

Ejemplo: Sen (¢ Jo oo . (~o,3]
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lalle 1la v de Riemann Re de £ para la particién P de
0,6] en loo caontro cnbintervalos determinados por:
o = 0, x1 7 1.h, e = 2, @ 3= 4.5, xa = 6 , eligiendo
w = 1; co ca = 4, ca = B Oxg = X3 - X3-1
X1 = X1-X0 ~->0x1 = 1.5-0 —-—-=>0x1 = 1.5
X2 = X2-X1 ——->0xz = 3-1.5 ——>Axz = 1.5
X3 = Xa3-X2 ——>0x3 = 4.5 -3 ——>QAxzs = 1.5
X4 = Xa-%X3 —-—>0x4 = 6-4.5 -—->0x 4 = 1.5
i = Eny=1f(cy) Oxy F

ip flcixi+ flcaXxz +f(caixat+ f(ca))xa
- Rp=(8—12/2)1.5+(8—22/2)1.5;(8—42/2)1.5+(8—52/2)l.5
-=> Rp=(8-1/2)1.5+(8-2)1.5+(8-8)1.56+(8-25/2)1.5

==> Rp = 11.25 + @ - 6.75

--> Rp = 13.5

JIMITE DE LA SUMA DE RIEMANN

ea f una funcién definida en [a,b], P={Xo0,X1,X2,...,%n)
a particién de [a,b]l v si existe un numero L tal que %
0, 3850, para eliual |Z,f(cy) Oxy -L| < €, siempre

ue ”P" < O, l.es el limite de las sumas Riemann si 4

lo si limﬁrﬂ—&o Saf(caXxa = L
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INTEGRAL DEFINIDA

Definicion. ea £ una funcion definida en [a,bl,
P={xo.x1.,%2.....%n} una particiéon de [a.bl, BS-£(P), suma
inferior de P de f, S-¢(P) suma superior de P de f, I un
namero. I se llama integral definida de f sobre [a,b] si
y solo s1i S-g(P)= I =2 S—e(P). Se denoté la integral

definida como jb f(x)dx.

=0

INTEGRAL DEFINIDA COMO EL AREA DE UNA REGION

Definicién.- Sea f wuna funcién continua y no negativa en

la,b], P={x0,X1,X=2,...,%n} una particién de [a,b], S-e(P)

suma inferior de P de f y S-#(P) suma superior de P de f

el numero A se llama drea de la regién limitada por f '

3

el eje X, ¥y Xx=a, x=b si y solo si A = Jb f(x)dx. '

a0

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL

1.- jb cdx = c(b-a) 3 ceR , ¢c= cte
=%

2.- 51 f v g son integrales en [a.bl v ¢ € R, entonces cf

f+ g v f- g son integrables en [a.b].

e (x)dx

i) jbwf(x)dx =z G

=

E=8

ii) Jb[!lx) } a(x}ﬁdx = fbf(x)dx -+ (b g(x)dx

iii) j‘wm D) - k)10 = (Rfodx - {b g(x)dx

3.~ Propiednd de aditividad del intervalo

e

81 F oo ioteprabde en los tres intervalos

defintdo por  a.h v . entonces




{ 3
- i 1
, 14
fbf(x)dx = =f(x)dx + fb f(x)dx
b & & = !
Demostracion de la primera propiedad fb cdx = c(b-a)
i -3
c=cte
y 0 ¢
(
a b X
fig # 18
Sea £ la funcidén constante definida por f(x) = ¢ % xe I
|
[a.bl v =sen P={xo,X1.%2,...,%n} una particién de [a.b]. =

" Puesto  que sn cada subintervalo (xa-1,x31. £ posee un

valor consbante o, my.y  Mase S—e(P)=Mix1 +M

Xe+. .. ‘Ii!a Mo

—— STrtlyme g et L4 (O
= i3 et c@xa M sak . L i k)
-2 STl My e (b-a)

S~£(P)= wad 234 me) mod .. e n

“

——

e e - Y M

——T

ST L )

> cdx=c(b-a)

Lt f}
(=3

ﬁ“d’ |
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Demostracion de la propiedad # 2
91 f vy g eon integrables en [a,b]l y ¢ € R, f + g son
integrables en [(a.b] f‘?[f(x) + g(x)ldx = fb f(x)dx +
= (=N
fb g(x)dx
a2
Sean £ Yy g dos funciones definidas en la.bl,

P={x0,x1,%2. . ...¥n} una particion de [a.b].
S5 ( P ) =M ,]0 W1 vyt Mj"ﬁ X2 v+&) k. M [A) X3(f+g )v"‘ & ¥ I1r0 Xn
(f+&)

=3B (P =M LM 2y e MO v ortr MO Xoe 4. .4 MO xned

Mrﬂ Xnm

V~v.*: S(P)Y=Muy - e MO xeet L LA a et MO ®1atM) wag b

E.-> Ib[f(X)+g(x)1;

L
l
¢

3

LMD nea
¥ S‘(P} = e PY + 5 =(P)

=55+ (') = mid K1 (rray 4 me kzr Ffarmdt ...+ M) Xn( £rg)
-=>8-(f+g) (1) = 11 X1 r+mal) X1 etma x2 f+m) x2g+
v o o) Xn e+ Xng P
Bct+a)y (P)=mid 21 etz xor+ . . +md) an+m10 XigtmA xzgt. . +m) Xng
-=> S-(e+g)(P)= S—f(P) g S-a(P)
> S_2(P)+ 5"S<P)sjﬁ'[f(x)+g(x)3dx < 5-£(P)+5-&(P)

o) &

&

’jb f(x)dx + J‘b g(x)dx

&

Propiedad 2-i) -

81 f es integrable en [a,b]l v ¢ €R, entonces cf es
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integrable en {(a,b] fb uf(x)dx:cjb f(x)dx !

(=

Demostracidn. - Sea £ uns funcion continua en ta.bl v ¢ €
R, sea P={r . ¥xi.92,....%} nan particien de fa.b]
S=e(P)=cHMd v kel et . L L 4elhO xn

- S“f(P*<é(MﬂXX1+Hﬁﬁx2+...+Mdﬁjn)

-2 S—r(F i oem wereme et . L L domd) Xn

- (m)

o e (P c(my zadme o . +ief) Y )

R cH-r(Pi=Ze(b f(x)dezebe(P)

B ~3 1

Propiedad do aditividad del intervalo.

5i f es integrable en los tres intervalos definidos

pora,b vy o si a<h<c entonces:

jb f(x)dx = (= fx)dx + jb f(x)dx

£-% LLE - § <

En el caso de funciones no negativas se interpreta en

términos de area

v




1F
Para demostroy ecsta propiedad, necesitamos probar
solamente
ve cada pari iocdlon Polivo 1.2, .. ..nt de [a.bl.se cumple
g I

S~f(P)S[“ f(#?dtﬁj"“ flLydb=E5-"¢(P). Puesto que la

Q=PU{c} contiecne a P (1) S5-s(P)=5-£(Q) vy S=£(Q)ZS—¢«(P)
Q1= Q Nfa,cl v G=2=@N{c,b] son particiones de [a,c] vy
fa, %],

-=> 5-£(@Q1) + 5-£(Qz) = 5-£(Q) ¥ S £(Q1)+5£(Q 2)=5"£(Q)
ruesto gque

B—2(Q1)=[e £(L)dL=5-F(Q1) v S-r(Qz2)=2[Pf(t)dt=
J J

S-£(Qz2)

S—f(Q1)+S_f(Q2)5j° f(t)dt + jb f(t)dt=5-£(Q1) + 5~ £(Q2)

2 <

ES~f(Q)SJ° f(tyat + [b f(t)dt=5—r(Q) .Segﬁn (1)
l =

£=%

LS—f(P)S =3 f(t) + 5 f(t)dtssﬁf(P)ﬂﬂ
o

a (=]

r
TEOREMA DEIL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

' 81 f es continua en [a.b] entonces existe un ntmero ¢ en

(a.b) tal aue [v £¢RYax = f(c)(b-a)

TR - §

o8

SR
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fig # 17

N

fig #18

tangnlo inscrito
daren menor que el actual)
{“ mdx = mi{bh-a)

(=8
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.
_ o _ i
x
fig #19
Rectingulo del valor medio
(Aren dignal al actual) |
[b f(x)yds 1
."j ;
M
=,
X
fig # 20 |
* Recténgulo circunscrito |
(area mayor que el actual)
fb Mdx =M(b-a)
L=Y
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Demostracion

Caso 1.- 51 f es constante en el intervalo [a.bl, el
resultado es trivial puesto que ¢ puede ser cualguier

punto en (&.0)

Cago 2.— 5i | no es constante en [#s.bl, entonces por el
teorema del valor extremo elegimos m y M como el infimo vy

el supremn do (=) en [a.bl. wsf(x)sM : ¥ xela.b]

— Bomds ““ fxyds = {‘3 Mz

~-=> m(h-a) f“ f i) = Mibea) como b-as»0
LIPS
~=> m (10! n‘)f“ (= dx M
=%
Por el teorcwn del valor intermedio cefa,bl]l tal que

f((—) = (l/(}e Ft))J'b j(’: DT

L

—— Jb f(x)ds = f{cy(b-a)

NOTA.- E1 teorema del valor medio para integrales no
especifica como deta&Minar ‘¢c. Bolamente garantiza la

existencia del nimero c.

El valor de f(c), ‘dado en el teorema del valor medio para
integrales, e le llama valor promedio de f en el

.intervalo fa.b]l.
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CANTIDERIVADA
Dada  1a decivada de  vna funcion. hallar la funcion
original.
Ejemplo. Haliny  wna  luncidon F o ogue  tiene 1na sipguiente
derivadn
F{x)=3x=2 F(x)=X& PO gue (d/dx)(x2)=3x=2

Llamamos a funcion F una antiderivada de F°. Por

i)

convenienclia ugaremos la frase F(x) es una antiderivada
de f(x) v =su sindnimo F es una derivada de f. Por ejemplo

ege conveniente decir que x? es una antiderivada de 4x2

Definicién de Antiderivada.- Sea f una funcién continua
en [a,bl, una funcién F se denomina antiderivada de f en
[a,b] 81 y s0lo si |

i) F es continua en [a,b]l vy

ii) F (x)=f(x) ¥ x €(a,b)

En esta definicién, 1lamamos a F una antiderivada de f, y
no la antiderivada de f. Para vér el por qué, considérese

el hecho de que:

'}5‘1(:&)‘—‘)‘:‘3 . Fz(x)zxa¥5 v Fa(x)=x2® + 97 son

antiderivadas d@v e f (. . Esto  sugiere que para
c

cualquier constante C, la funcién dada por F(x)=x2 + C es

una antiderivada de f.
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INTEGRAL INDEFINIDA
Pefinicion e Integral Indefinida.- Sea C una constante

de integracion v I (x) nna antiderivada de f 1a notacion
ff(x)dx:F(x) + C  @e llama integracién si Vv solo si es la

solucidén general de la ecuacion dy= f(x)dx.
X ! variable de integracidén
f(x): integrando

C: constante de integracion

Jf(x)dx leemos como la antiderivada general de f con

respecto a x.

La diferencial dx  sirve para identificar a x como a la

variable de integracién.

El término integrasl indefinida €5  un  sindnimo de
antiderivadas general. También usaremos el término

primitiva como sinénimo de antiderivada.
La naturalessa inversa de la integracién y la derivacion
- puede ser vista ror el hecho  de que mediante la

sustitucion de F' (%) por f(x) .

:[F’(X)dK:F(F} + (0

I@.intﬁgrﬁwi~q%vﬁ Ia inversns de la derivacian. Ademds ., i

{ff(x)dXtF(xZ|ﬂ, ontoncers (d/dx)['f(x)dx]:(d/dx)[F(x)+G{

— (d/dx)fjf(f)dx]: =)y 1 (=)
i .
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La derivacidén es la inversa de la integracién.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
51 una funcién £ es continua en el intervalo [a,b]
entonces jb f(x)dx = F(b)-F(a), donde F es cualgquier

funcién tal que

Fr(x)=f(x) ; ¥ x €la,b]

1x TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Sea f continua en [a,.b] y sea G una funcién definida

dela forma G(X):Ix f(t)dt entonces G(x) es la
&=

antiderivads de f(x) en [a.b], xela,b] 7 (x)=f(x)
- Demostracion

MXMX):~r“QKf(wdt

- G(x%ﬂ}:)(3(x}:[x*03<'5(t)dt—{x fit)dt

S .23

—=> G({x1x) h(x)r{xﬂﬁx f(tYdb-{~f(t)dt

LA =3 2 .

-=> G(x4 ) “(}:r“[**ﬂfﬁ POty

Utilizando o1 teorems del valor medio para integral
ciyx<osx )=

jx«ox F(tydr (e

3z

(G(xﬂﬁx)wG(7<Hp{\§TT(cﬁ

lim f(e) = Lim () =f(:x)
Ox->o0+ Rt
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lim(G(x#x)Ox = f(x)

Ax->o0+

G (x)=1im(G(xH0x)-G(x) )MNx =f(x)
A x->0

Z2.— TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (Newton y Leibniz)

Sea f continua en fa,bl v sea F(x) cualquier antiderivada

de f(x) en'{a,b]. entonces jb f(x)dx=F(b)-F(a)

=
Demostracidn

G(x):rc f(Lyde

J‘x fit)ydt=t y o+

=2
8l x=a

[& f(t)dt=ltn) + C = 0

o=
c=-F(a)

jx f(t)dt=hi ) F(a)

si x=b

b of(t)dt=1"tb)-F(a)
E=N
COROLARIO

51 £ es conbtinua enfté,bJ v F es cualguier antiderivada

de f entonces:

[ £ = F(x)|Pa = F(b)-F(a)

Ejemplos.
Evaluar la siguiente integral como el Area bajo la curva

de la funciodn
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51 f(x)=k o F(x)=kx es una primitiva de i

I
jb kdx= F('?{bm - Fihi-F(a)

| S

A , b ._ X
fig # 21
Evaluar la siguiente como el Area bajplla curva
b) I5 xdx
1

Solucién - iip
51 f(x)=x --> F(x). = x2/2 es ﬁna primitiva de f
T [ xdx=FOx)| S =F(5)-F(1)

1 & 3
- fﬁ xXdx=x2,/72

1 i -4
& I° xdx=52,/2-12/2

1 ' ;

: {

-—> Is xdx= 25/2-1/2 ;

b &




1

)

!

/
AN—-._.sv
"

P

e

= 4
X

fig #22

Evaluar 1a siguiente integral como el Adrea bajo la curva
c) jz xX2dx
51 f(x)=x=Z —-» F(x)=x2/3 es una primitiva de f

-2

T [P R ()| 2ea= F(2) - B(-2)

—_—— fz ‘\“‘C}.X ‘{u/3l

N

( 1

dx=28/3 - (l2)a/3

2

X 2 ’l"\‘*}.(.),/B (

aats J 2 83 a3
I7.
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fig.# 23

Evaluar la siguiente integral

d) IB (x=2-2x% Ydx
o

Solucidén

[ [? (e = (2 -2 g

Y




v}

- IB (X2 20)dx=(27/,3-0) —(9-0)

O

/

> fB (%2-2x)dx=9-9

O
! .
g
——> j3 (x2-2x)dx=0
| o
!
ignifica que el area bajo el eje x es igual al Area
obre el eje x de la funcidén dada

X

fig #214

UIA PARA LA |HEECGRACTON

\

.~ HMemorizar lao exprosiones matemdlicas de integracidn
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2 - Hallm unn expresion matemabica de integracion que
se paiach a todo o A ;mrtw del integrando .y A&
fuers  de pruebas ecncontrar  un camhio de u que
haga e el integrando se  ajuste a la expresion
matem b bea.

3.~  Si no pucde hallar uns u-sustitucion que funcione,
inténtolo de nevo camblando el integrando. Puede

probayr con una identidad trigonométrica, dividiendo

o sumando v restando la misma cantidad.
INTEGRACION POR SUSTITUCION (TECNICA)

El papel de 1la sustitucion de  la  integracion es
comparable al de la regla de la cadena en la derivacidn.
Recuérdese que para las funciones derivables dadas por

y=F(u) y u=g(x), la regla de la cadena establece que:
(d/dx)[F(e(x))] = F (ag(x))g (x)

EL METODO DE SUSTITUCION

Dada la integral 1hdéfinidé jf(g(x) g (x)dx, sea u=g(x) V¥

u=g’  (x)dx. Si “F@s .una antiderivada de f, entonces

Jf(g(x))g’xk)dX:ff(u)du:F(u) + C =F(g(x)) + C

Teorema. oHea £ continua en {asy=b} , sea v una funciodn




|

|

Entonces, i » -vZh, se ticne

]

”bf(y)dy: Affvig) v (x)ydx

Demostracidon.— bHea g(y)zyvf(t)dt.

£

Como {g(v(x))} =g [v(x)Iv (x).

Entonces g{v(x)] es una primitiva de

Por el teorema fundamental,
Idf[v(x)Jv'(X)dx:g[v(x)]ldc

[=~]

jdeV(x)JV’(x)dxz glv(d)yl-glv(c)]

[=

gdf[v(x)Jv’(x)dx=g(b)—g(a)

L]

‘jdf[v(x)]v'(X)dx:§bf(y)dy

(=] -3

a) 1 (x%-1)7 =dx
j(’)

Solucidon

para x=0 , wuas b3 paya ol u=0

&) U"l(ll\

vvvvv

Ejemplo. Evalunar la integral mediante la sustitucidn u

con una deriviodla conbinus vo oen {esxrdl,

g [v(x)lv (x).

e




O

o fl (x2-1)22xdx=[uB/51°-

- jl (x2-1)42x2dx=1/5

o]

) Evaluar la integral mediante la sustitucidén u

1 x(x2+1)3dx
0

olucioén

ea u=x2+1 —--> du=2xdx ---> du/2 = xdx

vara x=0, u=l; para x=1,

-—>§1 x(x2+1)2dx=1/2
| o

u=2z

EZ usdu
1

[1 x(x2+1)2du=(1/8)ut| 21

- sg (x2+1)=du= 15/8
|

|

|

@jemplmp:

hesarrollar 1 mipuiente

o

) J 3(3x-1)2d

-

Solucidn

j 3(3x-1)yAdu=] iy

utdu

x(x3+l)hd’"(1/8)[16 -173

intepral sindifinida

31

e =

P




-——> f(3x~1)43dx:u5/5‘+'c

e j(3x~1)43dx=(3x~l)5/5 + C

/
b) Desarrollar la siguiente integral

f(2x+l)(x2+x)dx

J(2x+1)(x2+x}dx:J(x2+x)(2x+l)dx

51 uz x24x —=> du=(2x+1)dx

-2 j(x2+x)(ﬂx+l)dx:fudu
J

f > f(x2+x)(ﬂr+1)dx:u2/2 + G

RESUMEN PARA A

[}

Blegir v
mejor el
compuesata
potencin.
Fvaluar |
factor K

integrando

Reexpresarxs

Bvaluar 1a

(R2HR) (1) dus (2B /2 4+ o

THTEGRACTON POR SUSTITUCION

custbitueion uog(x). Por lo general, es

sir la parte  dinterior de una  funcién

por ejemipio, mna cantidad elevada a una

djforémﬁial du= g’ (x)dx. Anotar cualquier

que no sea un factor del

eltihbegrando en la forma f(u)(du/k).

integral resultante en términos de u

Deshacer la sustitucién para obtener una rrimitiva

en términos de x.

32




EXPRJ'!?SIONES MATEMATICAS DE INTEGRACION

. - ju“du:u““'"‘»/(n+]._) + C: n #-1
Z.— f[du/u :lnl *.1! + C
3. — fevdu= e +

4.— [(sen udu - cos nn + C

D

foa)
!

“(;os uduscen v o+

S j‘tgudu:ain;r:mt:. ul o C
j'(_‘:tg{uchr.!uiff;.ﬂn uj o+ ©

B.- l'ss(acz vdus ir'! soc u b bE 11‘ o ’

9. - jooaeo udn'~ln‘cnsec o+ cbg u| 4+ C

|

| .

ﬂ0.~ jsecéudu:tu u + C

11.- [cosec2® udu =-ctg u + C

i

12.- [sec utg vdu = sec u + C

13.- fcosec u ctg udu=-cosec u + C.

EJERCICIOS

Calcular

Solucién e o !

; 4

Sea u=x*= --> du = 3x2dx —-——> du/3 = x2d4dx
j'l
1
¢




2 gen KU o= }Ben v (du/3)

- }xz sen x?dx:(l/B)Jsen udu
IXE sen x&dx =-(1/3)cos U + C

- sz sen x8dx = - (1/3)cos x2 + C

L)

ijercicio # 2

calcular: J(Zx/(x+1)2)dx
51 u=x+1 --> du= ax., x= u-1
f== j<2x/(x+1)2>dx s f((Z(u—l))/uz)du

E——; J(Zx/(x+l)2dx = Zf[u/uz -~ 1/uz]du

E-—> I(Zx/(x+1)?dx: Zfdu/u —ZIU”Zdu

}—~> j(Zx/(x+l)2dx = Zlnlul - 2(u-1/-1)
‘~—> E(ZX/(X+1)?dx = 21nlu‘ + 2/u + C
—=> §(2x/(x+l)ﬁdx @ 21n‘x+l‘»+.2/0#4;)
Ejercicio # 3

. Calcular : {(Rﬁ»l)lf2&&;'

e dxE

gl u= 2x - 1 > O S

e J(ZX,])thﬁa = iumgﬁ(dq/z)

——2 “(2,r~1)3"’<V’ = | 1/51)[U3w/2(hi
J

+ C

+ C

du/ 7




o
- f(2x~1)1/2dx': (1/2)(u®72/(3/2)) + C

(1/3)u=72 + C

tH

f ——> j(Zx—l)l/gdx

| > [(Zx-Dyrrzdx = (1/8)(2x-1)372 + C
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CONCLUSION

oy

Este trabsjo es re

~

alizado para alumnos del Colegio
que estan iniciando el estudio del Céalculo Integral.
al revizar el miemo, tendrda una vieién méas clara de

loe conocimientos que ha recibido.

o
0]

ElL método ubtilizado para integrar el de

Sustitucicon, para integrsles definidas e indefinidas

Las reym cocentaciones praficas £0n las MAS
familicve o de los estudiontes
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