CALCULO VECTORIAL
, ~ PAO22021
SOLUCION Y RUBRICA PRIMERA EVALUACION

PRIMER TEMA (a)

Dada la siguiente funcion

Y X #
fxy)=1 x+y’ Y
0, xX=y

a) Estudie la continuidad de f en el punto (0, 0).

b) Hallar las derivadas direccionales de f en el punto (0, 0).

¢) De acuerdo al resultado obtenido en (b), que puede decir respecto a las
derivadas parciales de f en el punto (0, 0).

d) De acuerdo a los resultados obtenidos en (a) y (c), que puede decir respecto
a la diferenciabilidad de f en el punto (0, 0).

Solucion: (a)
e Estudiemos la continuidad de f en (0,0). Observemos que:
1. £(0,0) = 0 existe.

2. Abhora estudiemos : l)irr%O 0 ﬁ , para ello utilicemos coordenadas polares:
x,y)-(0,

X =rcosb
y =rsent  asitenemos que:
r2 = x2 + y?

_ ) r sen 0 ) sen 6 sen @
lim = lim = lim =
@xy)»00x+y r-0rcosf+rsenf r-ocosf+senf cosO +senb
Porlo que,el li - no existe. Asi, f NO es continua en (0,0).

m
(x,y)—(0,0) x+¥
e (b) Calculemos las derivadas direccionales en el punto (0,0). Sea
v = (v4, V,) un vector unitario,

Duf (0,0) = £ (0,0) = lim LD DTOD _ ypy [CEvs vs)

t t—0 t

0, si (vy,v)=(%1,0)

No existe en otro caso
Por lo tanto, la derivada direccional de f en el punto (0,0), sélo existe en dos

direcciones, es decir, para v = (v4,v,) = (£1,0).
¢ (c¢) Usando el resultado obtenido en (b), podemos afirmar que la derivada

. t'UZ . V2
=lim————— =lim =
t—0 t(tvi+tvy) t—0 t(vi+vy)

parcial de f respecto a x existe, y esta dada por Z—i (0,0) = 0, mientras que la

derivada parcial de f respecto a y no existe, pues la derivada direccional de
f en el punto (0,0), sdlo existe en las direcciones de v = (1,0) y u = (—1,0).

e (d) Sabemos por teorema que: f diferenciable en un punto x, = f es continua

en x, y todas las derivadas direccionales existen es x.

Ahora, usando el contrarreciproco de dicho teorema, concluimos que: Como f No
es continua en el punto (0,0) (por (a)), f No es diferenciable en el punto (0,0).



Por otro lado, usando (c) podemos concluir también, que f No es diferenciable en
el punto (0,0), ya que una de las derivadas parciales de f no existe en el punto

(0,0).
Rubrica:
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concluyendo
que la funcion
no es continua
en dicho punto.
Calcula las
derivadas
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las derivadas

muestra que el
limite no existe,
concluyendo
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Calcula las
derivadas
direccionales y
concluye para
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las derivadas
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parciales con las con las derivadas
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PRIMER TEMA (b)

Sea f(x, y) = { (x? +y*) sin ( Jﬁ) ;si (x,y) # (0,0)
0o ; si (x,y) = (0,0)

a. Determinar si f es de clase C!
b. Determinar si f es diferenciable en (0, 0)

a. Para determinar si fes de clase C1, calculemos las derivadas parciales
Para (x,y) # (0,0) tenemos que

. 1 ) ) 1 —X
fx(x,y) = 2x sin (W) + (x* + y?) cos (sz +y2>\/(x2 vaE

1 X 1
= 2x sin — cos| ———
(sz +y2> \/xz + y2 ( [x2 +y2>

De forma anéaloga

o 1 2 4 o2 ! —
fy(x,y) =2y sm( — y2> + (x* + y*#) cos (sz n y2>\/(x2 mvaE

1 y 1
= 2ysin ( ) - cos (—)
\/xz + y2 \/xz + y2 [x2 + y2
Para (x,y) = (0,0) tenemos que

2cin(_1_
f2(0,0) = lim [RO-TOD i, : Sm(m) = lim hsin (i) =0
XA h—0 h h—0 h h—0 (R

Ya que |hsin (I_flzl)| <|h|l vy }li_r}glhl = 0, de forma analoga f,,(0,0) = 0.

Por tanto

X

. 1 1 .
£.(6y) = {Zx sin (Jx2+y2) T e cos <W) si(x,y) £ (0,0)
0 si (x,y)=1(0,0)

fy (%, y)

1 y 1
2y sin( ) - cos (—) si(x,y) # (0,0)
= \/xz + y2 \/xz + y2 [x2 + y2

0 si (x,y)=1(0,0)

Se observa que las derivadas parciales son continuas en todo punto (x,y) #
(0,0). Estudiemos la continuidad en (x,y) = (0,0), para ello calculemos

lim X, lim X, V).
(x,y)—>(0,0)fX( )y (x,y)—>(0,0)fy( y)



Considerando el camino x = 0, se tiene que lin;n) fx(0,y) =0,
y—)

Considerando el camino y = x con x > 0, se tiene que

&1_%1 f (e, x) = lim [Zx sin (\/217) — J;?cos (\/217)]

- _ 1 1
= lim |2 sin () = 5 cos ()
El primer limite es cero y el segundo limite no existe, por lo que
fx(x,¥) no existe, asi f,(x,y) no es continua en (0,0) y

lim
(x, y)—>(0 0)
analogamente f;, (x,y) no es continua en (0,0). Por tanto, fno es de clase C' en
(0,0).

Por la parte anterior no podemos concluir que es diferenciable en (0,0). Estudiemos
la diferenciabilidad por definicion,

hm f(hlr hz) - f(0,0) - hlfx(O:O) - hny(OiO)
(hq,h3)—(0,0)
v /hf + hy?

(hlz + h22) sin

1

/hlz + h,*
lim
(hllhz)_}(o'o) 2 2
h,“ + h,

/ + h,’sin
(h1, hz)—>(0 0) f

=0
h1 + h2
Ya que

/h2+hzsin / + h,? lim /h2+h2=0..
1 2 h +h2 2 (hyhy)—0,0N T 2

Este es una funcién que no es de clase C1 , pero es diferenciable en (0,0).



Rubrica:

Capacidades
Deseadas

El  estudiante
debe estar en
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derivadas derivadas (0,0), y concluye
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clase C?1, pero
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0-5 6-12 13-20 21-25




SEGUNDO TEMA (a)

De un campo escalar diferenciable z=f(x,y) en el punto P(1,2) se tiene la siguiente
informacion sobre sus derivadas direccionales:

e Enla direccion al punto A(2,2) es igual a 2.
e Enla direccion al punto B(1,1) es igual a -2.

Determine el vector gradiente en el punto P y calcule la derivada direccional en P en
la direccion al punto C(4,6)

Sea Vf(P) = (a,b) ,
Vector direccion de P a A: U = (2,2) — (1,2) = (1,0)
Vector direccion de PaB: v = (1,1) — (1,2) = (0,—1)

= (P)=TF(P)- (10) =2
(P =TF(P)-(0,-1) = -2

{ @hA0=a=2 " o 2sTFCP) =(22)

(a,b)(0,—1) = —b = —2

Vector direccionde Pa C: w = (4,6) — (1,2) = 3/4) = |[W| =V9+ 16 =5

of (34) _ 14
Por lo tanto P (P) =(2,2) =%
Py
Insuficiente En Desarrollado Excelente
Desarrollo
. No sabe Esboza la Aplica el El estudiante
felre:;gglzagze debe cdmo formula concepto de aplica la
‘dentificar la plantear el calcglando el ds:rlva'da formula y
derivada problema gradiente, dlre.ccwnal galcula el
direccional pero no u:uhzando la sistema en
utilizando la interpreta formpla del forma correcta
formula del bien el gradiente y y expresa la
aradiente problema expresa el dqwqda en
' sistema direccion de
w.
0 1-3 4-8 9-10




SEGUNDO TEMA (b)

La ecuacién cos(mx) — x%y + € + yz = 4 define implicitamente la funcién z =
f(x,y), suponiendo que se cumplen todas las condiciones adecuadas de

diferenciabilidad, calcular:

a) La ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el punto P,(0,1) de

su dominio.

b) La ecuacion de la recta normal a la superficie dada en el punto (0,1,2)

a) F(x,y,z) =cos(mx) —x’y+e* +yz—4=0

Parax =0,y =1,seobtiene: 1 —0+1+z—-4=0=>2z=2
oF oF oF
El plano w = (a)Po (x—x0) + (E)Po y—yo) + (E)po (z—29) =0

tenemos

F.(x,y,z) = —msen(nx) — 2xy + e¥Z = F,(0,1,2) = 2

F,(x,y,z) = —x* +z = F,(0,1,2) = 2
F,(x,y,z) =e¥x+y=F,(012) =1
Luego tenemos

T=2x—-0)+2(y-1)+1(z-2)=0=2x+2y+z—-4=0

b) La recta normal est4d dada por

2 2 1
Ribrica:
Capacidades ~
dl::sea das Desempeiio

. Insuficiente En Desarrollado Excelente
SE;re::luglzagée debe Desarrollo
: dentillecar No sabe Esboza la Calcula El estudiante
aplicar las Y cdmo formula del directamente las | aplica la
f(I’)) rmulas del plano plantear el | plano derivadas desde | formulay
tancente v la Isec ta problema tangente, pero | la superficie y calcula en
nor%nal a}llra una no calcula los | expresa la forma correcta
su erﬁcri)e de una valores ecuacion del el plano y la
furrl) cién correctamente | plano, pero no recta normal.
representada Laof;i recta
implicitamente. 0 3 18 910




TERCER TEMA (a)

Determine las ecuaciones paramétricas de la curva C que se obtiene intersecando
las siguientes superficies:
4x2 +y? —6y+5=0; y+z=7

Completamos cuadrados en el cilindro eliptico

4x2+y2 —6y+5=04x?+(y—3)2 =4
2 _32
PRESI o)

1
1 4

La proyeccion de este cilindro sobre el plano XY es la elipse

xZ _32
L =3

1
1 4

Parametrizamos esta elipse usando coordenadas polares:

{ X =cost
y

=3+ 2sent 0=t=<2m

La parametrizacion para la variable z lo obtenemos mediante la ecuacion del plano y del
valor de la variable y en la parametrizacion anterior:

yt+z=7z=7—-y=>z=7—(3+2sent) >z=4—2sent

En consecuencia, una parametrizacion para la curva determinada por la interseccion de
las dos superficies es:

X =cost
C: y=3+2sent, 0<t<2m
z=4—2sent



TERCER TEMA (b)

Parametrice el arco o contenido en el primer octante (x,y,z > 0) dado por la
interseccion de las superficies:

x? +y? + z? = R?
x% + y? = R?
En el sentido de a que va desde el punto (0, 0, R) hasta el punto (0, R, 0)
Nota: la segunda ecuacion debié escribirse como x> + y* = Ry, como no se hizo asi
y se deslizé el error de tipear R?, por lo tanto, no es posible cumplir la trayectoria

de (0,0, R) hasta (0,R,0).

En todo caso, se trata de la interseccion de una esfera con un cilindro:

2 2, ,2 _ p2
x*+y“+z°=R
{ 2}’ ZZ ) — z2+R*=R?> > z=0
x“+y“=R
2 2 _ 2 x=Rcos(t) <
x“+y =R - {ysten(t)' <t<2m
Una posible parametrizacion seria:
x = R cos(t) -
y=—Rsen(t) ; —-<t=<0
2
z=0

En este caso, seria desde (0, R, 0) hasta (R, 0,0)
Para este ejercicio hay que revisar la estructura de la parametrizacion realizada por

el estudiante y verificar que esté de acuerdo con la trayectoria indicada por él y en
funcion de eso ponderar la rubrica.

Rubrica (para ambos temas):

Capacidades ~
Desempeiio
deseadas
Insuficiente En Desarrollado Excelente
Desarrollo
. No sabe El estudiante | El estudiante El estudiante
El estudiante debe , . . .
ser capaz de como interpreta la | parametriza la parametriza
. plantear el | interseccidn, | variable x, correctamente
parametrizar .
. . problema pero comete | parametriza la la curva
intersecciones de . . .
. errores en el | variable y pero | interseccion.
superficies en el o
. proceso. deja inconclusa
espacio. o
la descripcion
para la variable
z




| 02 | 3-7 | 8-12 | 13-15

CUARTO TEMA (a)

2

Sea z = f(x,y) declase C’2,conx = ue’ y y = ue ’. Hallar ZTi

Solucion: Tenemos que:
P u

o

Z\y/u
\V

0z afax 6f8y af +af _v
du  9xou &‘yau ax aye

asi, aplicando regla de la cadena a la funcion —Z (x y):
a_zz _ i(%) _ (af 0x Lo of 8y) (af ax) L2 (af 6y)
ouz  du\ou/ ou\dxou dyadu du \9x du du \dy du

df\ dx of 9%x of\ dy _of 9%y
6u<ax> ou ax oz T 8u<8y> ou 9y a?
2f ox 2f ody| ox of
B ﬁ@*ayaxa]a%x

[aZf ox 0°f dy] dy L,

Ox dy ou  dy? ou ou 6y
If . 0 ]+ 2 s T o

dx? dx 0y ¢ dy 0x ¢ dy? ¢
o’°f | 9*f —2v

_9*f o2V
= + 2 + e
6x2 xdy  0y?

CUARTO TEMA (b)

2
Sea z = f(x,y) de clase C’2,conx = ue’ y y = ue ’. Hallar 37

dz Odfodx Odf0 d d
_Z=_f__|_ fy f V+_f(ue v)
dv 0dxdv OJdy v ax dy

asi, aplicando regla de la cadena a la funcioén 5 Z (x,y):



210 (22)_ 2 (2o,
vz v \ov ov \9x ov

-2 (ﬁ) ox of 0%x

of c')y)

21 9v) _ 9. (910%) , 2 (9 0y
dy dv "~ 9v \ox av v

of\ dy of 0%y
N (f) 9 Of 0y
av\dy) ov ' dy ov?

dy dv

+ —_
ox) v ' ox ov?
azf 0x 0%f ay d0x af 0%x
dx2 dv  dy dx dv v 9x 0v?
[ZL o, &1 oy oy of o
dx dy v dy?2 ovl ov dy ov?
o’ f o’f af
=|=—ue’+——(Cue")|-ue*+5—"ue’
[a 2 ox 0y ( ) 0x
O vy By ] ey 4 9 —v
+[ayaxue +62( ue V)| (—ue )+ay ue
o*f o’f , 9*f of of
= — ufe?’ — 2u? +—Sufe ™+ = ue'+—-ue”
ox dx dy 0y? 0x dy
i ’f L 9%f _ of of _
—uz( - e —2 + 282”)+u(—e”+—e”).
ox dx dy ady 0x dy
Rubrica (para ambos temas):
Capacidades DesempeRo
deseadas P
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cadena. tiene problemas segundas derivadas,
para calcular las | derivadas, pero llegando al

comete errores
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derivadas y no

resultado de
forma légica 'y

logra demostrar esto impide correcta.
lo planteado. llegar al
resultado
planteado.
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QUINTO TEMA (a)

2

2
. . . oz X
La superficie de una colina es descrita por la ecuacion: Z = 500,5 — 80 " 13'6—0

,donde x,y,z estan dados en metros. El eje positivo Y sefiala hacia el norte y el eje
positivo X hacia el este. Un hombre esta parado en el punto (40,60,458).

a) Si el hombre camina hacia el este: el hombre asciende o desciende?, a qué razon
de cambio lo hace?

b) Si el hombre camina hacia el suroeste: el hombre asciende o desciende?, a qué
razon de cambio lo hace?

¢) Si el hombre quiere ascender siguiendo la maxima pendiente: qué direccion debe
tomar? , cual es la razéon de cambio en esta direccion?

a. Tenemos que Vf(x,y) = (— =, - l) yVf(40,60) = (—1, — 3). La direccion hacia

40’ 80 4

el este corresponde corresponde al vector unitario u =i = (1,0), luego

D, f(40,60) = Vf(40,60).u = (—1, —%) .(1,0) = —1. Asi, si el hombre camina

en direccion este, €l esta descendiendo a razon de 1 metros.

b. La direccion hacia el suroeste corresponde al vector unitario

u= (_%,_%) = (—g,—g) , luego

_ _ 3 V2o V2\ 7 L
D.f (40,60) = Vf(40,60).u = (-1,-2). (=2, -2) = 7= 0875. Asi, si el
hombre camina en direccion suroeste, €l estd ascendiendo a razoén de 0.875 metros.

c. La direccion de maxima pendiente es Vf(40,60) = (—1, - z) y la razén de cambio

de esta direccion es [|Vf(40,60)| = Z = 1,25, por lo que, caminando en esta

direccion se asciende a 1,25 metros.



Rubrica:

Capacidades Desempefio
Deseadas
El estudiante | Insuficiente En Desarrollo Desarrollo Excelente
debe ser capaz | No sabe como Encuentra el | Encuentra el Encuentra el vector
de aplicar el | plantear el vector gradiente | vector gradiente | gradiente y los
gradiente y la | problema, ni esta y los vectores | y los vectores vectores unitarios
derivada claro con la unitarios del | unitarios del del casoay b,
direccional en | teoria. casoayb, pero |casoayhb, encuentra las
problemas de la no encuentra las | encuentra las derivadas
vida real. derivadas derivadas direccionales y
direccionales ni | direccionalesy | responde las
responde responde alguna | preguntas de cada
ninguna de las | de las preguntas | caso.
preguntas pues | pues no puede
no puede interpretar
interpretar la | integramente la
informacion. informacion.
0-2 3-7 8-12 13-15
QUINTO TEMA (b)

Sean las funciones f:R3 > R? y g:R3 - R3, tales que:
fx,y,2) = (®+2,x+y*+2%); gx,y,2) = (x+y+ 2z xyz,x> +y3)

Calcular D[(fog)](1,1,1)

g(1,1,1) = (3,1,2)

2x
D[f]g(1,1,1) = < 1

1

D[g] 11 = | Y2
2x

D[(fog)1(1,1,1) = D[f]g(1,1,1) D[g](1,1,1)

0 0

2y 3x2)(3’1'2):(i (2) 102)

1 1
Xz Xy
3y?

(1,1,1)

1 1 1
1 1 1




1
(6 0 0 (6 6 6
D[(fog)](l’l’l)_(1 2 12)<; (1)>_(27 39 3)
Rubrica:
Capacidades Desempefio
Deseadas

El estudiante
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de aplicar la
regla de la
cadena desde
una perspectiva
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entender que el
resultado es el
mismo que en el
método
tradicional.

Insuficiente
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Desarrollo
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problema como
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gjercicio como
producto de
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Jacobianas. comete errores | desarrolla las
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comete errores
en la
multiplicacion
de matrices.
0-2 3-8 10-12 13-15




SEXTO TEMA (a)

Para la curva que resulta de la interseccion de las superficies:
xX2+y?+z2=3; x2+y*=2

En el punto (1,1,1), determine:

a) El vector tangente unitario

b) La ecuacion del plano normal

c) La ecuacion de la recta tangente

La curva que contiene (1,1,1) es: x2 +y2 =2,z=1

Six =t =y =4/2— t?. Laexpresion vectorial que describe esta curva es :

r(t) =ti++2—t2j +k

—t
1l,—,0
r'(t (' _ 2')
’() S T(t) = 2—t
I (Ol 24 t2
2—t2

a)T(t) =

De donde se obtiene T (t) =

m<1 —t O)
) V2o N2 =7
Como r(1) =i+ j+k=(1,1,1),

Evaluando T ent = (1,—1,0) 1 se tiene:
T(1) = (1,—1,0), vector tangente unitario en (1,1,1).
b) Plano normal a la curva en (1,1,1) es:
1x—-—1)+(-1)(y — 1) + 0(z—1) = 0 de donde se obtiene x —y = 0
¢) Recta tangente : r(t) = (xq, Yo, 20) + s(1,—1,0),

Como (xg,¥o,20) = (1,1,1),setiener(t) = (1 +5,1—35,1)



Rubrica:

Capacidades ]
deseadas Desempeiio
Insuficiente | En Desarrollo | Desarrollado Excelente
El estudiante N,O sabe E’sboza la Calcula El ﬁ'tstudiante
debe ser capaz cOmo formula correctamente aphca las
calcular plantear el palculando el vector formulas y
clementos problema. incorrectamente | tangente y el calcula
asociados a el vector plano normal a | correctamente
curvas en el tangente. la curva, pero | los tres
i no calcula la elementos
SPAEIo: recta tangente. | pedidos.
0-2 3-6 7-12 13-15
SEXTO TEMA (b)

Para una hélice cuya funcion vectorial esta dada por:
7(t) = (a cos(t),asen(t),bt); a,b>0; a’+b%*+o0

Determine:

a) La curvatura

b) La torsion

U = (—asen(t),acos(t),b) ; d = (—acos(t),—asen(t),0)

i j k
vxd=|—asen(t) acos(t) b|= (absen(t),—abcos(t),a?)
—acos(t) —asen(t) 0
- [Dxd|l +Va?b*+a*  ava?+b? a
- |v|3 - (a2+b2)3/2 - (a2+b2)3/2 a2+h2
L A —asen(t) acos(t)
Ty —acos(t) —asen(t) 0
x" oy asen(t) —acos(t) O
T = = = =
|V x af” (aVa?+b?)"

b(a? cos?(t) + a? sen?(t))

a? (a’+b?)

a%+b?




Rubrica:

Capacidades ~
deseadas Desempeiio
Insuficiente En Desarrollado Excelente
Desarrollo
No sabe Determina Calcula El estudiante
como los vectores | correctamente la | aplica
El estudiante debe plantear el Velocida.d, y curvatura pero | correctamente
ser capaz calcular problema. aceleracion, plantea.r’nal la | los conceptos
clementos pero comete expresion de |y determina
: errrores al torsion o los dos
asociados a curvas .
en el espacio. determinar la | comete errores elemgntos
curvatura. en su obtencion. | solicitados o
comete errores
poco
significativos.
0-2 3-6 7-12 13-15




