Primer tema — a (25 p)

Comprobar el Teorema de Gauss para el campo vectorial F(x,y,z) = (x%,xy,2) ,
siendo la region E el sélido limitado por la superficie z = 4 — x> — y? y el plano
XY

Por integrales de superficie:

Vamos a dividir la superficie en dos:

- 5, sera cl paraboloide z = 4 — x* — y?, ¢l cual esta dado como una funcién de x ¢ y, y por lo
tanto, podemos tomar a cstas variables como parametros. Entones:

rix,y) =xi+yj+ (@ -x* -y )k con x* +y* <4
r(xy)=1i+0j-2xk,r(xy)=0i+1j-2yk
l'er,=2xi+2yi+k

F(r(x.y)) = i+ xyj+ (4 -2 - y)k

Aplicando la definicion 9 de la pag. 1117 tenemos:

ﬂ F-dS =ﬂ F(r(x,y)) (ry xr,)dA = ﬂ 2x* +2xy* +4-x* - y*dA
5 [ [}
2% 2
= f[ 2x(x* + y) + 4 - (x* +y*) dA =j ](ercosa +4 -7 rdrdd = 8n
i 00

- §; sera el circulo de radio 2 sobre ¢l plano xy. Parametrizandolo y
procediendo como antes, tenemos:
r(r,8) =rcos@i+rsenfj+0k con 0=r=<2 0<6<2r
r(r,8)=cos@i+senfj+ 0k, rg(r,8) = —rsenfl i+ rcosdj+ 0k
Xrp=0i+0j+rk

F(r(r,8)) = (rcos8)? i + ricosfsend j + 0 k

I!F-ds=ﬂ F(r(r,6)) - (r; X r5) dA=gOdA =0

S

Lucgo,

[fres=ffr-ase a5

Por Gauss:



La regiéon E se muestra en la figura. Sobre el plano xy tenemos
un circulo de radio 2, x? + y? = 4, de aqui obtenemos:

0<6<2mry0<r<2.

Al observar z, vemos que este varia entre el plano xy y el
paraboloide z = 4 — x? — y?2 que, en coordenadas cilindricas es
z=4—7r?% porlotanto 0 < z < 4 — 2.

divF=3x+1

Entonces:

JIf; divFdV = foz 02“ f04_r2[3 (rcos@) + 1] r dz dé dr
= foz f02n[3 (rcos@) + 1]r (4 — r?)dfdr

= fozr(4 —r2)(3rsenf + 0)|3"

=2m foz 4r —r3dr =8m

Primer tema — b (25 p)

Comprobar el Teorema de Gauss para el campo vectorial F(x,y,z) = (x,y,22) ,a
través de la superficie cerrada S que limita el sélido V = 4{(x,y,2);0 <z < 4 —
2x% — 2y?

Solucion:

a) La superficie cerrada S que limita el sélido V' esta compuesta por dos su-
perficies: una porcién del paraboloide z = 4 — 222 — 292, 51, y la tapa inferior

Sa.




Por tanto, hay que calcular el flujo de F' a través de cada una de ellas hacia el
exterior de la superficie cerrada.

- Parametrizamos S de ecuacién z = 4 — 2z% — 2y? (paraboloide):
ri:R2 R ry(z,y) = (x,y,4 — 222 — 2%) ,

Donde las variables x e y varian en la proyeccién del sélido en el plano XY,
que calculamos a partir de la intersecccién del paraboloide z = 4 — 222 — 232
con el plano z = 0.

Si=ri(D), D={(z,y) €R? : a®+y><2}.
El vector normal
_ 37'1 37‘1

Nl(xay) - 6—.7: A % = (4.’17,43/, 1) )

tiene tercera componente positiva y por lo tanto su sentido es hacia el exterior
de S. El flujo de F' a través de S es

/51 F-ndS = //DF(rl(x,y)) - Ni(z, y) dedy =

= // (I, yv8 - 41:2 - 4y2) ’ (4‘7:: 4ya 1) d.’L‘dy =
D

= // 8dxdy = 16m.
D

- Parametrizamos Ss, tapa inferior de ecuacién z = 0,
ro:R2 SR ry(z,y) = (2,,0), Sy =re(D).

El vector normal 5 or
r
Na(@,y) = G A 5.5 = (0,0,1),

esta dirigido hacia el interior de la superficie S. Calculamos,

F-ndS = //D F(ra(z,y)) - (~No(z, y)) dzdy =

- // (2,,0) - (0,0, ~1) dzdy = 0.
D
Por tanto, el flujo de F' hacia el exterior de la superficie cerrada S es:

/F-ndS: F-ndS + F-ndS = 16m.
S S Sa



b) El flujo de F, utilizando el teorema de Gauss, puede calcularse como la

integral triple en V' de la divergencia de F.

Entonces,

divF(z,y,2) =1+1+2=4.

/F-ndS=/// divF dzdydz =/// 4ddzdydz =
S 1% 1%
4-2x2 -2y
=4// (/ dz) dmdy=4//(4—2m2—2y2)dxdy
D \Jo D

Para hacer esta integral doble en el circulo D pasamos a coordenadas polares

con
p €]0,V2[, ¢ €]o,2n].
Por tanto,
V2 rom
/F-ndS=4/ / (4 — 2p?)pdpdyp = 16m.
S 0 0
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Segundo tema - a (15 p)

Utilizando el Teorema de Stokes determine la circulacién del campo d =
(2xz,x* — y,2z — x?) alo largo del circuito del primer octante limitado por la
esfera centrada en el origen y de radio 1, el plano z = x y los planos XZ y YZ

Vamos a resolver a continuacién la integral utilizando el teorema de Stokes. Para ello,
calculamos
i j k
rot@ =| 8/0z 8/dy 8/0z |=(0,4z,2z).

2zz z?—y 2z-—x°

Ademds, si S es la superficie encerrada por el circuito C, entonces

z=1y z=1y
S:{ 22+ +22<1 =< 22+2%<1
z>20,y=>0,2>20 z>0,y=>0,220

Esto permite definir la superficie S por su férmula explicita z = y a lo largo de la regién
D:z?4+2y2<1,conz >0,y >0.

De este modo, el vector normal exterior a la superficie es @ = (0,—1,1) y, como conse-
cuencia del teorema de Stokes,

/E’ds=// rotadS=// (0,4z,2z)~(0,—1,1)dzdy=// —2x dxdy.
c s D D

Resolvemos la integral doble utilizando el cambio de coordenadas

{Izucosv ,(0<u<1,0<v<m/2).

y = (1/v2)usenv

Como el jacobiano de la transformacién es J = u/v/2, tenemos:

1 x/2 V2
// —2:l:dzdy=/ du/ —2ucosv~(1/\/§)udv=—T
D 0 0



Segundo tema - b (15 p)

Calcule, utilizando el Teorema de Stokes, la integral curvilinea fy 2x+y-

z)dx + (2x + z)dy + (2x — y — z) dz , siendo y una parametrizacion de las
superficies: 4x* + 4y?> +z2 =4 ; 2x—z=10

El teorema de Stokes relaciona la integral curvilinea de un campo vectorial a
lo largo de una curva cerrada con el flujo del rotacional del campo a través de
una superficie cuyo borde sea la curva en cuestion. En este caso la superficie
més sencilla es la superficie plana que parametrizamos mediante:

r:R? — R3 r(z,y) = (z,y,2z),

siendo el vector normal:

or Oor
N(.’L’,y) b % X a_y — (—2,0, 1)



Para hallar el conjunto en el que varian los parametros proyectamos la curva
sobre el plano XY

2r-2=0 o z=2x
a? + 4P + 22 =4 222 + y* = 1 (Proyeccion)

Por tanto, el conjunto D C R? tal que S = r(D) es el interior de la elipse
222 + 9y =1,
D= {(z,y) eR? : 222 4+4% <1}

Calculamos el rotacional de F = (2z +y — 2,2z + z, 2z — y — 2):

rotF(z,y,z) = (-2,-3,1).

Entonces, si ¢ es una parametrizacion de la curva interseccién del elipsoide y
el plano tal que su proyecciéon en el plano XY se recorre en sentido positivo,
el teorema de Stokes dice que

/F = / rotFdS = /f (-2,-3,1)-(-2,0,1) dzdy =
5 ) D
5T

=5//L)dxdy=5u(D)= 7
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Tercer tema - a (15 p)

Determine el 4rea de la porcion de la superficie conica x? + y? = z2

encima del plano z = 0 y limitada por la esfera x? + y? + z2 = 2ax

situada por

Hemos de parametrizar la superficie de la cual hay que hallar el area, esto es,
la hoja superior (pues z > 0) del cono z? +y% = 22. Como S es la grafica de
la funcién z = /22 + y2 = f(z,y) sobre la regién D (que queda definida por
la interseccién del cono y la esfera)

P s b
D= {(x,y) €ER?: (z— g)2+y2 < %2}
entonces S = r(D) siendo r la parametrizacion:
r(z,y) = (z,y, /a2 +y2), V(z,y) € D.
El producto vectorial fundamental es:
N(zy) = (— g0 (0), — o @ u) 1) = ( T \/Jiyz’l)

IN(z,9)ll = V2.

y el area pedida vale:

o) = [[ 1N )ldady = [[ VEdsdy=Vau(D) = Vars



Tercer tema - b (15 p)

Dado el recinto limitado por los planos z =y ,z = 0 y el cilindro x? + y? = a?.
Determine el area de la porcion de la superficie cilindrica comprendida entre los
dos planos dados.

En el cilindro 22 + y? = a® podemos tomar la parametrizacion:

T =acosu
y = asenu —  r(u,v) = (acosu,asenu,v), (u,v)€ D
z=v

siendo
D={(u,v)€R2: 0<u<m, Ogvgascnu}

De esta manera S = r(D) es la mitad de la superficie que se describe en
el enunciado porque s6lo consideramos la porcién del cilindro con z > 0. El
producto vectorial fundamental es (véase el problema 1)

N(u,v) = (acosu,asenu,0), |N| =a

y el area de S

a(S) = // adudv =
D
= / (/ a.dv) du =/ a’senudu = —a> cosu]7T = 2a°.
0 0 0 0

Por tanto, el area que nos piden, que es el doble que la de S, vale:  4a?.
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Cuarto tema - a (10 p)

Cambiar el orden de integracion de la siguiente integral doble:

2a V2ax
f(x,y)dydx ; a>0
-f() f\/Zax—xz

NOTA: Usted debe obligatoriamente seguir los siguientes pasos:
1. Analizar el tipo de barrido original
2. Representar graficamente la region original de integracion en el plano

3. Plantear la integral(es) con el nuevo barrido

Si observamos la regién de integracién, al cambiar el orden de integracién debemos

descomponer la integral en tres sumandos:

a ra—/a%-y? a r2a 2a r2a
fayydvay + [ | fayydvay + [ [, fy) dxdy
Jo Jg 0 Ja+Ja@—2 a

y?
2a



Cuarto tema - b (10 p)
Cambiar el orden de integracion de la siguiente integral doble:

3+/25-x2

Of l fxy) dy dx

3

NOTA: Usted debe obligatoriamente seguir los siguientes pasos:
1. Analizar el tipo de barrido original
2. Representar graficamente la region original de integracion en el plano

3. Plantear la integral(es) con el nuevo barrido

La regién de integracién, indicada en la figura, es la que verifica el sistema

0<z<3 4z/3 <y < V25— z2.

(70| S

Como el punto (3,4) es la interseccién entre la circunferencia y la recta, la nueva integral
se escribird como

3 V25—z2 4 3y/4 5 \25—-y2
[ s f@ndy=[ & [ f@ydas [(ay [T fa e
0 0 0 4 C

4z /3
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Quinto tema — a (15 p)

2
Sea I = fnm f: r In(r) dr d6

a) Resuelva la integral
b) Dibuje la region de integracion
c) Plantee la integral en coordenadas cartesianas

b) Observe que
Dz{(r,e)/ e<r<e’ y nSGSZn}

Como

2 2 2 2 2 2
esr<e’ > ef<ri<e' et <t +yicet y <<

D es la parte inferior del anillo limitado por las circunferencias de centro (0,0) y radios e y €’
respectivamente, es decir

D={(x,y)eR2/ et <xtvyt<et, ySO}

¢) Al plantear la integral en coordenadas cartesianas, se obtiene:

-e 0 e-m » 3 e 9 2 2
I=| Inyx* +y* dyde+ | [ Inyx®+y” dyde+ | Inyx* +y* dydx

2 4 2 J4_ 2
€yt it -Ne -x



Rubrica:
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una integral
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