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COMPROMISO DE HONOR

Yo, al firmar este compromiso, reconozco que el presente
examen estd disefiado para ser resuelto de manera individual, que solo puedo un lapiz o esferografico y borrador,
que s6lo puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcién del examen y que cualquier instrumento de
comunicaciéon que hubiere traido debo apagarlo y depositarlo donde se me indique, junto con cualquier otro material
que se encuentre acompanandome. No debo, ademds, consultar libros, notas, ni apuntes adicionales a los que se
entreguen en esta evaluacién. Los temas debo desarrollarlos de manera ordenada.

Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptado la declaracién
anterior.

“Como estudiante de ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no copio
ni dejo copiar”.

Firma: Numero de matricula: Paralelo:
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1. Sea T: R3 — R? la tnica transformacion lineal que satisface

7(1,0,0) = (1,0,0)
7(0,1,0) = (1,1,0)
7(0,0,1) = (1,1,1).

(a) (4 puntos) Halle la regla de correspondencia de 7.
(b) (4 puntos) Demuestre que T es invertible y halle la regla de correspondencia de T 1.

(c) (2 puntos) Halle la regla de correspondencia del operador 2T — T~ 1.

Solucién:

(a) Como se conocen las iméagenes de los vectores de la base canénica de R?, la regla de correspon-
dencia de T puede representarse matricialmente como

T 1 1 1 T T1+ T2+ 23
TJL‘Q =10 1 1 To| = To + X3
I3 0 0 1 T3 I3
A
(b) La matriz A es invertible, con inversa
1 -1 0
A'=10 1 -1
0 0 1

Por tanto, T es invertible. Ademads, la regla de correspondencia de 7! es

1 1 -1 0 1 T1 — X2
71! zo| = |0 1 -1 To| = |X2 — X3
T3 0 0 1 T3 T3

(c) La matriz de 2T — T—1, respecto a la base canénica de R3, es

24— A1 =2

OO =

11 1 1
1 1{-(0 1 —-1| =10
0 1 0 0 1 0

Por tanto, la regla de correspondencia de 27 — T~! es

T 1 3 2 x1 + 39 + 273
QT —T7Y) 22| |0 1 3| = T2 + 3x3
z3| |0 0 1 x3
Rubrica:
Halla la regla de correspondencia T’ 1-3 puntos

Demuestra que T' es invertible y halla la regla | 1-4 puntos
de correspondencia de 71
Halla la regla de correspondencia de 27 — T—1 | 1-3 puntos
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2. Sea T': Myyxos — Msyo la transformacién lineal dada por

T(A) = tr(A) [g (1)] .

donde tr(A) denota la traza de la matriz A.
(a) (5 puntos) Halle una base para la imagen de T

(b) (5 puntos) Halle una base para el nicleo de T

Solucion:

(a) Vemos que

R B O (S R i )

Por tanto,
Im(T)zgen{[? éHg 8“8 8H(1) tﬂ}:gen{ﬁ (1)”

Como un conjunto con unico vector no nulo siempre es independiente, se sigue que
0 1
10
(b) Note que T(A) = 0 si, y solamente si, tr(A) = 0. Luego, los elementos del nicleo de T son las

matrices de la forma
—d b -1 0 0 1 0 0
S R R P R P

Por tanto, el nicleo de T es generado por el conjunto

o Sl ol [ ol

Tal conjunto también es una base para el nicleo de T'. De hecho,

es una base para Im(T).

dim N(T) = dim Myyo — dimIm(T) =4 — 1 = 3,

de manera que un conjunto generador de N(T') con tres vectores debe ser una base.

Rubrica:
Halla una base para ImT' 1-5 puntos
Halla una base para N(T) 1-5 puntos
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3. (10 puntos) Halle la solucién general del sistema de ecuaciones

@\

[
N O —
w O W
o w

<

Solucion:

El polinomio caracteristico de la matriz asociada al sistema es
pA) =15+ 1TA+ A% = X3 = (5= A) (=3 + \) (=1 +\),
de donde se obtienen los valores propios 5, —3 y —1. Los espacios propios correspondientes son
Bs = gen{(1,1,1)},

E_3 = gen{(0,-1,1)},

E—l = gen{(iza 17 1)}
De aqui obtenemos las soluciones 1.i.

1 0 —2

yi(t) =€ 1], ya(t) =e ¥ |-1|, ys(t)=e"'|1
1 1 1

y la solucién general es por tanto

c1€% — 2¢get

y(t) = c1y1(t) + coya(t) + csys(t) = |c1e™ — coe™ + cge™!
c1€% + coe™3t 4 coet

Rubrica:

Calcula correctamente el polinomio caracteris- | 1-3 puntos
tico y los valores propios

Calcula correctamente los espacios propios co- | 1-4 puntos
rrespondientes

Halla la solucién general 1-3 puntos
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4. (10 puntos) Determine los valores de k que hacen de la matriz

1 0 k
A=1|1 2 0
1 1 1
una matriz diagonalizable.
Solucién:
Primero, calculamos el polinomio caracteristico:
1-A 0 k
|[A—X|=]| 1 2—A 0 |[=1-=-X2-XMN1=-XN-04+k(1-(2-21)
1 1 1—A

PN =1-XN*C-AN+EA-1)=A-1D[(1-N)(2-X) -k =0
PA)=A=1[N\ =3+ (2—k)] =0.
Vemos que los valores propios de A son

3+ v144k

A=1y X3z= 5

Luego:

» Sik>—1/4y k # 0, existen 3 valores propios reales y distintos, de manera que A es diago-
nalizable.

» Sik =0, hay dos valores propios A1 2 = 1, A3 = 2, con m,(1) = 2. Calculamos la multiplicidad
geométrica mgy(1) = dim(N(A — I)):

000 110
A-T=1{1 1 0| 5= {0 0 0] = my(l)=3-1=2.
110 00 0

Como m,(1) = my(1), para k =0 A es diagonalizable.

» Si k= —1/4, hay dos valores propios Ay =1y Ay 3 = 3/2. Esto es, m,(3/2) = 2. Pero,

5 ~1/2 0 —1/4 11 0
A-SI=| 1 12 0 |5 |0 1 1 = my(3/2)=3-2=1.
11 —1/2 00 0

Como mg(3/2) < mq(3/2), se tiene que A no es diagonalizable en este caso.

En conclusién, si k > 1/4, A es diagonalizable.
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5. (10 puntos) Resuelva el problema de valor inicial
v 3y +2y=H(t—1), y(0)=0,y(0) =0,

donde H denota la funcién de Heaviside.

Solucién: Aplicamos £ en ambos lados de la ecuacién y obtenemos

—S

(s2Y (5) = 5y(0) —/(0)) + 3(sY () — y(0)) +2Y (s) = =

Sustituyendo las condiciones iniciales, nos queda

—S —S

9 e e
s“+3s+2)Y(s) = = Y(§)=———.
( )Y (5) (s) s(s+1)(s+2)
Sea F(s) = m Hallemos ntimeros reales A, By C tales que
1 A B C

s(s+1)(s+2) §+5+1+s+2'
De hecho, A = %, B=-1yC= %, de manera que

1 L1
25 s+1 0 2s+2)

Aplicando la transformada de Laplace inversa y el teorema de la traslacién nos da £L=1{e= % F(s)}
ft—a)H(t —a)

1 1
y(t) = L7H{F(s)e ™"} = |5 —e TV 4 o2 H(E - 1),

Rubrica:

Aplica correctamente la transformada de | 1 punto
Laplace

Calcula correctamente Y (s) y la descompone | 1-2 puntos
en fracciones parciales

Aplica correctamente la transformada inversa | 1-2 puntos
de Laplace y el teorema de la traslacién

Resuelve el PVI. 1-2 puntos
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