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SOLUCION Y RUBRICA EXAMEN DE MEJORAMIENTO
CALCULO VECTORIAL PA02 2021

TEMA 1-a:

Dado el campo vectorial F(x,y,z) = (xz,xy, xz) y siendo la curva C la frontera
de la porcion del plano 2x+y+ 2z =2 en el primer octante, recorrida en el

sentido antihorario vista desde arriba, evaltie [ F-dr:

a) Utilizando integrales de linea
b) Utilizando el Teorema de Stokes

a) €4:(0,2,0)-(0,0,2); C,:(0,0,2) - (1,0,0); €3:(1,0,0) - (0,2,0)

Ci:x=0dx=0;z=2-y;dz=—-dy

1

desz

0

C,; y=0dy=0;z=2-2x;dz=-2dx

1 1 1
fx(2—2x)+0+x(2—2x)(—2)dx=—Zf (xz—x)dx=—§
0 0
C3:z=0dz=0;y=2—-2x;dy=-2dx

0 0 2
f 0+x(2—2x)(—2)+0dx=—4f (xz—x)dx=—§
1 1
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b) El plano es la superficie de nivel f(x,y,z) = 2 de la funcion f(x,y,z) =2x +y +
z , por lo tanto el vector unitario normal es:

LV (210
"TWVAT Ve

Lo cual es consistente con el movimiento antihorario alrededor de C.

i j k
VXF = i i i =(0,x—2z,7y)
dx 0dy 0z

Xz Xy XZ
En el plano, z esigual a 2 — 2x — y, de tal forma que:

VXF=0,x—2-2x-y),y)=(0,3x +y—2,y)

(VXF)-n = %(3x+y—2)

La circulacion estard dada por: [ F-dr = [[. (VXF)- 7 dS

El elemento de 4rea de la superficie es: dS = IVYkI = ? dA = \J6dA
12— 12-2x
j F- dr:jj ?(3x+y Z)J_dydx—]] (Bx +y —2)dy dx
0 0 0 0

] F-dr =-1
Cc



TEMA 1-b:

Considere la superficie S definida por x? + y? + z2 = 4, z > 0, orientada segtn la
normal exterior a la esfera y el campo vectorial F(x,y,z) = (—y, yz?, x?z). EvalGe
laintegral [ [ 7ot F-N dS:

a) Directamente
b) Utilizando el teorema de Stokes

Solucién: En primer lugar, calculamos el rotacional del campo vectorial

i § Kk
D, D, D,
—y yz? x2z

rot ' = = (—2yz, —2zz,1).

Dado que z = /4 — 22 — y?, parametrizamos la superficie S mediante

S(.’E.'y)= (xaya V4_m2—y2)7 (Iay) GD,

donde D = {(z,y) € R? : 2% + y? < 4} . El producto vectorial fundamental es

i j k
—x
1 0 ———— x y
S x Sy = Vai—z2—y?2 | = ’ 1
S 0 1 " (\/4—“?2-1/2 Vi —a? —y? )
Va—x2—y?
y tiene la orientacién exterior a la esfera porque S, x S, (0,0) = (0,0,1).

Calculamos directamente

//rotF-NdS=//rot.F(S(:r,y))-Sz xSyd:rdy=//(1—4:vy) dx dy
s D

21r
_/ / (1—4r senBoosG) rdr df

25T 2
—/ [ — sen0c080] de
0

- (2 — 8sen 20) df = [260 + 4cos 20]5" = 4,
0

usando el cambio de variables a coordenadas polares.

El teorema de Stokes asegura que

//rotF-NdS=fF-d-r,
s c

donde la curva C, que es la frontera de S, viene dada por 22 4+ y? =4, z = 0.
Una parametrizacién de la curva con orientacién inducida por la superficie
orientada por la normal exterior a la esfera es

r(t) = (2cost,2sent,0), 0<0 < 2.
Calculamos

fF dr = F(r () -7 (t) dt = /2x (—2sent,0,0) - (—2sent,2cost,0) dt
0

2= 27 27
‘ 1 —cos2t 2t
=4/ senztdt=4/ C—dt=2[0—sen ] — 4.
0 0 2 0

2



Rubrica general:

Capacidades Desempefio
deseadas
Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente
No puede Calcula Calcula el Desarrolla
El estudiante | calcular correctamente | rotacional, correctamente
sabe calcular | correctamente | laintegral de define la el ejercicio
la circulacion | la integral de linea superficiey el | calculando
de un campo | linea parametrizando | vector normal, | correctamente
alolargo de parametrizando | todas las y establece laintegral y
una todas las curvas | curvas, correctamente | comprobando
trayectoria, llegando el teorema de | el teorema de
directamente correctamente | Stokes o Stokes o
y aplicando el el resultado o comete comete algun
Teorema de cometiendo errores en el error no
Stokes errores en el proceso significativo
proceso
0-4 5-10 11-17 18-20




TEMA 2-a:

Siendo C el contorno del triangulo con vértices en los puntos (1,1) , (2,2) y (1,3)
recorrido en sentido positivo, evalte la integral §. 2(x* +y*) dx + (x +y)* dy

a) De manera directa
b) Utilizando el Teorema de Green

a) Calculamos directamente la integral de linea en forma diferencial:

dea:+Qdy=/ sz+Qdy+/ Pd:z:+Qdy+/ Pdx + Qdy,
C (&5 Ca Ca

donde C) es el segmento que une los puntos (1,1) ¥ (2,2), C: es el
segmento que une los puntos (2,2) y (1,3), v Cs es el segmento que une
los puntos (1,3) ¥ (1,1). La recta que contiene a C,; es y = =, la que
contiecne a C2 es y — 2 = — (r —2), es decir y = 4 — x, siendo =z = 1
la recta que contiene a C5. Parametrizamos C) con (z,y) = (£,¢t), 1 <
t < 2, el segmento C> con (r,y) = (4—t,t), 2 <t < 3, y C3 con
(r,y) = (1.3 —t¢t), 0 < t < 2. A continuacién, calculamos las tres
integrales de linea

2 2 2 372 56
Pda:+Qdy=/ [2 (#% + %) + (2t) ]dt=/ 8t%dt =8 || = —.
Cl 1 1 3 1 3

C2de+Qdy=/2 [2((4—t)° +¢%) (—1) + 4%] dt
=/ [(—2) (16 — 8¢ + 2t2) + 16] dt
=/3(—4t2+16t—16)dt=(—4)/3(t2—4t+4)dt

= (—4)/2 (t — 2)*dt = (—4) [(t —32) ] =_§.

C3

Por tanto, tenemos que
4
f Pdr + Qdy = ——.
o 3

b) Por medio del Teorema de Green:

%}de+Qdy=é/(Qz—Py)wdy.

Dado que Q, — P, = 2(z + y) — 4y = 2x — 2y, tenemos que calcular

I=4/(2z—2y) dz dy,

donde D = {(z,y) e R?: 1 <x <2, z<y<4—z}.Entonces,



2 4—=x 2
I = / / (2 — 2y) dydx = f [2zy — 7] :_I dx
1 x 1

=/2[21:(4—.1:)—(4—17)2—2172'*‘1'2] dx
1

=/2(—4x2+16m—16) da:=(—4)/2(.7:2—41:+4) dx

— (—4) [ (z — 2)% doz = (—4) [%]

= (—4) [—(_31) ] — —%.




TEMA 2-b:

Seanlaregiénplana R = {(x,y) ER?*, 0 <y <V2x—x%, x> 1}ylacurvaC
frontera de R con orientacién positiva. Evalue la integral _cﬁc —y?dx + x dy

a) Directamente
b) Utilizando el Teorema de Green

Solucién.

0.8
C;
0.6

04

0.2

Cr
12 14 16 18 2

La curva frontera de R con orientacién positiva verifica C = C; UCy U Cs,
donde C se parametriza con r (t) = (£,0), 1 <t < 2. Observemos que C; es
el trozo de la circunferencia

y2=2:r—124=>12—21:+y2=04=>(:1:—1)2+y2=l

tal que z > 1, y > 0. Entonces ry(t) = (1 +cost,sent), 0 < t < « /2,
es una parametrizacién de C. Finalmente, parametrizamos C3 mediante
r3(t) =(1,1—1t),0 <t < 1. Calculamos las integrales de linea

2
/ —yzdx+:r.dy=/ 0dt =0,
(&) 1

w2
/ —y2d1‘+a:dy=/ [—sen®t (—sent) + (1 + cost) cost] dt
Ca 0

w2 .
= / (sen" t + cos? t + cos t) dt
0

w2
=/ [(l—cos2t)sent+@+cost] dt
0

= |—cost + o6 ¢ + : + sen 20 +sent "

B 3 2 4 0
1 = 5 @

—1—§+Z+1—§+Z,

1
/ —yzdx+:rdy=/ —dt = —1.
C'a 0

En consecuencia, el valor de la integral es

2 5 2
—y“d dy==+——1= =
f; y“dr +xdy 3+4 3+

w8



El teorema de Green asegura que

7( Pdz + Qdy = /f (Qz — P,) da dy.
JC .
R

La regién R = {(Jf,y) ER2:1<2<2, 0<y<V2r— ;rz}, por lo que

(&

f—y2d1r+1tdy=/ (14 2y) drdy

//d.ldy+//2yd.rdy

P

2 ”.r z2
+/ / 2ydy | dx
1 0

m 2 o1V2z—2%
=717 /; v*]o dx
m o . 2
=I+/; (21—1?)(11
_X 2 T
]3]
- w
“5+(1-5)-(-3)
7r 2
Rubrica general:
Capacidades "
Desempeiio
deseadas
Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente
No puede Calcula Calcula Identifica la curva
calcular correctamente | correctamente | cerrada, la region
El estudiante correctamente | laintegral de La integral de plana limita por
sabe cdmo la integral de linea de linea anterior e | dicha curva, verifica
interpretary linea manera Identifica la hipdtesis y aplica
aplicar el parametrizando | directa curva cerraday | correctamente el
teorema de todas las curvas | llegando al la region plana | teorema de Green
Green para el o en forma resultado limita por dicha | resolviendo la
calculo de diferencial correcto o curva, pero integral y
integrales de comete comete errores | comprueba el
linea errores en el al aplicar el resultado o comete
proceso teorema de algun error no
Green. significativo
0-4 5-10 11-17 18-20




TEMA 3-a:

Dada la region R limitada por las curvas:
2 2
X

X
y:\/E, y:\/ﬂ, y:?' y:Z

Determine el area de la region R, utilizando el siguiente cambio de variables:

x= ulBy23 | y=y?3pl/3

La regidn R esta dada por:
R= {(:c,y) €R?:\By<z <y, Ve<y< \/23:}
El cambio de variables asignado implica que:
22 u2/3,4/3 g2 ut/3y2/3
— | S—— . ) — | e— —
y u2/3y1/3 Y ox ul/342/3

Entonces la regién S en el plano uv estd dada por:

Uu.

S={(u,v)ER2:1§u§2, 3<wv <4}

Prodedemos a calcular el Jacobiano

B(x,y) | Tu | %u_2/3v2/3 %ul/Bv—l/I;
a(u’v) - Yu Yo B ' %u_1/3v1/3 %u2/3v_2/3
1 4 1
=5 9%

Finalmente, utilizando el cambio de variables, se calcula el drea solicitada:

a(R)=4/dxdy=é/'ZEijZ§ dudv=/34/12§dudv

a(R) = = u?

W] =



Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante sabe
calcular una integral
doble mediante un
cambio de variables
adecuado.

Desempeiio
Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente
No puede Establece bien la Desarrolla bien | Resuelve
establecer region de el ejercicio correctamente

bien la regién
de
integracién

integracién
original, escoge
bien el cambio de

hasta calcular
el Jacobiano,
pero plantea

todo el ejercicio
respetando los
pasos requeridos y

original ni variables, pero mal la integral obteniendo el valor
escoger un comete errores al | final o comete | de laintegral doble
cambio de calcular el errores al solicitada o comete
variables Jacobiano o calcularla. algan error no
adecuado. plantear la nueva significativo.

region de

integracion.

0-2 3-8 9-12 13-15




TEMA 3-b:

a) Utilizando integrales dobles y coordenadas polares, calcule el area de la region
plana encerrada por la lemniscata de ecuacién (x* + y?)% = 9(x? — y?)

b) Utilizando integrales dobles y coordenadas cilindricas, determine el volumen del
sélido interior al cilindro (x% + y?)? = 9(x? — y?) y al hemisferio de ecuacién

— /9_x2_y2
4

Solucién: (a) La ecuacién de la lemniscata en coordenadas polares es r* =
9r? (cos?§ — sen?d) . Usando una identidad trigonométrica y simplificando
obtenemos r? = 9 cos(26). El 4rea puede calcularse utilizando la férmula para

curvas en coordenadas polares A(R) = % i ﬁ r?(6) df, o mediante la integral

doble A(R) = [[ dxdy. Utilizando la simetrfa de la curva, el drea es
R

x o F s
A(R) =42 / C20)do = 2 / " cos(20)d6 = 18 [0 _ g
2/, 2 /o 2,

Usando integracién doble, teniendo en cuenta la simetrfa de la curva y con
el cambio a coordenadas polares, obtenemos

9005(29
//da:dy 4/ [ rdrd0—2/ (2] Y0 g

sen (20)] %

0

=9.

=18/'l cos(20) d = 18[
0

A(R) =9 u?
(b) Para calcular el volumen usaremos coordendas cilindricas. Haciendo uso

de la simetrfa del sélido y teniendo en cuenta que la ecuacién del hemisferio
en coordenadas cilfndricas es z = /9 — 7%, obtenemos

// VI— 2 Pdedy = 4/ / ) o rErdrds

_ 4 /§ [(9 ~ r2)3/2] Voeos) g - 2 /j ((9 — 9cos(20))*? — 27) df

3 0 0 3
= =
=36/‘ (1= (1 - cos(20))") a0 = 36/‘ (1- (25en20)*"*) do
0 0
=36/ (1—2\/55en30) d0=97r—72\/§/4 (1 — cos®6) sen 6 df
0 0

9 cos( 24)

“

39717
=01 — 72V/2 [—c030+ “’; 9] :3(37r—16\/§+20).
0

V =3(3r—16vV2 + 20) u®



Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante sabe
calcular el area de
una region planay
el volumen de una
region
tridimensional
utilizando
coordenadas
polares.

Desempeiio
Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente
Establece bien | Establece bienla | Interpreta bienla | Resuelve
la regién de region de region correctamente
integraciény integracién considerandola en | todo el ejercicio
aplica el original, escoge coordenadas respetando los
cambio a bien el cambio de | polares o pasos requeridos
coordenadas variables y interpretando en y obteniendo el
polares, pero aplicando coordenadas valor de la
no concreta el | integrales dobles | cilindricas, intenta | integral doble
valor del drea. | calcule calcular la solicitada
correctamente el | integral, pero llegando al
valor del drea o comete errores en | resultado
comete errores el proceso. correcto del
en el proceso. volumen o
comete algun
error no
significativo.
0-4 5-7 8-12 13-15




TEMA 4-a:

a%u
— =0,
ay?
donde u = u(x,y) es de clase C?, con el cambio a coordenadas polares x =
rcost,y=rsent

. .z .z a%u
Determine la ecuacion en que se transforma la ecuacion de Laplace oz +

Utilizando la regla de la cadena, calculamos las derivadas parciales:

ou Ou ou
Eza—HJCOSt-*- a—ysent,

ou Ou ou
%9 (—rsent) + 3y (rcost)

A continuacion, se obtiene:

Bz_u_ﬂ @cost+%sent —&cos2t+262u sentcost-l—az—usenzt
or2  or \ oz dy -~ Ox? 0zdy dy? '

@_ﬁ 8_u ——g @ rsent—@rcost%-2 % rcost—%rsent
otz ot\ot) ot \ox oz ot \ Oy oy

2u 0*u ou
=— <@ (—rsent) + Byoz (rcost)) rsent — —rcost

or
2 2 ou
= (8(1;3; (—rsent) + % (r cost)) rcost — %r sent
0%u 2 0% Ou ou
= @r%enzt — 23x3yr2sentcost + a—y,zrzcos% -r (E cost + a—ysent)
Entonces:

@_}_i@%_@%_{_&‘”u_l@
or2  r29t2 9z 9y  ror

Por lo tanto, la ecucaion de Laplace en coordenadas polares, es:

u 10u 10%u 0%u 0%

o TTor 2o 0 o

0



ou
+6

TEMA 4-b:

Sea u = f(x,y) de clase C?, con x = eS cos(t) y y = e°sin(t).

2

Determine una expresion para: ™

S
/ x\t
u
\y/ s
Solucién: Tenemos que:

6u 6u Ox au ay ou ¢ ou ¢ .
—e” cos(t —e” sin(t
as 6x05 6yas T ox ( )+6y ( )

, . ., Ou
asi, aplicando regla de la cadena a la funcién s (x,y):

0°u 0 <6u) 0 <6u6x ou dy
ds? 0Os

d (0udx d (Oudy

ds) ~ 9s\ox ds ayas) &(&as) as<ayas)
0 (0u\ dx Ou 0%x 0 (0u\ 0y OJu 62y
=55 (6) 5 5o 55(ay) 55 oy ot
_lazu ax 0%u dy| ox au 0%x

d0x? 0s axayas "9s a@
lazu ox 0%u dy Oy Ou 62y

dy 0x 0ds + dy? ds| 0s + ay ds?

—az s t+azu5't s t+au5 t
=352 © cos(t) axaye sin(t) |- e’ cos(t) 7% ¢ cos(t)

+ Tu_ s (t)+azu5' t S'(t)+au $sin(t
3y ox e® cos 3y? e®sin(t)|-e® sin 3y e® sin(t)

62

u 2
=52 e?Scos?(t) + 2

2

e?S cos(t) sin(t) + ou e?s sin?(t)
dx dy dy?

e S cos(t) +5-e sin(t)



Rubrica general:

Capacidades o
Desempefio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
esta enla No resuelve | Encuentra las Encuentra Encuentra
capacidad de el ejercicio | derivadas correctamente las | correctamente las
resolver o utiliza los | parciales de derivadas parciales expresiones
ejercicios cambios de | primer orden, de segundo orden, solicitadas o
demostrativos, | variables de | utilizando regla | aplicando técnicas comete algun
de ecuaciones forma de la cadena o de derivacién error no
diferenciales incorrecta. | comete errores | adecuadas, entre significativo.
parciales, en el proceso. ellas regla de la
utilizando regla cadena o comete
de la cadena. errores en el
proceso.
0-1 2-5 6-12 13-15




TEMA 5:

2x—y—4z+7=0

Determine la ecuacién del plano T que contiene a la recta l:{ 3x+2y+z=0

y que es perpendicular al plano m{:2x+y—2z+1=0

Solucion:

l.{Zx—y—4z+7=0 - ny,=(2,-1,-4)
3x+2y+z=0 - n, =(321)

nqs-n, =0 — losplanos son ortogonales

~

i ] k
Asi, b=n;xn, =2 -1 —4|=(-1-8-2-12,4+3)=(7,—-14,7)
3 2 1

{‘Axﬁz = (7,-14,7)

L/"

l:P=Py+t(1,-2,1);t € R-  Donde Py(xg, Yo, 2) € |

Entonces:

Six, = 0:
—.y0_4ZO+7=O

Po(o,yo,ZO) (S l{ zyo +ZO =0

Dedonde: yo =—1, 2o =2 = Py(0,-1,2) €l y

I:P=(0,-1,2)+t(1,-2,1);t €R y P=(xy,2).

El plano m es generado por el vector a = (2,1,—2) normal a my y el vector b =
(1,-2,1) vector director de [

m:m=(0,-1,2)+ra+sb;r,s €R

m=(0-12)+r(21,-2)+s(1,-21);r,s €ER

i 5k
ASirn:aXb: 2 1 -2 :(1_4,—2—2,—4_1):(_3,_4,—5)
1 -2 1

Dem: PyP - (aX b) = 0 se obtiene la ecuacidn solicitada:

(x,y+1,z—2)-(—3,—4,-5) =0
m:3x+4y+5z—6=0.



Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
sabe resolver
problemas de
geometria
analitica
tridimensional,
empleando la
teoria de
rectasy
planos.

Desempeiio
Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe El estudiante Deduce la Deduce la ecuacién
como calcula el vector | ecuacion de la de la recta indicada
aplicar la y el punto recta indicada correctamente.
teoria de usando las correctamente. Calcula el vector
rectasy ecuaciones Calcula el vector normal del plano
planos para | dadas para normal del plano | usando el vector
resolver el | deducir pedido usando el | director de larectay
problema. | correctamente | vector director de | el vector normal del
la ecuacion de la recta y el vector | plano perpendicular
la recta. normal del plano | dado. Finalmente,
Pero no sabe perpendicular usa el punto de la
como deducir el | dado, pero recta y deduce
vector normal comete pequeios | correctamente la
del plano errores al deducir | ecuacion del plano
pedido con el la ecuacion del solicitado.
vector director | plano solicitado.
de larectay el
vector normal
del plano
perpendicular
dado.
0 1-6 7-13 14-15




TEMA 6:

Dado el campo escalar:
f:R*> >R
(x,y) > x*e*

a) Determine la aproximacion lineal en el punto (1,0)
b) Determine la aproximacién cuadratica en el punto (1,0)

c) Con ambas aproximaciones estime f(1,0)y comparela con su valor real

Solucion: f es diferenciable pues es la multiplicacion de un polinomio con una funcion
exponencial. Por lo tanto,
Paratodo a € R?:

Vf(a) = (ai(ay + 2)e*~%,q,?(—e%17%))

H-(a) = <a12 eM™% 4 4 qeM17% 4 2eM" %2 g 2(—e®17%2) — 2a1ea1_“2)
f alz(_eal—az) — Ded1—0a2 alzeal—az

Por lo tanto, la aproximacion lineal de f en el punto a = (1,0) para (x,y) € R? cerca
de aes:

fGy) = £(1,0) + Vf(a) - ((x,y) — a)
~e+(3e,-3) (x—1,y)
~e(l+3x—3—y)
~e(l+3x—y—3)

Y la aproximacion cuadratica de f en el punto a para (x, y) € R? cerca de a es:
1 T
fCoy) = f(1,0) + Vf(@) - ((x,y) —a) + 5 ((x,y) — a)H (@) ((x,y) — @)

~
=~

1 7e —3e T
e(1+3x—y—3)+§1(x—1,y) (—Se o )(x—l,y)
e(1+3x—y—-3)+ §(7x2—6xy—14x+y2+6y+7)

e
z§(7x2 —6xy —8x +y%+ 4y +3)
Entonces, la aproximacién lineal de f en (1,0) para (1,0) es:

e(1+3(1)—(0)—3)=e

Y la aproximacion cuadratica de f en (1,0) para (1,0) es:

;(7(1)2 —6(1)(0) —8(1) + (0)2+4(0) +3) = e

Esto indica que ambas aproximaciones coinciden con f(1,0) = e, lo cual era esperado
ya que estas aproximaciones entre mas cerca al punto a = (1,0) seran mejores.



Rubrica:

Capacidades -
Desempeiio
deseadas
Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe cdmo Plantea la Resuelve la Resuelve ambas
plantear las formula en aproximacion | aproximaciones,
) aproximaciones | forma correcta lineal lineal y
El estudiante . dela fi
, de primery o correctamente. cuadratica,
sabe cémo aproximacion H
. segundo orden | Calcula la matriz | correctamente.
aproximar ara resolver el lineal, calcula el Hessiana en el Calcula el valor
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