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SOLUCION y RUBRICA

1)

(10 PunTOs) Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x arcsen(x),

cuando x = 1
==

Solucion:

Se deriva la expresién dada para la curva:

dy  x N
o o arcsen(x)
Se calcula la pendiente m de la recta tangente L, evaluando la derivada:
1 1 1
d V2 1 V2 2
mz—y =L+arcsen<—)= V2 +E=Q+E
dxl, -1 5 V2 1 4 1 4
e R
V2
I +1
M=y

Se determina la ordenada y, del punto P, para el cual su abscisa es x, = N
| 1 < 1 ) 1 (T[) /[

=—arcsen|—=| =—=(-)=—F%

Yool = 2 V2 N2\ a2

Se tiene entonces que P, (\%,%) €L

La ecuacién punto—pendiente de la recta tangente L es:
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2)

Rubrica:

Capacidades

deseadas Desempefio
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce la No logra derivar | Determina la Determina la Determina la
regla de correctamente la | ordenada del ordenada del ordenada del
derivacion expresion dada, | punto, perono | puntoy calcula | punto, calcula
para un pero determina | deriva bien o no | bien la correctamente
producto de bien la ordenada | puede calcular pendiente de la pendiente de
funciones, la correspondiente. | correctamente la recta, pero larecta, y

derivada de
una funcidn
lineal y la de
una funcidn
trigonomeétrica
inversa.

la pendiente de
la recta.

no puede
expresar
correctamente
la ecuacién de
la recta
tangente.

expresa bien la
ecuacion de la
recta tangente.

7-9

10

(10 PunTOS) Sea la funcién f: [0,3] » R definida por f(x) = [x] sen(mx).

a) Especifique la regla de correspondencia por tramos de la funcion f.
b) Bosqueje la grafica de la funcion f en el plano cartesiano adjunto.
c) Utilizando limites, analice la continuidad de la funcién f enx = 2.

Solucion:

a)

b)

Se aplica la definicion de la funciéon entero mayor en el intervalo del dominio

especificado y se multiplica por la funcién seno:

0,
b =15
3

)

0<x<1

1<x<?2

2<x<?2
x=3

La gréfica de la funcién f es:

f&) =

0,
sen(mx),
2sen(mx),
0,

0<x<1
1<x<?2

2<x<3
x =3
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c) Paraque lafuncién f sea continua en x = 2, debe cumplirse que:

lim f(x) = lim sen(mx) =0
X2~ X2~

Jim f(x) = lim, f(x) = £(2)

,}L‘;l f(x) = ,}L%L 2sen(mx) =0

f@2)=0

Tanto los limites laterales como la evaluacién de la funcién, coinciden en su valor.

~ f escontinuaenx = 2.

Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce el No logra Establece Establece la Establece la
criterio de establecer la correctamente regla de regla de
continuidad | regla de la regla de correspondencia | correspondencia
en un punto | correspondencia | correspondencia | y grafica y grafica
de funciones | de la funcién, por tramos de la | correctamente correctamente
de una pero escribe la funcién, pero no | la funcidon, pero | la funcién.
variable real. | definicién o grafica no determina También
realiza la grafica | correctamente las condiciones | determina las
de la funcién cada tramo. a cumplirse para | condiciones a
entero mayor. la continuidad cumplirse para
en un punto. la continuidad
en un punto.
0-1 2-4 5-7 8-10
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3)

(10 PunTos) Especifique el tipo de indeterminacion y luego calcule:
1

lim(x)1-x
x—1

Solucion:

Se evalua y se verifica la indeterminacion:
1 1
11-1 = 1o = 1® (indeterminado)

Se replantea la expresion del limite usando propiedades de los exponentes y los
logaritmos. Luego, se aplica la regla de L'Hopital:

X
1

1
R
lim e!? =% = |im e( 1—x) =lime e l=C
x-1 x-1 x—-1 e

Otra forma de resolver, sin aplicar la regla de L’Hopital, haciendo un cambio de variable:
u=1-x = x=1—-u
x -1 = u-1

Y utilizando limites notables:
lim(1—-—w¥*=e!
u—0

1

1
lim(x)1-x = —
x—1 e

Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre No identifica Identifica el tipo | Identifica el tipo | Identifica el tipo

tipos de

y célculo de
limites.

indeterminaciones

bien el tipo de
indeterminacion

de
indeterminacion,

de
indeterminacion,

de
indeterminacion

o no sabe como | usa alguna pero se equivoca | y calcula
calcular propiedad para al usar algun correctamente
correctamente determinar el criterio el limite.
el limite. limite pero se algebraico o en
equivoca. la derivacion
para la regla de
L’Hopital.
0-1 2-4 5-8 9-10
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4)

(10 PunTos) Demuestre, de ser posible, que la funcién dada por y = c,e?* + c,e”

donde ¢, y ¢, son constantes arbitrarias, satisface la ecuacion:

Solucion:

Se deriva por primera vez:

y' = 2c¢,e?* — 3c,e

—-3x

Se deriva por segunda vez:
y'" = 4ce? 4+ 9c,e3

Se verifica la ecuacién dada:
y'+y —6y=0
(4c,e®* +9c,e™3*) + (2¢c,e* — 3c,e™3%) — 6(cie?* + c,e™3%) =0

(4ce®* + 2c,e?™ — 6c,e%*) + (9c,e™3% — 3c,e™ 3% — 6c,e73%) =0

0=0

~ La ecuacién se cumple.

y'+y —6y=0

3x

’

Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre No realiza Deriva Realiza Obtiene
derivadas de correctamente | correctamente la | correctamente | correctamente
orden la primera primera vez, pero | la primera las derivadas,
superior. derivada. se equivoca en la | derivadayla verifica que se
segunda segunda cumple la
derivada. derivada, pero ecuaciény
se equivoca en | concluye.
la verificacion
de la ecuacién.
0-2 3-4 5-8 9-10
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5) (10 Puntos) Utilizando el teorema del valor medio para derivadas, de ser posible,
demuestre que:

|sen(x) — sen(y)| < |x — y]
Solucién:
Sea f(u) = sen(u) definida en un intervalo [x, y], entonces existe un valor ¢ € [x, y] tal

que:

i LRI
y

Nétese que:

f'w) = cos(u)

Debe cumplirse entonces que:

cos(c) =

sen(x) — sen(y)

xX=Yy

sen(x) — sen(y) = cos(c)(x — y)
|sen(x) — sen(y)| = |cos(c)| |x -yl

Se conoce que |cos(c)| < 1. Por lo tanto, se cumple que:

|sen(x) — sen(y)| < |x -yl

Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce el No conoce el Utiliza la Deriva la Aplica bien el
teorema de enunciado del funcion seno funcion seno teorema del
valor medio de | teorema del parala parala valor medio de
las derivadas. | valor medio de aplicacion del aplicacion del las derivadas,
las derivadas o lo | teorema del teorema del utiliza en forma

define valor medio de | valor medio de | adecuada la

incorrectamente. | las derivadas. las derivadas, propiedad del
pero no utiliza valor absoluto y
correctamente | concluye
la propiedad correctamente.
del valor
absoluto.

0-1 3-4 5-8 9-10
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6)

(10 PunTos) Demuestre que si una funcién f es continua en el intervalo [- L, L], se
cumple que f_LL f(x)dx =2 fOL f(x)dx, si f es una funcién paren [- L, L].

Solucion:

Si una funcién f es par, entonces f(—x) = f(x), Vx € R.

Se aplica la propiedad: f_LLf(x)dx = f_OLf(x)dx + fOLf(x)dx.

Se trabaja en el primer sumando:

f_OLf (¥)dx = - fL F(-tdt = fo “Fetydr = fo e

Entonces:
L L L
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx
-L 0 0
L L
f f(x)dx = 2] f(x)dx
-L 0
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce No conoce la Utiliza la Define Define
propiedades definicion de una | definicién de correctamente | correctamente
de las funcién par o una funcién una funcién una funcién
integrales propiedades de par, pero tiene | par, utiliza las par, utiliza
definidas. las integrales dificultades propiedades de | correctamente
definidas. para aplicar las integrales las propiedades

alguna definidas pero de las integrales

propiedad de tiene algun definidas y

las integrales problema concluye sobre

definidas. algebraico con la propiedad de

el cambio de simetria.
variable.
0-1 3-4 5-8 9-10
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7) Obtenga:

a) (10 PUNTos)f
s

dx
en2(x) */cot(x)

Solucion:

Se puede integrar por sustitucion:

u = cot(x)
dx
du = —csc?*(x)dx = ————
sen?(x)
dx du u3/4
f " :—f4—=— u Y4y = — z—+C
sen?(x) y/cot(x) Vu 7
dx 4,
=—=4cot3(x) +C
fsen2 (x) Y/cot(x) 3
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe la técnica No reconoce | Reconoce que Aplica la técnica | Aplica bien la
de integracion que debe debe aplicar de integracion integracion por
por sustitucion | aplicar integracion por | por sustitucion, | sustituciény
y conoce la integracion sustitucion, pero tiene obtiene la
antiderivada de | por pero tiene problemas para | respuesta.
la funcion sustitucion. | problemas con | integrar una
cotangente. los funcion
diferenciales. potencia.
0-1 3-4 5-8 9-10
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b) (10 Puntos) [ v/x In%(x) dx

Se integra por partes:

u = In?(x) dv = /xdx
3

du = —Zlnx(x) dx v = %2
2

fﬁlnz(x)dx = gx%lnz(x) — gf x% In(x) dx

Se vuelve a integrar por partes:

1
u =In (x) dv = x2dx
3
z

=

dx
du =—= v =
X

vidl

2 3 412 3 2 (1
fﬁlnz(x)dx = §x2ln2(x) —3[3* In(x) — §fx2dx]

2 3 8 3 8
f\/ﬂnz (x)dx =§x§ln2(x) — §x5 In(x) + 5

2 3 8 3 16 3
f\/}lnz (x)dx = gxflnz(x) — §x5 In(x) + ﬁxf +C

Rubrica:
Capacidades o
Desempeio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe la técnica No reconoce | Reconoce que Aplica la técnica | Aplica bien la
de integracion que debe debe aplicar de integracion integracion por
por partes y aplicar integracion por | por partes, pero | partesy
conoce la integracion partes, pero tiene obtiene la
antiderivada de | por partes. tiene problemas para | respuesta.
una funcién con problemas con | integrar una
potencias. los funcion
diferenciales. potencia.
0-1 3-4 5-8 9-10
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8) (10 Puntos) Dada laregion R = {(x,y) e RZ/(1 <x <3)A (2 <y < 3Vx)}
a) Bosqueje la grafica de la region R en el plano cartesiano adjunto.
b) Calcule el volumen del sélido de revoluciéon que se genera al rotar la regiéon R
alrededor de larectay = 2.

Solucion:

a) Laregion R se grafica a continuacion:

6

i

~
N\

b) Se utilizara el método del disco:

3 3
Volumen = nf (3vx — Z)de = nf (9x — 12v/x + 4)dx
1 1

Volumen = (25~ 225 4 4 | PP = (81 AT 12— 4)

olumen=rm - 3x X) |1—T[ > 3 513
81+24—-9-8 24

Volumen:n[ 5 +?(1—3\/§)]=n(44+8—24\/§)

Volumen = (52 — 24\/§) m [u3]

Rubrica:
Capacidades o
Desempeino
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica una No logra Identifica la Identifica la Identifica la
region en el identificar la region a region a region a integrar,
plano como la regién o no integrar pero integrar, plantea
solucién a un plantea tiene plantea correctamente la
sistema de correctamente | problemas correctamente expresion de
inecuaciones no | la integral para plantear la expresion de | cdlculo del
lineales, definida la expresion de | cdlculo del volumen del
observa el asociada al calculo del volumen del solido de
solido de volumen. volumen del solido de revolucién,
revolucién que sélido de revolucién, pero | integra
se forma y con revolucién. se equivoca al correctamente
un analisis de integrar algun cada término y
calculo integral término. expresa el
obtiene su resultado.
volumen. 0-2 3-4 5-9 10
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9) (10 PunTos) De los dos siguientes ejercicios, SELECCIONE SOLAMENTE UNO y resuélvalo.

a) Calcule el maximo volumen posible de un envase cilindrico sin tapa que se puede
construir con 271 [pulg?] de metal.

Solucion:

ACILINDRO = ATAPA + ALATERAL

27m = nr? + 2nrh

Se expresa h en términos de r:

- 27 —1r? h
- 2r
2nr
Se expresa la funcion del volumen VV en términos de una sola variable:
27 —1r?
V =nr?h = nr? N ===
2r N~
T
V==0Q7r—r3%
2 h
Se deriva la funcion V respecto al radio r:
v
~
dv. =«
— =—(27r — 3r?
dr 2 ( )

Se iguala la derivada a cero para determinar puntos criticos:

T
(27 =3r%) =0

3r?2 =27
r’2=9
r =3 [pulg]

Se verifica que se trata de un valor maximo con el criterio de la segunda derivada:
V_Ten - Y Tlem<o
dr? = 2 r dr? B 2( )

r=3

Se determina la longitud de la altura.
b= 27-9 3 [pulg]

Se calcula el volumen solicitado:
Volumen = n(3)?(3)

Volumen = 27n [pulg?]
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
plantea un No logra asociar | Plantea la Plantea la Plantea la
problema de los datos expresion de expresion de expresion de
optimizacién proporcionados | dreade la areadela areadela
con o se limita al superficie superficie superficie
expresiones planteo del lateralydela | lateralydela lateral y de la
de geometria | dreadela base de un base de un base de un
del espacio, superficie cilindro; y, cilindro, cilindro,
realiza el lateral y de una | determina determina bien | determina bien
analisis de base del bien la la funcion de la funcion de
calculo cilindro. funcién de volumen a volumen a
diferencial e volumen en maximizar, maximizar,
interpreta los términos de aplica el aplica el criterio
resultados una variable, criterio de la de la primeray
encontrados. pero se primera de la segunda
equivoca el derivada, pero | derivada;y,
derivar. no aplica el determina las
criterio de la dimensiones
segunda solicitadas y el
derivada. volumen.
0-1 2-5 6-8 9-10

b) Suponga que el costo total C, en ddlares americanos, de fabricar g unidades de

cierto producto es:

ii) éEn qué nivel de produccién el costo medio por unidad es igual al costo

C(q) =3¢*+5q+75
i)  éEn qué nivel de produccién es minimo el costo medio por unidad?

marginal?

Solucion:

i) El costo medio por unidad se calcula asi C(q) = s .

C 75
=3q+5+—
q q

Se deriva la expresion de costo medio y se iguala a cero:

_ 75
C'(CI)=3—?
75 75 )

q=>5

Se deriva la expresion de costo medio por segunda vez y se concluye que se
trata de un valor minimo:
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150

C'(@)=—5
q PE

150

= 6”(5):?>0

El costo medio por unidad es minimo cuando se fabrican 5 unidades.

Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante | Insuficiente En Desarrollado Excelente
conoce desarrollo
sobre el No conoce Conoce Determina la Determinala
costo medio | sobre el sobre el expresion de expresion de costo
por unidady | célculo de calculo de costo medio medio por unidad,
sabe derivar | costo medio | costo por unidad, deriva
funciones por unidad o | medio por | deriva bienla | correctamentey
con se equivoca | unidad, primera vez, concluye que el
potencias. para pero se pero no aplica | valor encontrado
determinar equivoca al | el criterio de es un minimo con
su derivar su la segunda el criterio de la
expresion. expresion. | derivada. segunda derivada.
0 1-2 3-4 5

El costo marginal es la derivada de la funcién de costo dada:
C'(q)d =6q+5

Se indica que los dos costos deben coincidir:
C'(q) =C(q)

6q+5=3q+5+%5 > 3g=2 = g¢2=25
q=>5
El costo medio por unidad es igual al costo marginal cuando se fabrican
5 unidades.
Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
El estudiante | Insuficiente En Desarrollado Excelente
conoce desarrollo
sobre el No conoce Conoce Determinala Determinala
costo sobre costo sobre costo | expresion de expresion de costo
marginal y marginal o marginal, costo marginal, resuelve
sabe derivar | se equivoca | pero se marginal, pero | bien la ecuacién
funciones para equivoca al | no plantea planteaday
con determinar derivar la bien la concluye sobre el
potencias. su expresion. | ecuacion que | valor encontrado.
expresion. se solicita.
0 1-2 3-4 5
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