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FIRMA: NUMERO DE MATRICULA: PARALELO:

SOLUCION Y RUBRICA

Tema 1 (5 Puntos: 1 punto cada literal)

Complete las siguientes frases.

a) Se conoce que f(x) =x y g(x) =x~1 son soluciones linealmente independientes de la ecuacion
x%y" (x) + xy'(x) — y(x) = 0. Las funciones h;(x) y hy(x) de una solucion particular de la forma

¥p(x) = x hy(x) + x~1 hy(x) para la ecuacion x2y" (x) + xy'(x) — y(x) = x In(x) deben satisfacer el

<tema d ] xhy +x th
sistema de ecuaciones: :
n—x?h = 0

b) La transformada inversa de Laplace de F(s) =2+ 7e~5 es: f(t) = 26,(t) + 76,(t); donde & es la
funcidn delta de Dirac.

c) Latransformada de Laplace de la funcion f(t) = u,(t)u,,(t) esigual a F(s) = %m;s > 0.

3S

d) La transformada inversa de Laplace de la funcién > esigual a %u3 (t)senh(m(t — 3)).

o-

S2-m

e) Sea B, Unamatriz con 4 valores propios reales y diferentes, tal que V; es un vector propio para el valor
propio r;, donde i = 1,2,3,4. Entonces, la solucién general del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales w'(t) = Bw(t) es:

w(t) =cq etV + ¢, eV, + c3e™Ws + ¢y e™V,, ¢q,¢p,¢5,¢4 € R

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 2 (9 Puntos)

iquiente si "(t) —4z(t) =0
Resuelva el siguiente swtema{y (t) = 42(t)

2"(t) — 4y(t) = 0’ empleando el método del operador diferencial.

Solucion:

Expresando el sistema en términos del operador diferencial se tiene:
{Dzy—4z=0 . {Dzy—4z=0
D%z —4y =0 —4y + D%z =0

Multiplicando la primera ecuacion por D? y la segunda ecuacion por 4:
{ D*y —4D%z =10
—16y +4D%*z =0

Sumando las ecuaciones resultantes se obtiene: D*y — 16y = 0.

La solucidn de este tipo de ecuacion se plantea de la forma: y(x) = e, con lo cual:
y(x)=re™ - y'(x)=r%e™ - y"(x)=r3e™* > yB(x)=re"™.

Al sustituir la solucién planteada y sus derivadas en la ecuacién se obtiene:

rte™ —16e™ =0 - ee™*@*-16)=0 > T -2)Tr+2)T-20@C+2i)=0
Asi, losvaloresderson: 1 =2 ; 1, ==2 ; 134 = 9 i%i )
a A

Entonces, la solucién general de la ecuacién es igual a:
y(t) = et + c et + cze%cos(2t) + c,e® sen(2t); cp,¢y,¢3,c4 € R
y(t) = c;e? + c,e %t + c3c05(2t) + ¢y sen(2t); ¢y, ¢y, ¢5,¢4 ER

Con respecto a la incognita z(t), ésta puede ser obtenida de la primera ecuacion del sistema como se indica a
continuacion:

Y'(®©)—4z() =0 > z(t)=5y"(t)

La primera derivada de y(t) es igual a:
y'(t) = 2c,e%t — 2c,e7 2t — 2¢5sen(2t) + 2c4 cos(2t) ; ¢1,C5,C3,c4 € R

La segunda derivada de y(t) es igual a:
y"'(t) = 4cie?t + 4c et — 4czcos(2t) — 4ey sen(2t); ¢q,¢p,03,¢4 ER

Entonces:
z(t) = cie?t + cye™?t — 3 cos(2t) — cusen(2t); ¢q,¢p, 5,4 ER

La solucién del sistema estd dada por:
t) = ce?t + c,e ™%t + c3cos(2t) + ¢4 sen(2t
{3’() 1 " 2 e 3c0s(2t) 4 ( ); €1, €0 Ca)Cy € R
z(t) = cie*t + c,e ™t — c3 cos(2t) — cysen(2t)

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 3 (9 Puntos)
Usando el método de los coeficientes indeterminados, halle la solucion general de la ecuacion diferencial:

0"(t) — 20'(t) = cos(t) — sen(2t).
Solucion:
Para hallar la solucién complementaria 6.(t) se resuelve la ecuaciébn homogénea 6" (t) — 20'(t) = 0,
planteando la solucion de la forma 8(t) = e, con lo cual:

0'(x) =re™ - 0"(x)=r%"
Sustituyendo la solucion planteada y sus derivadas en la ecuacion se tiene:
r2e™ —2re™=0 - e"t?-2r)=0 - r(@r-2)=0

Asi, losvaloresderson: r; =0 y r, = 2.

Entonces, la solucién complementaria es igual a:
0.(t) = cre™t + ce™t; ¢y, c, ER
0.(t) = ¢; + e ¢1,c, ER

Para hallar una solucion particular 6,(t), usando el método de los coeficientes indeterminados, se halla por
separado las soluciones particulares 6,,(t) y 6,,(t) correspondientes respectivamente a las siguientes
ecuaciones:
0" (t) — 20'(t) = cos(t)
0'"(t) — 20'(t) = —sen(2t),
y luego se aplica el principio de superposicion: 8, (t) = 6,1 (t) + 0 (t).

De acuerdo con el método de los coeficientes indeterminados, la solucion particular 8,1 (t) se plantea de la
forma: 6,,(t) = (Asen(t) + Bcos(t))t®, donde s = 0 es suficiente para que cada término de 6,; sea
linealmente independiente a cada término de 6. Entonces:
051 (t) = Asen(t) + Bcos(t) — 0,,(t) = Acos(t) — Bsen(t) — 6y;(t) = —Asen(t) — Bcos(t)

Sustituyendo 6,,, y sus derivadas en la ecuacion se tiene:

—Asen(t) — Bcos(t) — 2(Acos(t) — Bsen(t)) = cos(t)

(2B — A) sen(t) + (—2A — B)cos(t) = cos(t)
2B—A=0 ; -2A-B=1
A=2B - B=—§ > A=_§

Entonces, 0,1 (t) = —% sen(t) — %cos(t).

De forma similar, la solucion particular 8,,(t) se plantea de la forma: 6, (t) = (Asen(2t) + Bcos(2t))t?,
donde s = 0 es suficiente para que cada término de 6,,, sea linealmente independiente a cada término de ..
Asi:
052 (t) = 2Acos(2t) — 2Bsen(2t) —  0,5(t) = —4Asen(2t) — 4Bcos(2t)
Sustituyendo 6,,, y sus derivadas en la ecuacion se tiene:
—4Asen(2t) — 4Bcos(2t) — 2(2Acos(2t) — 2Bsen(2t)) = —sen(2t)
(4B — 4A) sen(2t) + (—4A — 4B)cos(2t) = —sen(2t)
4B—-—4A=-1 ; —4A—4B =0

B:% - A=—§ « B=-4

Entonces, 8,,(t) = —% sen(2t) + %cos(Zt).

Por lo tanto, 8,(t) = —% sen(t) — écos(t) —% sen(2t) + %cos(Zt).

Finalmente, la solucion general de la ecuacion diferencial esta dada por:
6(t) = 6.(t) + 6,(t)
0(t) = c; + ce?t —% sen(t) — écos(t) —% sen(2t) + %cos(Zt) ; €1,C5 ER.

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 4 (9 Puntos)

Sea F(s) = L[f(t)] la transformada de Laplace de f(t). Determine f(t) si F(s) =

Solucién:

f(®) = L7F(s)]

foy =17

1 1
(s—4)7 + 2

(5—14)7 + %ln (%)]

Aplicando la propiedad de linealidad se tiene:

fo =17

(5—14)7] + %L_l [ln (s:j-l)]

Aplicando uno de los teoremas de traslacién de la transformada de Laplace:

L—l

Apli
L—l

[ 1

in(

| (s—4)7

52

s2+1

] =e*t 1 [i] —ett 1yt [6—!] = et 1t6; >0,
s7 6! s7 6!

cando propiedades de los logaritmos:

)_ = L712 In(s) — In(s2 + 1)]

Usando la propiedad de linealidad de la transformada inversa de Laplace:

L—l
Utili

m(

;ln (
in

m(

SZ

s2+1

SZ

s2+1
52

s2+1
52

s2+1

)_ = 2L [ In(s)] = LY [In(s? + 1)]

zando el corolario que establece que L™1[F(S)] = tin (=DrL 1t [:S—tl (F(S))] conn =1:

) = —% Lt [% (ln(s))] +% L1t [% (in(s* + 1))]

)| ==+ =

)_ :—% +%2cos(t); t>0

Finalmente, se tiene que:

2

_atl,e 1] 2 1 .
f(t)=e ot +2[ +t2cos(t)],t>0

_ ,4atl .6
f@) =e*=t°+

t
cos(t)-1 £>0

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)

Zin(

52

s2+1

).



Tema 5 (9 Puntos)
Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, utilizando la transformada de Laplace:

{x’+ 4 foty(x)dx = t — sen(t)

, tal que x(0) = y(0) = 0.
x'=y' —sen(t)

Solucion:
Remplazando x'(t) de la segunda ecuacion en la primera ecuacion:

y'(t) — sen(t) + 4 foty(x)dx =t — sen(t)

Aplicando la transformada de Laplace a cada lado de la ecuacién y luego aplicando propiedad de linealidad
se tiene:

L' (O + 4L [ [y yGodx| = LI¢]
o Lly'®]=sY(s) —y(0) =sY(s)
o L [foty(x)dx] =% Y(s)
o Litl=5
Sustituyendo Iog resultados de las transformadas obtenidas:
sY(s) +§ Y(s) = Slz - Y(s) [s +§] = Siz - Y(s) =
Aplicando la transformada inversa de Laplace:
y©=17() &)
y© =[] 17 7]
y()= 1% %sen(Zt)
y(t) = fot%sen(Zx)dx
y(t) = 5 [—cos(2x)]5
y(t) = %[—cos(Zt) +1]

y(t) _ 1—(:045(215)

1
s(s?2+4)

De la segunda ecuacion del sistema se tiene:
x'(t) = y'(t) — sen(t)
x'(t) = %sen(Zt) — sen(t)
x(t) = fEsen(Zt) - sen(t)] dt
x(t) = —%cos(Zt) +cos(t)+c;ceR

Evaluando la condicién inicial x(0) = 0:
—Z414c=0 - c=-3
4 4
Entonces:
x(t) = —% cos(2t) + cos(t) — %

La solucidn del problema esta dada por:
x(t) = —% cos(2t) + cos(t) — %

y(t) = % — %cos(Zt)

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 6 (9 Puntos)
Para la ecuacion xy'' (x) + y(x) = 0 determine los puntos ordinarios y los puntos singulares. Luego, realice
el cambio de variable z = x — 1 para determinar la solucion y(x) alrededor de x, = 1.

Solucion:

Sean P(x) =1, Q(x) =0y R(x) = 1, los coeficientes de y" (x), y'(x) y y(x). Puesto que estas funciones
son polinomiales y no hay factores que las tres funciones tengan en comdn, entonces los valores x, para los
cuales P(x,) # 0 se denominan puntos ordinarios y los demas puntos se denominan singulares. Entonces,
xo = 0 es un punto singular y los deméas numeros reales son puntos ordinarios para la ecuacion analizada.

A partir del cambio de variable z = x — 1 se tiene que:

Xx=z41: D_dvdz_dy . oﬂ_yzd(i—ﬁ)zd(i—ﬁ)zzd(%)zcﬂ_y  Xg=1Z2=0

dz =1
- dx  dzdx dz ' dx2 dx dz dx dz dz2

dx !

Sustituyendo en la ecuacion las expresiones obtenidas se tiene:

d?y
(z+1)ﬁ+y(z)=0 ; Z0=0

Se plantea la solucion de la forma y(z) = Yn—y an,z™, con lo cual:
Y'(2) = Lpinanz™t 5 y"(2) = Eian(n — Da,z"?

Sustituyendo en la ecuacion diferencial se obtiene:
(Z + 1) Z;?:Zn(n - l)anzn_z + Z?]?:O a‘l’lzn = 0
Yo onn—1Daz" 1+ Y0, n(n— Daz 2 + Y5 ga,z" =0

Para que z tenga el mismo exponente en todas las series, se realiza el cambio de variable m =n —1en la
primera serie y m = n — 2 en la segunda serie, y luego se realiza un cambio de variable adicional m = n en
ambos resultados, como se muestra a continuacion:

Yn=1( + Dnayn12" + Ypso(n + 2)(n + D)ayy22" + Xy anz™ =0

Desarrollando términos iniciales para que los indices de todas las series inicien en el mismo valor:
Yoo+ Dnay1z™ + 20, + Y+ 2)(n+ Dap2" +ag + 2peq anz™ =0
ap+2a, + Ypil(n+ Dnape + (m+2)(n+ Day,, +a,]z" =0

Igualando coeficientes se tiene:

a
ap+2a; =0 - ay=--
n
(n+Dnap +(m+2)(n+ Day,, +a,=0;nEN - an+2=—man+1—man;n61\l
Generando algunos coeficientes iniciales adicionales:
1 1 1 1
= . = — - —_—— - = — J—
n=1: az 3% 3% az =380~ 54
1 1 1 1 1 2
= 2. = —— _— - = — — _ — - = — — —
n=2. a, > a3 4(3)a2 ay 4(3)a0+3(4)a1+4!a0 ay 4!a0+4!a1
=3 -3, _ 1 () B TS 2, _5
=23 05 =750 553 7 A5 =500~ A —5doT 51 = a5 =500 =5
Ca =t L _ 8, 420, 41, 2 _ g 48
n=4: a6——ga5—6(5)a4 - g = 6!a0+6!a1+6!a0 o™ A= 6!ao+6!al

Entonces la solucion para y(z) est4 dada por:
y(z) = ¥ 0anz™ = ag + a1z + ayz? + a3z3 + azz* + asz® + -
y(2) = X5 oanz = ag+ a1z — %zz + (%ao —%al)f + (—%ao + %al)z“ + (éao —%a1)25 + -
y(2) = Yo anz™ = ag (1 —%22 + %z:‘ —%24 + %ZS — ) +a, (z — %Z3 +%z4 —254 )
Entonces la solucion para y(x), de acuerdo con el cambio de variable utilizado, esta dada por:
Y0 = ag (13 (=~ D 4 (=1 — (= D b= D = )

al((x—1)—§(x—1)3 +%(x—1)4—%(x—1)5+~-->

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)



Tema 1 (5 Punto

)

Capacidades
por evaluar

Nivel de aprendizaje
(PARA CADA LITERAL)

conceptuales

Completar frases

relacionadas a los

Inicial

Excelencia

Deja el espacio en blanco o completa
de forma incorrecta.

Completa la frase conceptual de forma
correcta (se debe presentar una

capitulos del justificacion de la respuesta donde el
segundo parcial. profesor considere necesario).
Puntaje 0 1

Tema 2 (9 Puntos)

solucion general
de una EDO lineal

Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucion de Expresa el Expresa el sistema | Expresa el sistema | Expresa el sistema
un sistema de | sistema en en términos del en términos del en términos del
ecuaciones términos del operador operador operador diferencial,
diferenciales, | operador diferencial y diferencial, obtiene | obtiene una
usando el diferencial, pero | obtiene una una ecuacion en ecuacion en
método del no obtiene una | ecuacion en términos de una términos de una sola
operador ecuacion en términos de una sola funcién funcion incognita y
diferencial. términos de una | sola funcién incognitay la la resuelve.
sola funcién incégnita, pero no | resuelve, pero no Finalmente, obtiene
incognita. resuelve dicha obtiene la segunda | la segunda funcién
ecuacion. funcion incognita. | incognita.
Puntaje [0, 2] (2, 3] (3,7] (7, 9]
Tema 3 (9 Puntos)
Capacidades por Nivel de aprendizaje
evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia

Halla la solucidn
complementaria,

Halla la solucion
complementaria

Halla la solucién
complementaria,

Halla la solucién
complementaria,

de segundo orden | pero no plantea |y plantea la plantea la forma plantea la forma
no homogénea, la forma de la forma de la de la solucion de la solucion
usando el método | solucion solucion particular y halla | particular, halla
de los coeficientes | particular. particular, pero | dicha solucion dicha solucién
indeterminados no halla dicha particular, pero no | particulary

para hallar una solucion presenta la presenta la
solucion particular. solucion general. | solucion general.
particular.

Puntaje [0,2] (2,4] (4,8] (8,9]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




Tema 4 (9 Puntos)

Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
transformada [ Aplica la Aplica la Aplica la propiedad de | Aplica la propiedad
inversa de propiedad de | propiedad de linealidad de la de linealidad de la
Laplace de linealidad de | linealidad de la | transformada inversa, | transformada
una funcion, la transformada halla la transformada inversa, halla la
utilizando transformada | inversay halla | jnversade —— transformada inversa
teoremas, inversa, pero | la transformada | (s-4)7 de | de ——, hallala
corolariosy | ng obtiene las | inversa de E &;Fte? una mfanerad € (Sf‘4)7 dai
transfor-madas transformadas “perono || allar la trans orsrzna a | trans orrsnza a inversa
de funciones | inversas (s—4)7 inversa de ln( . ) de ln( . ) y
basicas. planteadas. halla la e ol
transformada pero no halla esta presenta la _
inversa de yltlma transformada transformada inversa
s2 inversa. de F(s).
ln( > )
s“+1
Puntaje [0,1] (1, 4] (4, 6] (6, 9]
Tema 5 (9 Puntos)
Capacidades Nivel de aprendizaje
por evaluar
Determinar la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia
solucion de Aplica la Aplica la Aplica la Aplica la
un sistema transformada a | transformada a transformada a cada | transformada a cada
integro- cada una de cada una de las una de las ecuaciones | una de las
diferencial, las ecuaciones | ecuaciones del del sistema, o ecuaciones del
usando la del sistema, o | sistema, 0 sustituye una sistema, o sustituye
transformada | sustituye una | sustituye una ecuacionen laotray | unaecuacion en la
de Laplace. ecuacion en la | ecuacién en la otra | aplica la otray aplica la
otray aplicala | y aplica la transformada a la transformada a la
transformada a | transformada a la | ecuacién obtenida. ecuacién obtenida.
la ecuacion ecuacion obtenida. | Halla las Halla las
obtenida, pero | Halla las transformadas transformadas
no halla las transformadas planteadas, obtiene planteadas, obtiene
transformadas | planteadas y una expresion para la | una expresion para
planteadas. obtiene una transformada de una | la transformada de
expresion parala | de las funciones una de las funciones
transformada de incégnitas y incognitas,
una de las determina su determina su
funciones transformada inversa, | transformada inversa
incognitas, pero pero no determina la | y determina la otra
no determina su otra incégnita del incognita del
transformada sistema. sistema.
inversa.
Puntaje [0, 2] (2,4] (4,7] (7,9]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




Tema 6 (9 Puntos)

Capacidades Nivel de aprendizaje

por evaluar

Obtener la Inicial En desarrollo Desarrollado Excelencia

solucion Determina Determina los Determina los puntos | Determina los puntos

general de los puntos puntos ordinarios | ordinarios y singulares | ordinarios y

una ecuacion | ordinariosy |y singulares dela | de la EDO, realiza el singulares de la EDO,

diferencial singulares EDO, realiza el cambio de variable, realiza el cambio de

ordinaria de laEDO, | cambio de variable | plantea la solucion variable, plantea la

(EDO) lineal | perono y plantea la usando serie de solucion usando serie

usando series | realiza el solucion usando potencias alrededor de | de potencias

de potencias. | cambio de serie de potencias | z, = 0y obtiene una | alrededor de z, = 0,
variable ni alrededor de z, = | ecuacion de obtiene una ecuacion
plantea la 0, pero no obtiene | recurrencia para los de recurrencia para
solucion una ecuacion de coeficientes de la los coeficientes de la

usando serie
de potencias

serie, pero no genera
coeficientes iniciales

recurrencia para
los coeficientes de

serie, genera
coeficientes iniciales

alrededor de | la serie. de la serie y(z) ni de laseriey(z)y
zy = 0. presenta la solucion presenta la solucion
y(x). y(x).
Puntaje [0,2] (2,4] (4,6] (6,9]

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D, (achong@espol.edu.ec)




