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1. (15 PunTos) En una estacion biolégica se modelizan dos poblaciones, P, y Pg, tales que:

k+1
2

P () = ( )e—°-°6t P4(t) = 300 + 120093

donde el tiempo t esta dado en anos, porloquet > 0.

Con la aplicacion de limites y sus teoremas o propiedades, para cada literal:

(a) (8 PunTOs) Obtenga el valor de la constante k para la expresion correspondiente a
P4, si su poblacion inicial es de 350 individuos.

(b) (7 PunTOs) Determine la cantidad N de individuos a la que tiende la poblacién Pg,
si el tiempo transcurre en forma indefinida.

Solucion:

La expresidn para P, corresponde a una funcidn continua en todo su dominio, por lo que
también es continua por la derecha en t = 0.

P,(0) = tl_i}%hr P,(t)

Entonces:

k+1
o o -0.06t
350 = i, () = i, (=) e

Aplicando la afirmacién del TEOREMA PRINCIPAL DE LiMITES relativa al multiplo constante de
una funcidn y evaluando:

k+1 k+1y - k+1 k+1
. _ . -006t _ (" )\,07 —_ (___ — Y= ———
tli‘El+PA(t)_< 2 )tlime < 2 )e < 2 )(1) 2

Con base en la condicion dada de la poblacién inicial:

k+1

—— =350
2
k+1=700
~ k=699
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Para determinar la tendencia de la poblacidon Pz cuando el tiempo transcurre en forma
indefinida, se calcula el siguiente limite al infinito:

N = lim Pgz(t) = lim (300 + 120e7003t)
t—>+o0 t—>+o0

Aplicando las afirmaciones del TEOREMA PRINCIPAL DE LiMITES relativas al limite de la suma de
funciones, de una funcién constante, del multiplo constante de una funcién; y, evaluando:

N = lim (300) + lim (120e7%03%)
t—> 4+ t—>+o0

N =300+ 120 ( lim e=093)

t—>+o0
N =300+ 120(e™®)
N =300 + 120(0)

~ N =300

2. (15 PunTtos) Dada una curva en coordenadas paramétricas:

~ (x(t) =3 cos(mt)
¢ {y(t) = 2sen(mt) '’ telo2]

., . d , 1
(a) (7 Puntos) Obtenga la expresion correspondiente a d—z y evaltiela cuando t = e

., . d? . 1
(b) (8 PunTOSs) Obtenga la expresion correspondiente a d—x}zl y evaltela cuando t = e

Solucion:

Se obtiene la primera derivada:

dy
dy _ Gt _ 2cos(mt) - gt

dx dx  —3sen(mt) -t
dt

- dy_ 2 ((t)
“dx 3 cotin
Evaluando en el valor indicado:
dy 2 s 2
— =——cot|=)=—=(1
dxle2 3% (4) 3 (D)
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- dy _ 2
T dx t=% 3
Se obtiene la segunda derivada:
dy
()
d’y d (dy) _ T dt
dx?  dx\dx)  dx
dt

d (—%COt(TL’t)) )
2 —§(+cscz(nt)) -t

dx?  —3sen(mt)-m #3sen(mt) - jt
d?y 2
- 3
S g eS¢ (mt)

Evaluando la aceleracion en el valor indicado:

&y

dx?
t=

= —gcsc3 (%) = —g(\/if

NI

(25 PunTOS) Suponga que, en un canal de riego, el caudal de agua Q que fluye a través
de una compuerta, se modeliza mediante la funcién:

50x2

- >0
x% + 25

Q) =

X

donde:

e @ semideen litros por segundo;y,

e x representa la longitud, en centimetros, de la apertura que describe la
compuerta conforme se desliza verticalmente.

(a) (10 PunTos) Obtenga la regla de correspondencia de Q'(x). Luego, analizando el
signo de Q'(x) concluya sobre cémo varia el caudal de agua con respecto a la
longitud de la apertura.
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(b) (15 PunTOSs) Determine el PunTo CRiTICO ESTACIONARIO de Q' (x) donde Q(x) aumenta
mas rapido; esto es, obtenga el valor x = ¢, para el cual Q"' (x) = 0. Considere que

V3 ~ 1.73 y aproxime su respuesta con un decimal.
Solucion:
Se deriva la expresién dada de caudal @, utilizando la REGLA DEL COCIENTE:

o« (x*+25) (50x?)" — (50x?) (x* + 25)'
Q'(x) = (x2 + 25)2

.+ (x* +25)(100x) — (50x*)(2x)
Q'(x) = (x2 + 25)2

. (100x)(x? + 25 — x?)
Q'(x) = (x2 + 25)2

2500x

.'.Q'()C)Zm ; x=0

Dado que x = 0, se cumple que siempre Q'(x) = 0. Por lo tanto, el caudal de agua
aumenta conforme la longitud de la apertura se incrementa.

Se deriva la expresidn obtenida para Q'(x), utilizando la REGLA DEL PRODUCTO, aunque
también se puede usar la REGLA DEL COCIENTE:

Q'(x) = 2500x (x2 + 25)7?
Q" (x) = 2500x ((x%+25)72) + (x> + 25)72 (2500x)’
Q" (x) = 2500x (—2(x? + 25)73(2x)) + (x% + 25)72 (2500)

Q" (x) = 2500(x% + 25)72[ —4x2(x®> + 25)"1 + 1]

~ 4x?
Q (X) = 2500()62 + 25) 2 (-m + 1)

., 2500 —4x% +x%+ 25
(x? + 25) x%2+ 25

00 L 230 EE =3
N E T
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Para obtener el PUNTO CRIiTICO ESTACIONARIO en este caso:

. 2500025 —3x%)
") =—agmp =

25 — 3x2 =
25

2 _ 22

=3
| = 25
=13

Se descarta el valor negativo, por el dominio dado de la funcién:

V5 s(@)_@

X=—=—|—|=
V3 V3\V3 3
5(173) 865

xx—a =~ == 2.

[ x = 2.9 cm|

4. (20 PunTos) La grafica mostrada a continuacion corresponde a una funcion de variable
real f:[0,+o) — R.

.v
2 .

10 20 30 40 50 60 70 80 90 10 110 120

Si F es una antiderivada de f, tal que F(0) = 0, califique las siguientes proposiciones
como VERDADERAS 0 FALSAS, justificando sus respuestas.
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5.

(a)

(b)

(c)

(d)

F presenta un punto critico en x = 50.

Solucién:

F presenta su Unico punto critico de frontera en x = 0; su Unico punto critico
estacionario en x = 100, ya que F'(100) = f(100) = 0; y, no presenta puntos
criticos singulares. Luego, la proposicidn es FALSA.

F es creciente Vx € (0,50) y decreciente Vx € (50,100).

Solucién:

Se observa, en la grafica de f, que F'(x) = f(x) toma valores positivos en todo el
intervalo (0,100); por lo tanto, F si es creciente en el intervalo (0,50) pero no es
decreciente en el intervalo (50, 100). Luego, la proposicién compuesta es FALSA.

F es céncava hacia abajo Vx € (60,120).

Solucién:

Para que esto se cumpla, F'(x) = f(x) deberia ser decreciente en el intervalo
(60,120). Ya que, en la gréfica dada, se observa ese comportamiento, se concluye
que la proposicidn es VERDADERA.

F presenta un punto de inflexion en x = 100.

Solucién:

La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) = F'(x) en x = 100 es
negativa, esto implica que f'(100) = F"'(100) también es negativa y F es cdncava

hacia abajo en dicha abscisa. En consecuencia, F no puede presentar un punto de
inflexion en x = 100 y la proposicion dada es FALSA.

(25 PunTOs) Dada la region R definida como:

R={(xy)eR?/(Vx<y<2)A(0<x<4)}

Calcule el volumen V del sélido de revolucidn que se genera al rotar R alrededor de la
recta x = 5. Para el efecto, realice lo siguiente:

(a)

(5 PunTOs) Ubique, en el plano cartesiano, puntos relevantes de la region R, grafique
los elementos que la limitan, identifiquela claramente; y, bosqueje su reflexion con
respecto al eje de rotacidn.
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(b) (10 PunTOs) Dibuje la franja representativa y su rotacion; luego, establezca la
respectiva expresidn para el volumen del elemento tridimensional generado.

(c) (10 PunTOs) Plantee y evaltie la integral definida correspondiente al calculo del
volumen V.

Solucion:

Se ubican puntos relevantes de la regidon R, se grafican los elementos que la limitan,
identificdndola claramente y se bosqueja su reflexion. Luego, se dibuja una franja
representativa dispuesta verticalmente y se realiza su respectiva rotacion, en torno a la
recta x = 5, generandose un cascardn cilindrico (o capa cilindrica):

Las longitudes r y h del cascardn cilindrico son:

r=5-—x
h:ysup_yinfzz_\/}

El volumen dV del cascardn es:
dV = 2nrhdx
dV = 2m(5 — x)(2 — Vx)dx

dV = 2m(10 — 5vx — 2x + xv/x)dx
dV = 2m(10 — 5x¥/2 — 2x + x3/2)dx ; x €[0,4]

Se plantea el calculo del volumen V del sélido, como la integral definida:

4
V= 271] (10 — 5x1/2 — 2 +x3/2)dx
0
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Se evalua la integral planteada, aplicando la PROPIEDAD DE LINEALIDAD, la REGLA DE LA POTENCIA
y el TEOREMA FUNDAMENTAL:

4 4 4 4
V=27T<10f dx—5fxl/zdx—fodx+fx3/2dx>
0 0 0 0

4 4

x3/2 x2 4 x5/2
V=2nr|10x)|¢ -5 3 — Z’<7> +
E 0

>
2

0 0

V =2m (10(4 —0) — ?(43/2 —0)—(42-0) +§(45/2 — 0))
10 3 2 5
V= 2n<10(4) —?((\/Z) ) — (4% +§((\/Z) - o))

= 2m | 40 108 16 232
V= 7T< —?()— +§( ))

V=2 <24 80+64)
- o 375

<360 — 400 + 192)
T 15
152)

sz”(ﬁ

304
= 15 Tu

3

Elaborado por gbaqueri@espol.edu.ec Pagina 8 de 8



