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CRITERIOS DE CALIFICACION

Tema 1 (10 Puntos)
Complete las siguientes frases, para lo cual NO es necesario justificar sus respuestas.

a)

b)

f)

9)

h)

)

“A continuacion se muestran respuestas y posibles ejemplos”
Si una sucesion {a, },-, satisface la condicion AN,M € R [N < a,, < M] paratodon € N
y satisface la condicion { [a, < a,4+1] V [a, > an4+1]} desde algin n = k, tal que k € N,

entonces la sucesion es convergente.

o 1
Jj=1 jP+1

La serie ), diverge si P pertenece al intervalo (—1, 0]. También es valido: (—, 0].

Si Ymo_s|l(=1)™c,| donde ¢, >0 es divergente 'y Y»_s(—1)™c, €S
convergente, se dice que Yo _3(—1)™*3c,, es condicionalmente convergente.

El criterio de la raiz absoluta aplicada a una serie de la forma a; + a, + a; + -+ tal que

a; > 0 donde i € N no es concluyente si lim §/|a,| = 1. También valido: lim %/a, = 1.
n-oo

n—oo
Usando el simbolo de sumatoria, un ejemplo de una serie geométrica divergente con
término inicial igual a 25 es Y, 25(2)".

Sea Y%, ¢, una serie de términos positivos y negativos, si lim |22
m

—00

3
=2 entonces se

Cm
puede afirmar que la serie es divergente.

La ecuacion diferencial ordinaria de Bernoulli 3y?y’ — ay® — (x + 1)y = 0 donde a > 1
se convierte en una ecuacion lineal al realizar el cambio de variable v = y2.

Una funcion Q(x,y) para que la ecuacion (x + 2y)dx + Q(x,y)dy = 0 sea exacta es:
Q(x,y) = 2x + 1.

Un ejemplo de una ecuacion diferencial homogénea de primer orden, es decir, una ecuacion

de laformay’ = f(y/x), que ademas no sea lineal es y' = (y/x)2.

ST -y , ., +1
Las isdclinas para la ecuacion xy' = y + 1 estan dadas por la expresion yT =c,c ER.

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Completa correctamente cada literal sin necesidad de proporcionar justificacion alguna. 10P
cada literal
TOTAL 10.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 2 (8 Puntos)

Califiqgue cada una de las siguientes proposiciones como VERDADERA o FALSA,

justificando correctamente sus respuestas.

Literal a (4 Puntos)

. . . . . k? . .
El criterio de convergencia de la integral es aplicable a la serie z;:;se—k , Yy a partir de dicho

criterio se concluye que la serie es divergente.

Desarrollo:
2

Sea f(x) = =, en el intervalo [5, co):

I. f(x)>0=1,dadoque:x?>0 A e*>0.

Il. f(x) es continua = 1, dado que: la funcion del
numerador y la del denominador son continuas
y el dom. f(x) = R.

I11. f(x) es decreciente = 1, dado que:

f'(x) = (2xe* — x%e¥)/e?* = (2x — x?)/e*
fl(x) <0 si 2x—x2<0
x(2—-x)<0
f'(): -

0 2

Por lo tanto el criterio de la integral es aplicable:
b .2

*© x
T — 1 2 ,—X -
L f(x)dx = l}l_r)glo i pr dx AI_)I’I;J[ x‘e 2xe

[x?e™dx =? u=x? ;odv =e*dx
du=2xdx ; v=-—-e*
fxz e ¥dx = —x%e ¥ +2 f e *xdx
u=x ; dv=e¥dx
du=dx; v=—-e™*
fxz e ¥dx = —x%e* +2 (—e"‘x + f e"‘dx)
fxz e ¥dx = —x%e*—2e*x—2e*+c,ceR

—2e7]2

= lim [(—b%e™? — 2be™" — 2¢7?) — (—25e7° — 10e~° — 2¢~%)]

b—oo
2

=—1imb——zgimi—2

b—o0 eb Sooeb

lim— +37¢°
b—oo e

3 N’
tiende a cero

Aplicando el teorema de L’hopital:

. 2b
= —lim & — 2
b—oo e

) N ——
tiende a cero

lim -+ 37e5
b—oo €

Aplicando el teorema de L’hopital:

.2
=— lim—=

b—oo e

. N——
tiende a cero

= +37e™°=37e7°.

Entonces la integral es convergente y por lo tanto la serie también lo es. La proposicion es FALSA.

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Muestra que el criterio de la integral es aplicable a la serie dada. 10P
Aplica el criterio de la integral, concluyendo que la serie es convergente. 20P
Concluye que la proposicion es FALSA. 10P
TOTAL 40P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Literal b (4 Puntos)

Al reducir el orden la ecuacion diferencial ordinaria 2y" — csc?(Bx) = 0, donde B < 0 se
obtiene una ecuacion diferencial de primer orden separable, y la respectiva familia 2-
paramétrica de soluciones de la ecuacion de segundo orden contiene los puntos de la forma

(27; 251 + cz) donde c; Y ¢, son las constantes de integracion.
Desarrollo:
2y" — csc2(Bx) = 0 Regresando a las variables originales:
Cambi’os de ’variallnlles: d_y 1 — cot(Bx) + ¢4
v=y ;v =y dx 28
gistﬁuglscnzd(()ﬁ:x) o f dy = f —2—cot(ﬁx) + 61) dx
Zz = c¢sc?(Bx): EDO separable y = 2;2 In|csc(Bx)| + ¢1x + ¢y, ¢1,c5 ER
jdv = jzcscz(b’x)dx Evaluando (25 25 Z+ c2)
v= —%cot(ﬁx) +c,6 €ER Zﬁcl +c, = Z_ﬁ’zln |csc(n)| +c155 2[), +C;
2ﬁ61+cz 2[361+Cz

Entonces la familia 2-paramétrica contiene a los puntos indicados.

Por lo que la proposicion es VERDADERA.

CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Muestra que al reducir el orden de la ecuacion dada se obtiene una ecuacion de primer 10P
orden separable.
Muestra que la respectiva familia 2-paramétrica de soluciones de la ecuacion de 20P

segundo orden contiene los puntos de la forma (% , %cl + cz) donde ¢, Yy ¢, son las
constantes de integracion.
Concluye que la proposicion es VERDADERA. 10P

TOTAL 40P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 3 (8 Puntos)
A partir de la serie de potencias geométrica Yo Xt = L- |x| < 1, calcule la serie de

ok o G 9
utilizando los 3 primeros térmlnos de la serie calculada para P(x), si el intervalo de
convergencia de P (x) se considera de la forma (—2b, 2b).

Maclaurin de la funcion P(x) =

Luego, halle el valor aproximado de f

Desarrollo:

Sea f(x) = —— = Do x"

Una forma de calcular la serie de Maclaurin que se pide es la siguiente:
Evaluando en " — x" se obtiene otra funcion:

g() = f(—x) =~ = T2 o(—x)" = Ep(—1)" 2"

Derivando la funcion g(x):

9'(0) = Dy () = Dx Eio )"

1-x+x2—
g'(x) = —m = Yn=1(— 1)nnxn !
Multiplicando por "- x" se obtlene
P(x) = —xg (X) = = Yn=1(= 1)"+1

(1+x)2

x—2x2+3x3—

Para obtener el intervalo de convergencia de la serie calculada es valido usar el criterio del cociente
absoluto como sigue, donde a,, = (—1)™*1nx™ suponiendo que x representa un nimero real diferente
del centro de la serie:

An+1 (=D™?(n + D™

an (_1)n+1n xn

Entonces, el intervalo de convergencia (IC) estd dado por: x| <1 = —-1<x<1 tal que la
convergencia de los extremos x = —1 y x = 1 aln no se ha verificado. Sin embargo, se puede afirmar
que el radio de convergencia es R = 1. Dado que el enunciado indica que el IC se debe considerar de la

forma (—2b, 2b), entonces 2b = 1yasi b = %

oo n+1
= |x| lim —— = |x|
n—oo n

(n+ Dx
m —

n—-oo

lim

n—>oo

= lim

n—-oo

Se procede a hallar el valor aproximado de f

0 (1 dx utilizando los 3 primeros términos de la serie

calculada para P(x):

fobﬁdx = fo%p(x)dx _ fo% [Z(_l)nﬂnxn‘ dx

Considerando n = {1,2,3}:
1
x> 2x% 3x*12 1 1 3 24-16+9 17

I P Np= | X _ 2 L2 _sEm ey

L(1+x)2dx_jo(x 2674+ 3xdx = |5 ==+ , 8 12" 64 192 192
CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE

EL ESTUDIANTE:
Calcula la serie de Maclaurin de la funcién P(x) = (1+ Tor a partir de la serie de 30P
potencias geométrica Y y—o x" = ﬁ; [x] < 1.
Obtiene el radio de convergencia de la serie de calculada para P(x), identificando el 20P
valor de la constante b.
Halla el valor aproximado de fob o7 dx utilizando los 3 primeros términos de la serie 3.0P
calculada para P(x).
TOTAL 80P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 4 (8 Puntos)
Determine la solucidn del problema de valor inicial:

(M—yz>dx+y(%—x)dy=0 ; y(—s—n)=0

X 6
Desarrollo:
Una forma de resolucion:
Sean M(x,y) = M —y2 ; N,y = y(i - x)
oM 0N _ (1 M aN
- =2y a—y( o 1) - 3y + la EDO no es exacta.

Se busca un factor integrante:

1(0M_0N ) ﬁ('zy I (%))dx X (y-yx? dx
R(x) = efﬁ(W—W)dx =e y<T> = efﬂl_xz)( x2 )dx = el % = elnl*l = ||
Considerando R(x) = x y multiplicandolo por la EDO:
(cos(x) sen(x) —xy?)dx + y(1 —x?)dy = 0
Sean M, (x,y) = cos(x) sen(x) —xy? ; N;(x,y) =y(1l—x?)

oMy _ _ SN oMy _ 9Ny i
oy = 2xy o 2xy - = o la EDO obtenida es exacta.
Solucién: u(x,y) = ¢, c € Rtal que:
7] u
l. £=M1(x,y) 1. ale(x,y)
ou _ 2
P cos(x) sen(x) — xy du_ o2
1 5y = Y1 —x%)
u(x,y) = f (— sen(2x) — xyz) dx
(22 ) ) Sustituyendo lo obtenido en 1.
_ Cos X X 0 (2 ) 2,,2
uy) = ———= Sy*+h() S (- - ) =y -2
—x’y +h'(y) =y — yx?
2
h(y) = [ydy =2 +k kEeR.

Sustituyendo h(y) en I.:
(No es necesario considerar la constante k de h(y) puesto que k se agruparia con la constante ¢ de la
solucion planteada, dando como resultado la familia mono-paramétrica buscada).
cos(2x)  x%y? y?
’ gmw—— - 3 T3
Asi la solucion de la EDO es:

_cos(2x) x2y?

2
y
+Z-=cc€eR
) c,cC

4 2 oy 2
cos(2x 1—x
— E} )+( Z)y =c,c€R

Sustituyendo la condicién inicial y (— 5?") =0:

cos(Z(—s?”)) s\ 2\ 02 cos(%”)
_f+(1_(_?) )7=C T T T,
Por lo tanto, la solucién particular del problema de valor inicial esta dada por:

cos(2x) N 1-x)y* 1

1
=c - c=-—=
8

4 2 8

CRITERIO DE CALIFICACION (PARA ESTA FORMA DE RESOLUCION) | PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Verifica que la EDO no es exacta y calcula un factor integrante. 20P
Plantea la forma de la solucién y las condiciones que debe satisfacer. 10P
Integra una de las condiciones, sustituye la respuesta obtenida en la otra condicién, 30P
obteniendo asi la solucidon de la ecuacién diferencial.
EvalGa la condicion inicial para hallar el valor de la constante de integracion, 20P
obteniendo asi la solucién del problema de valor inicial.
TOTAL 8.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Otra forma de resolucién:

(Cos(x)sen(x)_y2>dx+y(%—x>dy =0 ; Y(_S_n> =0

X 6
cos(x) sen(x
dy - ( )x (x)
dx 1
y(z=x)
cos(x) sen(x)
dy__ ¥y T x
dx (1 —x2?) y(l —x2)
dy  x cos(x) sen(x) _,
dx  1—x2” (1—x2)
dy  x _ cos(x)sen(x) _q. .
12T T T aa Y EDO de Bernoulli
Multiplicando por "y":
dy x , _ cos(x)sen(x)
Yax 1-x27 = (1—x2)

i iable:p = v2 ¥ 9, W J1dv_ dy
Cam.blo de variable: v = y* - il At el A
Sustituyendo en la EDO:
1dv x _ cos(x) sen(x)
2dx  1-x2'" (1—x2)

dv_ 2x_, o _2cosIsen®) . ey fineal de forma cannica
dx 1-x (1-x2)
p(x)

2x
Factor integrante: u(x) = e/ PO = o/ 529% = 12" = |1 _ 42|
Considerando u(x) = 1 — x2 y multiplicandolo por la EDO:
(1-x2) % — 2xv = —sen(2x)
;—x((l — x¥)v) = —sen(2x)
Jd((1 —x*)v) = [ —sen(2x)dx
(1—x2)v=%(2x)+c, ceR

Regresando a las variables originales

cos(2x
(1—-x*)y? = ( )+C,CE]R
cos(2x 1 —x?)y?
— E} )+( Z)y =c,c€R

Sustituyendo la condicion inicial y (— 5?") =0:

A (2o o

Por lo tanto, la solucién particular del problema de valor inicial esta dada por:
cos(2x) N (1-x)y> 1

4 2 8

1
=c - c=-—=
8

CRITERIO DE CALIFICACION (PARA ESTA FORMA DE RESOLUCION) | PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:

Muestra que la ecuacion diferencial es de Bernoulli y aplica un cambio de variable para 30P
transformarla en lineal.

Resuelve la ecuacion diferencial lineal obtenida. 20P
Usa el cambio de variable antes planteado para regresar a las variables originales del 10P
problema.

EvalGa la condicion inicial para hallar el valor de la constante de integracion, 20P
obteniendo asi la solucion del problema de valor inicial.

TOTAL 8.0P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Tema 5 (8 Puntos)

Para un circuito en serie Resistor-Capacitor alimentado por una fuente de voltaje descrita por
E(t) = 10sen(5t)[V], halle la funcidn que describe la carga de capacitor a los t segundos, Si
el resistor es de 2 ohmios, el capacitor es de 0.1 faradios, y la carga inicial del capacitor es de

1 Coulomb.
Desarrollo:
q(t)

De acuerdo a la ley de Kirchhoff: E(t) = Ri(t) + -

E(t): voltaje entregado por la fuente a los t segundos [V]
i(t): intensidad de corriente a los t segundos [A]

, donde:

; R:resistencia [Q]
X C: capacitancia [F]

q(t): carga del capacitor a los t segundos [Coulombs] ;i) = %
Entonces, sustituyendo los datos se tiene el problema de valor inicial:
10sen(5t) = 222+ <L ; q(0) = 1 [Coulombs]
Forma candnica de la EDO lineal obtenida: %2 +5 q = 5sen(5t)
dt Nl —_—
p(t) g(®)
Factor integrante; R(t) = e/P(Ddt = of5dt — o5t
Multiplicando por R(t): feStsen(St)dt =?
d
est 29, 5e>tq = 5e>tsen(5t) u=es ; dv = sen(5t)dt
dt 5t cos(5t)
4 (€5tq) = 5eStsen(st) demsendt v E e
—(e>*q) = 5e~tsen(5t 5t cos(51 5
dt feStsen(St)dt . C(;S( )+jcos§ )SeStdt
d(e>tq) = | 5e°tsen(5t)dt st
et cos(5t)
feStsen(St)dt =-— + f e>t cos(5t) dt
S5t 5t
erq =5 f e>* sen(St)dt u=-e% ; dv=cos(5t)dt
_ 5 . __sen(5t)
q(t) = 5e‘5tfe5t sen(5t)dt du=Se*dt; v="_
e3>t cos(5t) e3>t sen(5t)
JeStsen(St)dt i — + ?sen(St) - jTSeStdt
e3>t cos(5t) e3>t
JeStsen(St)dt i — + ?sen(St) - j eStsen(5t)dt
e3>t cos(5t) e>tsen(5t)
5t = —
Je sen(5t)dt = 10 + 10 +c,cER
Entonces,
o —5¢t [ sen(50) _ e3tcos(5t)
q(t) —153 [ 0 T c], CER
q(t) = 2 sen(5t) — - cos(5t) + 5ce~>t [Coulombs]
Sustituyendo la condicién inicial g(0) = 1:
1 0
—1%0s(0) + ~sen(0) + 5ce® = 1 > —lisc=1 o5 =2
2 2 2 10
q(t) = %sen(St) - %cos(St) + %e‘” [Coulombs]
CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE
EL ESTUDIANTE:
Usando la ley de Kirchhoff, plantea el problema de valor inicial que describe la carga 20P
del capacitor.
Resuelve la ecuacion diferencial asociada al problema de valor inicial planteado. 40P
Evaltia la condicion inicial para hallar el valor de la constante de integracion, 20P
obteniendo asi la solucién del problema de valor inicial.
TOTAL 80P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)




Tema 6 (8 Puntos)
Obtenga la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria:

50
x%y" (x) + 2xy' (x) — 6y(x) =— ; x € (0,+0)
Desarrollo:
Se halla la solucién complementaria, y.(x), resolviendo la EDO homogénea correspondiente:
x%y" (x) + 2xy' (x) — 6y(x) = 0

Esta ecuacion es una EDO de Cauchy Euler, la cual se transforma en una EDO de coeficientes

dt 1 —t

e .

constantes al realizar el cambio de variable: x = et. Asi, t = In(x) — il

2
Ademas, se deduce las expresiones que van a sustituir a Z—i’ y % como sigue:
dy dy dt dy at dy
dx dxdt dt dx

i) i18). <>_<—><__)( .

dx? dx  dx dt  dt dx  dt dt dt? dt? dt
Sustituyendo las expresiones para x, —y 22 enla EDO se obtiene:

2t -2t (4% t—ty a’y _dy — 6y = @Y Y =
e2te2t (L2 D) 4 potetd 6y—0 (£2-2) 128 _6y=0 > 2242 6y—0.
Se plantea la solucion y(t) = e” donde r es una constante que debe ser hallada. Ademés, & i re’y
dz_y 2 rt
dtz B r e -7 - -7 -
Sustituyendo la solucion planteada y sus derivadas en la ecuacion se obtiene:

r2e+re™ —6e™" =0 ->e"(r?+r—-6)=0 > (T +3)T—-2)=0 > 1, =-3ynr, =2.

Asi, para el caso de soluciones reales diferentes para r se puede verificar que las dos soluciones
obtenidas son linealmente independientes, es decir, las soluciones: y,(t) = e™3t y y,(t) = e?.
La solucion general esta dada por la combinacion lineal: y.(t) = ¢y, (t) + c;y,(t),c1,¢c5 ER

y.(t) = cie 3t + c,e?,cq,c ER
Expresando esta solucion en términos de x se obtiene:  y.(x) = ¢;x73 + c,x%,¢4, ¢, € R.

Se halla una solucién particular, y, (x), para la EDO no homogeénea:
Primera forma para hallar y,(x) en este ejercicio:

EDO no homogénea:  x2y"(x) + 2xy’(x) — 6y(x) = %
Usando el cambio de variable x = e!, la EDO obtenida es:

F+——6y=50€_t

Las soluciones Iinealmente independientes de la solucién complementaria para la EDO homogénea
correspondlente F + — — 6y = 0, halladas arriba, son:

yi(t) =73 yy(t) = et
Entonces la solucion particular, usando el método de los coeficientes indeterminados, se la plantea de
laforma: y,(t) = Ae~‘t5.
Si § = 0:y,(t) = Ae™" es linealmente independiente tanto a y; = e~3* como a y, = e**, entonces se
utiliza S = 0.

Derivando la solucién particular planteada' y’p(t) =—Ae" - y",(t) =4e”".
Sustltuyendo en laEDO no hogenea + —= — 6y =50e":

Aet—Ae~t —6Aet =50e7t - —6Ae-f =50e7t o @ A=-2"
Por lo tanto la solucion particular es:  y,(t) = —23—5e‘t

Escribiendo la solucion en términos de la variable original: y,(x) = — —5x 1

Finalmente la solucion general esta dada por: y(x) = y.(x) + y,(x)

25
Y = ex P+ ex? ——x7!, a6 €R

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



Segunda forma para hallar y, (x) en este ejercicio:

EDO no homogénea de forma canédnica:

¥"(x) + 2" () — 5 y(x) = 50273, de donde se define la funcién g(x) = 50x .

La solucién particular, usando el método de variacion de parametros, se plantea de la forma:

Vp(x) = v1y1(x) + v2y,(x), donde y;(x) y y,(x) son las soluciones de la EDO homogénea
correspondiente, es decir, y, (x) = v;x 73 + v,x2, y tal que se satisfaga el sistema de ecuaciones:

/ / | = , esto es: | = _al.
[yl y2] [vz g(x) —3x7* 2x]lvy [SOx 3]

-3 2
El Wronskiano, W (y,, v,), esta dado por ’; L ’ZC | =2x"243x72 =5x"2,
—3X X
Las soluciones del sistema son:
| 0 x2| c0—1
ro_lsox73 2l 20X © - (_ — _E,2
S R 10x - v, =[—-10xdx = —5x
R e " »
R S = 10x > vy =[10x""dx = -10=-
Con los resultados obtenidos:
_ x~3 _ 10 _ 25 _
¥p(x) = (=5x*)x 73 + (—107) x?=—5x'——xTt=—-Txt
CRITERIO DE CALIFICACION PUNTAJE

EL ESTUDIANTE:
Halla la solucion complementaria, resolviendo la ecuacién homogénea 30P
correspondiente. Para esto, transforma la ecuacion de Cauchy-Euler analizada en una
ecuacion de coeficientes constantes usando alguna sustitucion valida (debe mostrar los
pasos para la transformacién).

Halla una solucién particular para la ecuacién no homogénea, mostrando la forma de 40P
la solucion a encontrar y las condiciones que ésta debe satisfacer.
Obtiene la solucion general de la ecuacion diferencial ordinaria dada, superponiendo la 10P
solucion complementaria y una solucién particular de la misma.
TOTAL 80P

Elaborado por: Antonio Chong Escobar, Ph.D., coordinador de la materia (achong@espol.edu.ec)



