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Y 0, e e e e e e

manera ordenada.

................................................................... al  firmar
compromiso, reconozco que el presente examen esta disefado para ser resuelto de manera individual, que NO
puedo usar una calculadora; que solo puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcion del
examen; y, cualquier instrumento de comunicacién que hubiere traido, debo apagarlo y depositarlo en la parte
anterior del aula, junto con algin otro material que se encuentre acompafniandolo. No debo ademas, consultar
libros, notas, ni apuntes adicionales a las que se entreguen en esta evaluacion. Los temas debo desarrollarlos de

Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptar la declaracién anterior.

"Como estudiante de ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no copio
ni dejo copiar".

FIRMA: NUMERO DE MATRICULA: PARALELO:

PRIMER TEMA (16 puntos)

Justifique el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) La ecuacion y?x — x?y + xsenz = 2 define una funcién implicita de z = @(x,y) en un
entorno del punto (1, —1,0), entonces el plano tangente a dicha superficie en el punto indicado

no es paralelo a la recta que pasa por el punto (1, —1,2) en direccidn del vector v = (2,1, —3).

FALSO

Sea F(x,v,z) = y?x — x?y + xsin(z) — 2 = 0, asi:

VF(x,y,z) =(y? — 2xy + sin(z), 2xy — x?,x cos(z)) vy por tanto, un vector normal al plano

tangente a la superficie en el punto (1,—1,0) estd dado por:

VF(1,-1,0) =((—1)2 — 2(1)(=1) + sin(0), 2(1)(—1), cos(0)) = (3,-3,1)

Ym:3x—3y+z—-6=0, conn=(3,-31).

x=1+4+2t

Sabemosque L:jy =—-1+t t€ R, ysuvectordirectoresv = (2,1,-3).

z=2-—3t

Notemosque: m L& n Lv ©n-v=0.

Como n-v=(3,-31)-(2,1,-3)=6—3—3= 0,entonces m |l L.
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Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante sabe
identificar la funcién
implicita para
derivarla hallando el
gradiente en el
punto indicado y asf
definirlo como
vector normal del
plano tangente a la
superficie y conoce
la relacion de
paralelismo entre
plano y recta usando
el vector normal y el
vector director.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

No sabe cémo
hallar el gradiente
y por ende no
identifica el
vector normal del
plano tangente a
la superficie en el
punto indicado.

No identifica
la funcién
implicita pero
halla el
gradiente en
el punto
indicado y lo
define como
vector normal

Sabe identificar la
funcién implicita para
derivarla hallando el
gradiente en el punto
indicado y lo define
como vector normal del
plano tangente a la
superficie, pero plantea
erroneamente la

El estudiante
realiza
correctamente
todos los pasos
necesarios y
concluye que la
proposicion es
Falsa.

del plano relacion de paralelismo
tangente a la entre planoy recta
superficie. usando el vector normal
y el vector director.
0 1-2 3 4

b)

Dado el conjunto A = {(x,y) € R?;x < y?,x? + y? < 13}, entonces A representa un
conjunto no abierto y acotado.

VERDADERO

Calculando la abscisa del punto de interseccién de la circunferencia x? + y2 = 1 con la parabola

y? = x, se obtiene:

{x2+y2=1
y

=X

s> x?4+x*2=1 - x

Por lo tanto, el conjunto Frontera de A, estard dado por:

Frontera (A) = {(x, y) € R?

Por lo tanto:

1
x2+y2=1,—1SxS§(—1+\/§)}

1
U{(X»Y) € R?; y* =x,03xs§(—1+\/§)}

e Anoesabierto, porque A N Frontera (A) # @
e Aesacotado porque A c B4(0,0)
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Rdbrica:
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce los y y
No conoce Determina el Realiza Encuentra puntos
conceptos . s
L los conceptos | punto de correctamente | de interseccion,
bdsicos de o ' » _ _ ]
. basicos de interseccion de lo anteriory define conjunto
topologiay los . ; )
aplica para topologia. la parabola con concluye bien frontera de A
. . la circunferencia | solo una delas | correctamentey
determinar si un ) ) ]
) y determina el preguntas, sies | concluye bien que el
conjunto es no i ) )
. conjunto no abierto o es | conjunto es no
abiertoy .
frontera de A, acotado. abierto y acotado.
acotado. o
pero no concluye Proposicion
lo solicitado verdadera.
0 1-2 3 4
x+y—5z=-3 y-3 z _
c¢) Dadas las rectas ll: { y ; lz: x+1=—= E; entonces no existe valor
a

—2x+z=1
real a, =(a = 0); tal que [; y [, sean paralelas.

FALSO

x+y=2

z=1 _>{—2x=0

- x=0y=2 A(0,2,1)

x=1 —>{y_5x=_4 > z=3y=11 B(1,11,3)

Paralarectaly: 7 = (1,1,—5), 7, = (—2,0,1), entonces i;x1, = S; = (1,9,2)= AB

Las ecuaciones paramétricas de la recta [; que pasa por el punto A(0,2,1) con vector directriz
(1,9,2) son:
x=p
y=2+98
z=1+2p
Paralarectal,: S, = (1,a,2) y C(—1,3,0)

: . . 1.9 2
Sily I I,: S vy S, son proporcionales: T=o=5-a=
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enR3

normales o como
vector recorrido
de dos puntos de
l1, pero tiene

pero tiene
problemas para
plantear la
condicion de

Rubrica:
Capacidades .
Desempeiio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce los - - -
No reconoce | Obtiene el vector | Obtiene Obtiene
conceptos _ _
. la directriz S como | correctamente | correctamente la
relacionados . ., . .,
.| informacién producto los vectores informacién
con la geometria ] i _
L ) RELEVANTE vectorial de los directrices de relevante de ambas
tridimensional.
de las rectas | vectores ambas rectas, rectas. Plantea la

condicién de
paralelismoy
concluye que la
proposicion es

problemas para paralelismo. Falsa, ya que si
analizar la recta existe el nimero
[, o viceversa. real a distinto de
cero.
0 1-2 3 4

d) Laecuacion en coordenadas esféricas p = 4 cos @ representa a una esfera con radio de longitud

igual a 2 unidades y centrada en el punto (0,0,2).

VERDADERO
p=4cos0®
P
4

p_z |
Z=> luego
4 p g

p*=4z y

x2+y2+z2=4z

x2+y2+22—-42z=0

x2+y?+z2—4z+4=4

=cos@ perodelaidentidad z = p cos @ se tiene % = cos @, entonces:
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Capacidades .
Desempeiio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe cémo y y y
No sabe El estudiante El estudiante El estudiante
transformar una ) - o
., como utiliza algunas utiliza transforma
ecuacion en ) .
plantear relaciones (o las | correctamente ecuacioén general
coordenadas ] N ]
- cambio de utiliza las relaciones alaforma
esféricas a ) ) o
coordenadas | incorrectamente) | para cambiar de candnica e
rectangularesy o ) _ -
. . esféricas a para cambiar de | coordenadas identifica que
a identificar una L -
- rectangulares. | coordenadas esféricas a superficie es una
superficie o )
s esféricas a rectangularesy esfera de radio 2
cuadrica.

rectangulares.

obtiene ecuacion
general de la

centrada en
punto (0,0,2).

superficie. Proposicion
verdadera.

0 1-2 3 4
SEGUNDO TEMA (9 puntos)
Demuestre que la siguiente funcion:

x|y
——, (x,y) #(0,0)
f(x' y) = x? + yZ

0, (x,y) = (0,0)

Es continua en el punto (0,0) y tiene derivadas en cada direccion en el punto (0,0), pero no es
diferenciable en (0,0).

Estudiemos la continuidad de f en (0,0). Observemos que:

e f(0,0) =0 existe. Ahora probemos que
x|y

(x,yl)liréo,o)\/ﬁ =f(0,0)=0
X =rcosf

y =rsenf tenemos que:
r? =x? +y?

Usando coordenadas polares:

|x|y | cos@| r sen 8

im —= im
(x,y)—»(0,0) xz -|— yz (xJY)_)(OtO)

= lim|rcos@| sen8 =0
r r—0

Ya que lir% r=0yg(r60) =|cosf|sinf esacotada. Asi, f es continua en (0,0), mas aun es
r—
continua en R2.

e Calculemos las derivadas direccionales en el punto (0,0). Sea v = (v4,v,) un vector
unitario:
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[v1] vy

3_5(0’0) — %ir%f((0’0)+t(v1’ v3)) — limf(wp tvy) = lim [tvylt vy

t=0 t\/tz(vfﬂff) Jvf+v22

t—0

El cual existe para cualquier vector unitario v = (vy,v3).

Estudiemos la diferenciabilidad de f en el punto (0,0).

Calculemos el siguiente limite, donde h = (hq, h,) y x = (0,0):

1
(h1,h2)—(0,0)

Vh? + h3 h? + h3
hy =rcos@
Utilizando coordenadas polares: { h; =7 sen 8 tenemos que:
TZ = h12 + h22
| hyl hy
Vh? + h2 | hy| hy |r cos@| rsen @
lim — = im ————> = lim 5
(hihz)>(00) [p2 + pZ  (hihz)=(00) hi +h; -0 T
= |cos 8| sen 8

f(hy, hy) = £(0,0) — (hy, hy) - (0,0)

= |U1| V2,

| hal hy

= im
(hy,h2)—(0,0)

Por lo tanto el limite no existe y la funcién no es diferenciable en (0,0).

Vh% + h3

Rubrica:
Capacidades .
Desempeiio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como -
No sabe cdémo No plantea el Resuelve Resuelve
plantear el o o
criterio de plantear el criterio | criterio de correctamente lo correctamente
o de continuidad, no | continuidad, referente ala lo referente a
continuidad en o T o
calcula el limite, pero demuestra | continuidad, la continuidad,
un puntoy

demostrar la
existencia del
limite; sabe
calcular las
derivadas
direccionales de
la funcion en un
puntoy
demostrar la no
diferenciabilidad
de la funcion en
un punto.

no calcula las
derivadas
direccionalesy no
demuestra la
diferenciabilidad
de la funcién en el
punto indicado.

que el limite
existe y es igual
alaimagendela
funcion en el
punto dado,
pero tiene
problemas en el
calculo de las

considera un vector
unitario, calcula las
derivadas
direccionales de la
funcién en un punto,
pero no concluye que
todas éstas existen o
tiene problemas para

determina la
existencia de
las derivadas
direccionales
en toda
direccion para
el punto dado
y demuestra

derivadas demostrar la no que la funcién

direccionalesy diferenciabilidad de es

el resto del la funcion en el punto | diferenciable

ejercicio. dado. en ese punto.
0 1-4 5-8 9
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TERCER TEMA (8 puntos)

X
Dada la funcién f(x,y) = y(x2+y2

a)
b)

c)

a)

b)

£2) ) = (00)

; determine:
0 ; (0,y) =1(0,0)

fx (6, ¥), f, (x, y) para(x, y) # (0,0)

£:(0,) £, (x,0)

fxy(0,0) ,fyx(0,0). éPor qué este resultado no contradice el Teorema de Schwarz?

fx(x; y) =y (xz—yz) +xy ((x2+y2)(2x)—(x2—yz)(Zx))

X2 +y2? (x2+y2)2
_ v+ yH) (6 — y?) + xy(4xy?)
= (x2 + y2)?
Similarmente: f,, (x,y) = (x24y?2)?

Utilizando la informacién obtenida en a)

_yE=nt o
f:(0,y) = oz = Y vy # 0

fe(x,0)=x; Vx £0
De la parte b)
fxy(O;y) =-1; fyx(x, 0) =1

= lim
h h—-0

fiy(0,0) = lim
Similarmente: £,,,(0,0) = 1.

No se contradice el Teorema de Scharwz porque las derivadas parciales de segundo orden no
son continuas en (0,0), es decir; como: fxy(O, y)=—1y fyx(x, 0) =1, entonces

(x,yl)li‘réo’o)ﬂcy(o,O) NO EXISTE.
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Rdbrica:
Capacidades Desembefio
deseadas P
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce como . _ _
No sabe Obtiene las Determina Determina
obtener ]
. como derivadas correctamente las correctamente
derivadas _ ) )
. obtener parciales de derivadas parciales todas las
parciales de ) ) . )
orimer y derivadas primer orden de primer orden derivadas
segundo orden, pa.rc:|a|es.de sohutadasop(a)ra t?)néo para (xl, V) # pa_rmales de
. rimer ni , ,0), , m rimer
y la razén por la prime (xy).;t( ) (0,0) como 2 primery
cual las segundo pero tiene evaluarlasen (0,y) y | segundo
derivadas mixtas orden. problemas para (x,0) . ord_e.n.
) evaluarlas en respectivamente, solicitidas y
son o noiguales. . .
0,y)y (x,0) pero tiene problemas | justifica
respectivamente. | al calcular las porque los
derivadas de orden resultados
dos solicitadas o no obtenidos no
concluye por que sus | contrarian el
resultados no Teorema de
contarian el Teorema | Schwarz.
de Schwarz.
0 1-3 4-7 8

CUARTO TEMA (7 puntos)
Seaz = f(x,y), donde x = 1 cosf,y = r sené.

a) Demuestre que:

0z
Pl fx cosO + f,, sen6

10z 8 + f, cosd
—— = —f, sen cos
rdo fe fy
. . . ., 0z 0z
b) Resuelva el sistema de ecuaciones anterior para expresar f, y fy en funcién de 5 Y59V

verifique si se cumple: (fx)2 + (fy)z = (%)2 + — (3_2)2

r2

a) Aplicando regla de la cadena:

0z _0z0x | 0z 90y _

oroxar T ayor - fx cos@ + f,, sen6

0z _0z 0x 0z 0y __

36 9290 T 3730 fx 7 senb + f, r send
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10z _

Entonces: 38

f, senf + fy senf

d
a—z = f,cost + fy senf
b) Al resolver el sistema: "

Z—Z = —f, 1send +fy r senf
Se obtiene:
0z 10z
fx = F cosf — =30 senf
0z
fy = EP senf + ~30 cos@

Elevando al cuadrado ambas expresiones y sumando, se obtiene que:

o+ () = () + 5(2)

T2

Rubrica:
Capacidades N
Desempeiio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce como -
aplicar No sabe Aplica laregla de | Resuelve Resuelve los dos
como aplicar | lacadenay correctamente | literales del ejercicio
correctamente , ,
laregladela | demuestralo el literal a) aplicando
la regla de la o
cadena cadena. solicitado, pero demostrando lo | correctamente la
tiene problemas | solicitado, regla de la cadenay
para visualizar lo | visualiza lo sin cometer errores
obtenido como obtenido como | algebraicos.
un sistema de un sistema de
ecuaciones a ecuaciones, lo
resolvery resuelve, pero
continuar con la | tiene
solucién del problemas al
ejercicio. resolverlo o en
la parte
algebraica de la
demostracion.
0 1-3 4-6 7
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QUINTO TEMA (4 puntos)

xy)

. In( . . Ly
La funcién S(x,y,z) = —,  expresa la concentracién de una sustancia S en funcién de las

concentraciones de otras tres sustancias X,y,z en una reaccidén quimica. Si en un determinado
instante las concentraciones x, y, z valen 1 unidad, determine:

a) ¢En qué direccién aumentara lo mas rapidamente posible la concentracién de la sustancia S?
b) Si se cambian las concentraciones de x, y, z en la direccién del vector (2,1,0), es decir, x crece
el doble de y, y z se mantiene constante, é cuanto cambia la concentracién de la sustancia S?

a)
In(x
SCuy,2) = (xy)
ds ds 0Os 1 1 In(xy)
Al xX,Y,zZ) = (_;_1_): T
(x,7,2) dox’ dy’ 0z <xz yz z2
vs(1,1,1) = (1,1,0)
La concentracién de S aumentard mas rapidamente en la direccién (1,1,0)
b)
v
D,S(1,1,1) = Vs(1,1,1) m
(2,00 3 35
D,S(1,1,1) = (1,1,0) = ==
“ V5 V5 5
Rubrica:
Capacidades -
deseadas Desempefio
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce como
aplicar el No reconoce | Calcula el Resuelve Resuelve
gradiente y sus como aplicar | gradiente de la correctamente | correctamente el
oropiedades en el gradiente y | funcién el literal a) y literal a) aplicando
la solucién de sus respectiva, pero | aplica el gradientea Sy
un problema propiedades | tiene problemas | conceptodela | evaluandoen el
especifico en la solucién | al evaluar en el derivada punto solicitado, y
' del punto solicitado | direccional, el literal b)
problema. o concluye pero tiene obteniendo
correctamente el | porblemas para | derivada direccional
literal a) concluir bien el | en el nuevo punto,
indicando la literal valiéndose del
direccién en que | solicitado. gradiente de S.
aumenta mas
rapido S.
0 1-2 3 4
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SEXTO TEMA (6 puntos)
(3.98-1)2
(5.97-3)2

Utilizando polinomio de Taylor de segundo orden aproxime el valor de:

— 1 _
()= G500+ 900 ( Z32) =300 =300 (§ T30 4

(x-1)?
fGoy) = (§_3)2 ; Xo =4y =6

(4-1)?

f(x0,¥0) = f(4,6) = m =1

C(2x—-1)  2(x—1)?
Vf‘((y—3)Z"(y—3>3>
2(4-1) 24-1* 2 2
(6—3)2’_(6—3)3)_(5’_5)

( 2 Ax - 1)?
_| 0—3)? (y—3)3
Hf = C4(x-1* 6(x—1)°

\ y—-332 -3¢ /

Vf(x0,¥0) = Vf(4,6) =

2 4(4—1)? 2 —a
_ _| (6-3)? S 6-33|_[9 "3
Hf(XOlyO) = Hf(4'r6) = 4(4 — 1)2 6(4 — 1)2 - __4 E
- (6-3)3 (6 —3)* 3 3
Obtencion del polinomio
i 2 —4
(-2 2 -2y x—4y 1 5 3 \/x—4
LR e R o MR TSRl (R o (W R
3 3

2 2 112 4 4 2 x—4
_1+§(—0,02)—§(—0,03)+E[§(x—4)—§(y—6) —§(x—4)+§(y—6)Hy_6]+Rz

2 2 1 , 4 1 ,
~ 1+43(=0,02) = 2(=0,03) +5(=0,002)? — 2(=0,02)(—0,03) + 3 (~0,003)

Por lo tanto £(3.98,5.97) = 1.00587
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un punto dado.

funcion en el
punto y calcula el
gradiente de la
funcién, pero
tiene problemas
en el resto de los
calculos.

hessiana, pero
comete errores
en el célculo
final.

Rdbrica:
Capacidades N
Desempeiio
deseadas
El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe como - -
. No sabe Plantea el Plantea el Plantea el polinomio
aproximar una ) ) ) )
- como polinomio de polinomio de de Taylor de
funcion de dos
) plantear el Taylor de Taylor de segundo orden,
variables con la ) ) . ,
formula de polinomio de | segundo orden, segundo orden, | determinay evalla
Taylor de la funcién de dos | determina la correctamente
Taylor de _ D
segundo variables funcion a todas las partes
segundo ordeny . . T
orden para requerida para el | trabajar, xo vy constitutivas del
calcular el valor ) T | i _ i
. aproximar ejercicio e olinomio y realiza
aproximado de P » J ~ Yo, € P loyre
-, una funciéon. | determina xgy gradiente, la la aproximacion
esta funcion en ) ) s i
Vo, evalla la matriz solicitada sin

errores de calculo.

1-3

4-5




