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SOLUCION y RUBRICA

1) (6 PunTos) Justificando su respuesta, establezca si cada proposicion es VERDADERA O
FALSA.

a) “Si f: f(x)dx =6, fzsf(x) dx =4y f: f(x) dx = —2; entonces f_23 f(x+3)dx =12".

Solucion:

Se puede hacer un cambio de variable a la funcién integrando del consecuente. Si
u = x + 3, entonces du = dx. Se cambian los limites de integracién; si x - —3,
entoncesu — 0;y, six = 2, entoncesu — 5:

2 5
f f(x+3)dx=ff(u)du
-3 0

Se aplica la propiedad AbiTiva de la integral definida:

fo F)dx = fo f)dx + L eodx + fz f ) = fo odx - fz Fodx + fz " o dx

5
ff(x)dx=6—(—2)+4=12
0

-~ La proposicion es VERDADERA.

Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre Ni hace el Replantea Replantea bien | Replantea bien
la propiedad cambio de bien la la integral la integral
aditiva de las variable, ni integral definida, aplica | definida, suma
integrales aplica bien la | definida pero bien la correctamente
definidas. propiedad aplica mal la propiedad y concluye
aditiva. propiedad aditiva; pero, o sobre el valor
aditiva. se equivoca en | de verdad dela
lasumaono proposicion.
concluye.
0 1 2 3
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b) “Dado el nimero a € Ry una funcion f: XC R~ Y C R;si f_aaf(x) dx =0,
entonces f es impar”.

Solucion:

Se proporcionara un CONTRAEJEMPLO para la proposicion, el cual permita evidenciar
que al tratarse de la RECiPROCA del TEOREMA DE SIMETRIA s una proposicion falsa.

Seala funcién f:[—1,1] » R, la cual no es impar, tal que:

x?, -1<x<0
f(x)={—l 0<x<1
3 <
1 0 , 1 %3 il
_1f(x)dx=’[_1x dx+j0 (——)dx=<?>_ —(§)|O

Ndtese que:

1
jf(X)dx=O - fesimpar =0

1

~ La proposicidon es FALSA.

Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas

El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente

conoce sobre el | Indica que Intenta Construye bien | Proporciona un

teorema de la construir un el contraejemplo

simetria de la proposicion | contraejemplo | contraejemplo adecuadoy

integral es pero tiene pero no concluye que

definida. verdadera. | dificultades. | concluye que la | la proposicién
proposicion es es falsa.

falsa.
0 1 2 3

Observacion.- El estudiante puede proporcionar otro contraejemplo vdlido.

2) (5 Puntos) Obtenga:

1
_[ (x + x In(x) + sen’ (§)> dx
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Solucion:

Se aplica la propiedad de LINEALIDAD de la integral indefinida:

I

x + x In(x)

1

Se obtiene la antiderivada de cada funcion:

dx

dx

J J

Seau =1+ In(x), entonces du = idx.

x + x In(x) - x(l + ln(x))

IL=Id—u=ln|ul+C
x(l + ln(x)) u

d
+ sen? (g)) dx = ,[—x n x)lcn(x) + j sen? (g) dx

et () = [ 5D,

d fsen2 (f)dx=lx—§sen<2—x)+6
f—x=ln|1+ In(x)|+C 3 2 4 3
x(l + ln(x))

1 5 (X _ 1 2x _

j(m+sen (§)> dx = In|1+ In(x)| tox —Zsen<?> +C; CeR
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
aplica la No logra Aplicala Aplica Aplica
propiedad de identificar | propiedad de linealidad e linealidad e
linealidad, la la técnica linealidad integra bien integra
técnica de de pero no utilizando un | correctamente
integracion por | integracion integra cambio de los dos
sustitucidny la que debe | correctamente | variableyla términos del
antiderivada de aplicar. los dos identidad integrando y
funciones términos del | trigonométrica, | considerala
trigonométricas integrando. | pero noincluye | constante C
y racionales. la constante C. enla
antiderivada.
0 1 2-4 5

3) (5 PunTtos) De ser

posible, calcule el valor de:

j+w dx
3

x3+x

y concluya si la integral impropia es CONVERGENTE 0 DIVERGENTE.
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Solucion:

Como el integrando es una funcion racional y el polinomio del denominador se

puede descomponer en factores, dicha funcidn se puede expresar asi:
1 1 A Bx+C

x3+x=x(x2+1)=;+x2+1
Entonces:
1=Ax*+1)+Bx+CO)x=A+B)x*+Cx+A
De donde:
A=1
cC=0
A+ B = - B=-1
1 _1 X
xx34+x x x2+1

Se aplica la técnica de INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES, por lo que la nueva
integral impropia se redefine asi:

e dx _ b 1 x _ 1 X b
j 3 = lim j (—— > )dx= lim (lnlxl——lnlx +1|>
3 X°+x bo+o ), \x x°+1 b+ 2

3

i (). = . (b - o)
= lim (In|———= = lim (in —In
poveo G2+ D21, T 5N \ T (B2 1+ 1172 10
] 1 V10 V10
= bl—IH-loo In ﬁ +In (T) = ln(l) +In (T)
(1+52)
T dx V10
3 =n|{—

3 X°+x 3
~ Laintegral impropia es CONVERGENTE.
Rubrica:

Capacidades Desempefio

deseadas P

El estudiante | Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente

conoce sobre | No reconoce Tiene O se equivoca | Integray evalla

integrales que es problemas enla bien, asi como

impropias y integral para integracion o en concluye

su impropia, ni | seleccionarla | la evaluacion o | correctamente.

tratamiento que debe técnica de no concluye.

con limites. aplicar integracion

limites. apropiada.
0 1 2-4 5
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4) (6 Puntos) Determine las dimensiones del rectangulo de area maxima que puede
ser inscrito en la region acotada por la funcion f(x) =3 —x? y el eje X.
Represente la situacion descrita en el plano cartesiano adjunto.

Solucidn:

Se realiza la representacion geométrica de la situacién descrita:

Se puede notar que:
A(x,y) = BH = (2x)(y)

La expresion para el calculo del drea quedara en términos de una sola variable:

A(x) = (2x)(3 —x%) = 6x — 2x%; x € [-V3,V3]

Se deriva esta expresidon para obtener los puntos criticos:
A'(x) = 6 — 6x?

Los puntos criticos de frontera no serdan tomados en consideracion porque el
rectangulo no existiria. La funcidn de drea no tiene puntos criticos singulares porque
su derivada es una funcion cuadratica.

Se analiza la existencia de posibles puntos criticos estacionarios:
6—-6x2=0 - 6(1—-x¥)=0 - x*=1 - J|x|=1

Se deriva por segunda vez:
A'(x) = —12x
A"(1) <0 - Esunmaximo para A.

Las dimensiones del rectangulo cuya superficie es de area mdxima, son:
e B=2x=2(1)=2][u]
e H=y=3-(1)*=3-1=2[u]

Es decir, se trata de un cuadrado inscrito.
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Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
reconoce un
problema de
aplicacion de
maximos y
minimos en
donde puede
aplicar los
criterios de
la primeray
la segunda
derivada.

Desempeiio
Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
No logra asociar | Deriva bien, | Resuelve bien la | Concluye bien
los datos pero tiene ecuacidén con la sobre las
proporcionados algun primera dimensiones
o no sabe que problema derivada, pero | del rectangulo
debe derivar. | pararesolver | presentaalgun | inscrito, cuya
la ecuacidn inconveniente superficie
planteada | en la evaluacidn tenga area
conla del punto maxima.
primera critico
derivada. estacionario
para poder
decidir.
0 1-3 4-5 6

5)

f(x) =j2

In(e?+3x)

(6 PunTos) Dada la funcién f: X € R+~ Y € R definida por:

V1+2t+5t2dt

Identifique el tipo de indeterminacion y luego calcule:

Solucidn:

Se verifica la indeterminacion:

li

I f(x)
im —
x—0 X

2
. . >
f(x)=)}1£n0 f(x)=)!1_r)n0 Jy V142t +5t dt=

V142t +5t2dt

x-0 X lim x lim x
x—-0 x—0
Se puede aplicar la regla de L'Hopital:
@ f@ | tn(e?+37)
Jom, 5= i, T i 110 = o |

Se aplica el PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO:

f(x) = J1+21n(e? + 3x) + 5 In?(e? + 3x) -

e?+ 3x
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Entonces:

. fx)
= =/
f'(0) = J1 +2In(e? +3(0)) + 5 in?(e? + 3(0)) S PN
e + 3(0) e?
. f(x) 15
lim —=—
x->0 X e
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre No identifica Identifica el tipo | Identifica el tipo | Identifica el tipo
calculo de bien el tipo de de de de
limites, el indeterminacion | indeterminacion | indeterminacion | indeterminacion
primer o no sabe como | y aplica bienel | y aplica bien el y calcula
teorema calcular primer teorema | primer teorema | correctamente
fundamental correctamente fundamental fundamental el limite.
del calculo y el limite. del calculo, pero | del célculoyla
laregla de aplicamalla regla de la
L’Hopital. regla de la cadena, pero
cadena. tiene algun
inconveniente
enla
evaluacidn.
0 1-3 4-5 6

6)

a)
b)

1
(1 + ex)2

Demuestre que f no tiene puntos criticos.
Determine los intervalos de monotonia de f.

(10 PunTtos) Dada la funcién f: R = R cuya regla de correspondencia es:

f(x) =

c) Demuestre que su Unico punto de inflexién es P (—ln(Z), %)

d)

es concava hacia abajo.

Solucidn:

Determine el intervalo donde f es concava hacia arriba y el intervalo donde f

Derivamos por primera vez para determinar la existencia o no de puntos criticos:

fx)=0+e*)?

f() = —201

+e*)3(e¥) = —

2e”*

(14 e¥)3
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Si se observa la definiciéon dada de la funcién, se puede concluir que f No TIENE
PUNTOS CRITICOS DE FRONTERA.

La expresién del numerador de la primera derivada 2e* nunca es igual a cero
porque esta expresion es positiva en todo su dominio. Esto es, f No TIENE PUNTOS
CRITICOS ESTACIONARIOS.

La expresion del denominador de la primera derivada (1 + e*)3 nunca es igual a
cero porque no existe valor real alguno para el cual e¥ = —1. Esto es, f NO TIENE
PuNTOS CRITICOS SINGULARES.

Por lo tanto, f No TIENE PUNTOS CRITICOS.

. . 2e* . .
La funcién derivada f'(x) = ————= es siempre negativa por lo ya expuesto
(1+4e%)
anteriormente. Esto permite concluir que la funcidén es ESTRICTAMENTE DECRECIENTE en
todo su dominio.

Se deriva la funcidn por segunda vez, aplicando la regla del cociente:

P l(l + e (e) = (9B + eX)Z(eX)l

(1+ex)6

" _ . (1+e*)—(3e¥)
f (X) - _Zw(e )l (1 + ex)é l
. e 1—2e*

[ = —ze 1+ ex)4]

Los candidatos a puntos de inflexidn se obtienen cuando f" (x) = 0, ya que no hay
posibilidad de que f'"'(x) no exista en algin punto.

1
f'"(x)=0 » 1-2e*=0 - ex=§ - x=ln(—> - x=-In(2)

La ordenada respectiva es:

Oy

En la recta real o haciendo las evaluaciones respectivas se puede identificar que:

f'"(x)<0,six < ln(%)

1
L Vx € (—00, In (E)) , [ es concava hacia abajo .
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f"(x)>0,six> ln(%)

1
o Vx € (ln (E) , +00) , [ es concava hacia arriba.

Al producirse un cambio en la concavidad de la grafica de la funcién antes y después de
x = —In(2), se concluye que el punto P especificado si es de inflexion.

Rubrica de los literales a) y b):

Capacidades o
Desempeio
deseadas
El estudiante | Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar No sabe que Solamente Deriva bieny Deriva bieny
una potencia | debe derivar indica que plantea las concluye
y una funcion | o no deriva no hay ecuaciones para sobre la
exponencial bien. puntos de | los posibles puntos | inexistencia
para frontera. estacionarios o de puntos
determinar singulares; asi criticos y
sus posibles como la inecuacion sobre los
puntos para los intervalos | intervalos de
criticos y sus de monotonia, monotonia.
intervalos de pero determina
monotonia. incorrectamente
su solucién.
0 1 2-4 5
Rubrica de los literales c) y d):
Capacidades o
Desempeio
deseadas
El estudiante | Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
sabe derivar | No sabe que | No deriva bien | Derivay plantea | Deriva bieny
un cociente debe derivar | por segunda la ecuacidn o las concluye
de funciones | por segunda | vez alguno de inecuaciones, sobre los

y determinar
sus intervalos
de
concavidad y
sus puntos de
inflexidn.

vez. los términos pero no obtiene | intervalos de
del cociente el punto de concavidad de
de funciones. inflexion o no la funcion y
determina bien sobre su
los intervalos. punto de
inflexién.
0 1 2-4 5

7) (6 PunTos) Calcule el area de la region interior a la lemniscata r?> = 2 cos(20) y
exterior a la circunferencia r = 1. Previamente, bosqueje la grafica de ambas curvas
en el plano polar.
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Solucion:

Se muestra la region descrita en el plano polar:

Se determinan los puntos de interseccién de ambas curvas:

1
2cos(20) =1 - cos(20) == - 0OE€

2

{n 5t 7m 1171}

666" 6

Se puede aprovechar la simetria del problema y plantear el drea de la siguiente

manera:

1 (6 s :
A=4[§,L (2c05(29)—1)d0‘=2[}0 2cos(26)d9—jod0‘

z z V3 s
A =2|(sen(26)) |6 - (9)|gl =2 (7 - 0) -(z- o)l
a=(V3-%) 2]
3
Rubrica:
Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante | Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica la No logra Grafica las Grafica bien la Grafica bien la
region comun | identificar curvas e region con region con base en
entre curvas bien cé6mo | identifica sus base en los los puntos de
polares en se grafican puntos de puntos de interseccion,
forma las curvas o | interseccion, interseccion, integra
analiticay en no sabe pero no la no conoce correctamente
forma grafica; | plantearel | region entre | como integrar todas las
y, con drea como | las curvas o no todas las expresiones que
integrales una plantea expresiones o se presentany
definidas sabe integral correctamente | no evaltia bien | evalua bien cada
cémo se definida. la integral todos los término.
calcula el area definida. términos.
de dicha
region. 0 1-2 3-5 6
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8) (6 PunTos) Sea R la regién limitada porlacurvax = y3ylasrectasy = 1yx = 8.
Bosqueje la grafica de R en el plano cartesiano y calcule el volumen del sélido de
revolucién que se genera al rotar R alrededor de larecta x = —1.

Solucidn:

Se bosqueja la grafica de la regidn en el plano cartesiano:

v

T T = y:" :

(PR 0 [T TSuE [y IRy Ay Sy S Sy S ——

Se utilizard el METODO DE LAS ARANDELAS, en donde R = 9 [u], r = (x + 1) [u].

2

Volumen =« j

(- +1D))dy=nm U (81— (®+2y°+ 1)) dyl
1 1

2

: y’ oy
Volumen = m U (80 —y® —2y°) dyl =n (80)’ -0 - —)
1

; 2
( )

1

Vol = [160 128 80+1+1]— (72 127+1)
olumen =1 7 7 2 =T 7 2
1008 — 254 + 7
Volumen=7r( 14 )

Por lo tanto, el volumen del sélido de revolucién generado es:

761w
14

[u?]

Volumen =

También se puede considerar una integracidén con el método de las capas cilindricas,
pero el resultado serd el mismo.
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Rubrica:

Capacidades "
Desempeio

deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica No logra Identifica la Identifica la Identifica la
una region identificar la region a region a region a
acotada por regiéon o no integrar pero integrar, integrar,
una funcidony plantea tiene plantea la plantea la
unarecta, el | correctamente problemas expresion del expresion del
solido de la integral para plantear | volumen del volumen,
revolucidn definida la expresion solido de integra bien
que se forma asociada al de calculo del revolucioén, cada términoy
y mediante volumen. volumen del pero se expresa el
calculo solido de equivoca al resultado
integral revolucidn. integrar algun correcto.
obtiene su término.
volumen. 0 1-2 3-5 6
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