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Firma: Número de matrícula: Paralelo:

1. (7 puntos) Sea T :R3→ P2 una transformación lineal con regla de correspondencia:

T





a
b
c



 (x) = (2a− b − c)+ (a+ 3b − c)x +(3a− 5b − c)x2

Encuentre una base y determine la dimensión del núcleo de T y de la imagen de T .

Solución:
Sea (a, b , c) un vector tal que T (a, b , c)(x) = 0, ∀ x ∈R. Entonces,







2a− b − c = 0
a+ 3b − c = 0

3a− 5b − c = 0

La matriz de este sistema es




2 −1 −1
1 3 −1
3 −5 −1



 ,

cuya matriz escalón reducida por filas es




1 0 −4/7
0 1 −1/7
0 0 0



 .
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Por tanto, el sistema arriba es equivalente a
�

a− 4/7c = 0
b − 1/7c = 0

Por tanto, un vector (a, b , c) está en el núcleo de T si, y solamente si, a = 4/7c y b = 1/7c . De aquí
obtenemos

N(T ) = {(a, b , c) : a = 4/7c y b = 1/7c}
= {(4/7c , 1/7c , c) : c ∈R}
= gen{(4/7,1/7,1)}.

Esto demuestra que {(4/7c , 1/7c , c)} es una base para N(T ) y en consecuencia dimN(T ) = 1. Por otro lado,
el teorema del núcleo y la imagen nos dice que

3= dimR3 = dimN(T )+ dimIm(T ) = 1+ dimIm(T ),

de donde dimIm(T ) = 2. Para hallar una base para la imagen, note que podemos extender la base
{(4/7,1/7,1)} de N(T ) a la base

{(4/7,1/7,1), (1,0,0), (0,1,0)}

de R3 (para verlo, note que (1,0,0) no es múltiplo de (4/7,1/7,1), y es imposible generar (0,1,0) con los
vectores (4/7,1/7,1) y (1,0,0)). Luego, por los argumentos de la demostración del teorema del núcleo y la
imagen obtenemos que

{T (1,0,0)(x),T (0,1,0)(x)}= {2+ x + 3x2,−1+ 3x − 5x2}

es una base para Im(T ).
Rúbrica:
Halla una base y la dimensión deN(T ) o de Im(T ). 1–6 puntos
Usa el Teorema del Núcleo y la Imagen para hallar
la dimensión de N(T ) o de Im(T ).

1–4 puntos
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2. Sea T : P2→W una transformación lineal donde W = gen
¦

1
s , 1

s2 , 1
s3

©

, con s > 0, y para todo p(x) ∈ P2:

T p(t ) =L {p(t )} ,
dondeL es el operador transformada de Laplace.
(a) (4 puntos) Encuentre la representación matricial de T usando la base B1 = {2,1− t , t − t 2} de P2 y la base

B2 = {
1
s , 1

s2 , 1
s3 } de W .

Solución: Sea p(t ) = a+ b t + c t 2 un polinomio de grado menor o igual que 2 arbitrario. Entonces,

L{p(t )}=L{a+ b t + c t 2}= aL{1}+ bL{t}+ cL{t 2}= a
1
s
+ b

1
s2
+ 2c

1
s3

.

Por tanto, el vector de coordenadas de p(x) respecto a la base B2 es

[p(x)]B2
=





a
b
2c



 .

Luego,

[2]B2
=





2
0
0



 , [1− t ]B2
=





1
−1
0



 , [t − t 2]B2
=





0
1
−2



 .

En consecuencia,

[L ]B1
B2
=





2 1 0
0 −1 1
0 0 −2



 .

Rúbrica:
Halla los vectores de coordenadas de cada uno
de las imágenes de lo vectores de la base B1.

1–2 puntos

Halla la matriz de T respecto a las bases B1 y B2. 1–2 puntos

(b) (4 puntos) Usando la matriz del literal anterior, encuentraL{1− t − 2t 2}.

Solución: Primero, observamos que

[1− t − 2t 2]B1
=





−1
3
2



 .

Así,

[L{1− t − 2t 2}]B2
= [L ]B1

B2
[1− t − 2t 2]B1

=





2 1 0
0 −1 1
0 0 −2









−1
3
2



=





1
−1
−4



 .

De aquí, se obtiene

L{1− t − 2t 2}= 1
s
− 1

s2
− 4

s2
.

Rúbrica:
Halla el vector de coordenadas de 1− t − 2t 2

respecto a la base B1.
1 punto

Usa la matriz [L ]B1
B2
para hallarL{1− t−2t 2}. 1–3 puntos

Página 3



3. (10 puntos) Encuentre la solución general de 2y ′′− 7y ′+ 3y = t 2− 4cos t .

Solución: La solución general será la suma de la solución homogénea y la solución particular. Encuentre
la solución homogénea resolviendo la EDO homogénea asociada

2y ′′− 7y ′+ 3y = 0

La ecuación característica de esta EDO homogénea es

2r 2− 7r + 3= (r − 3)(2r − 1),

de donde obtendremos la base {e3t , e1/2t } para el espacio de soluciones homogénea, y así la solución hom-
goénea asociada

yh (t ) = c1e3t + c2e1/2t

Ahora, determinamos una solución particular para 2y ′′ t − 7y ′ + 3y = t 2 − 4cos t mediante el método de
coeficientes indeterminados. La solución particular será suma de soluciones particulares para 2y ′′ − 7y ′ +
3y = t 2 y 2y ′′− 7y ′+ 3y =−4cos(t ). La solución particular para 2y ′′− 7y ′+ 3y = t 2 tiene la forma:

yp1
(t ) = a1+ a2 t + a3 t 2

La solución particular para 2y ′′− 7y ′+ 3y =−4cos t tiene la forma:

yp2
(t ) = a4 sin t + a5 cos t

La solución particular total es:

yp (t ) = yp1
(t )+ yp2

(t ) = a1+ a2 t + a3 t 2+ a4 sin t + a5 cos t

Calculemos y ′p (t ):

y ′p (t ) = a2+ 2a3 t + a4 cos t − a5 sin t

Calculemos y ′′p (t ):

y ′′p (t ) = 2a3− a4 sin t − a5 cos t

Sustituyamos la solución particular yp (t ) en la ecuación diferencial:

2y ′′p (t )− 7y ′p (t )+ 3yp (t ) = t 2− 4cos t

Simplifiquemos y resolvamos el sistema de ecuaciones resultante para las constantes desconocidas:

a1 =
86
27

, a2 =
14
9

, a3 =
1
3

, a4 =
14
25

, a5 =−
2
25

Sustituyamos a1, a2, a3, a4, y a5 en yp (t ):

yp (t ) =
86
27
+

14t
9
+

t 2

3
+

14sin t
25
− 2cos t

25
Finalmente, la solución general es:

y(t ) = yh (t )+ yp (t ) = c1e3t + c2e1/2t +
86
27
+

14t
9
+

t 2

3
+

14sin t
25
− 2cos t

25
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Rúbrica:
Halla la solución general homogénea. 1-2 puntos
Usa superposición no homogénea para determinar
la forma de la solución particular.

1 punto

Usa el método de los coeficientes indeterminados
(u otro método) para hallar la solución particular

1–6 puntos

Página 5



4. (10 puntos) Usando valores y vectores propios, encuentre la solución general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales:











y ′1 = y1− 2y2+ 2y3

y ′2 =−2y1+ y2− 2y3

y ′3 = 2y1− 2y2+ y3

Solución: La matriz asociada a este sistema es




1 −2 2
−2 1 −1
2 −2 1



 .

El polinomio caracter’sitico de esta matriz es

p(x) = x3− 3x2− 9x − 5= (x − 5)(x + 1)2

De donde se obtienen los valores propios 5 y −1. Los espacios propios correspondientes son

E5 = gen{(1,−1,1)},

y
E−1 = gen{(−1,0,1), (1,1,0)}.

De aquí obtenemos las soluciones l.i.

y1(t ) = e5t





1
−1
1



 , y2(t ) = e−t





−1
0
1



 , y3(t ) = e−t





1
1
0



 .

y la solución general es por tanto

y(t ) = c1y1(t )+ c2y2(t )+ y3(t ) =





c1e5t +(−c2+ c3)e
−t

−c1e5t + c3e−t

c1e5t + c2e−t



 .
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5. (a) (4 puntos) Use la definición de transformada de Laplace para verificar que si F (s) =L{ f (t )} existe para
s >α. entonces

L{eat f (t )}= F (s − a), para s > a+α.

Solución: Aplicamos la definición de transformada de Laplace:

L{eat f (t )}=
∫ ∞

0
e−s t eat f (t )d t =

∫ ∞

0
e−(s−a)t f (t )d t = F (s − a).

Como F (s) está definida para s > α, tiene que L{eat f (t )}= F (s − a) está definida para s − a > α, o
equivalentemente, para s > a+α.
Rúbrica:
Demuestra queL{eat f (t )}= F (s − a). 3 punto
Justifica queL{eat f (t )} para s > a+α. 1 punto

(b) (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de cualquier tamaño. Verifique que si v es un vector propio de A
que está asociado al valor propio λ, entonces para todo número natural n, v es un vector propio de An

asociado al valor propio λn . Sugerencia: Use inducción matemática.

Solución: El resultado es claro para n = 1. Suponga que, para un n natural dado, v es vector propio
de An asociado al valor propio que λn , i.e., An = λn v. Entonces,

An+1v = (AnA)v
=An(Av)
=An(λv)
= λAn v
= λ(λn v)

= λn+1v

Por lo tanto, v es vector propio de An+1 asociado al valor propio λn+1.Por el Principio de Inducción
Matemática, se tiene que el enunciado es válido para todo n natural.
Rúbrica:
Demuestra el resultado usando inducción mate-
mática.

1-4 puntos
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6. (8 puntos) Use transformadas de Laplace para resolver el PVI

y ′′− y ′ = e t cos t , y(0) = 0, y ′(0) = 0.

Solución: Sea y(t ) la solución a este PVI. Entonces, para todo t ∈R,

y ′′(t )− y ′(t ) = e t cos t .

Aplicamos transformadas de Laplace a ambos lados de esta igualdad:

L{y ′′(t )}−L{y ′(t )}=L{e t cos t}

s2Y (s)− s y(0)− y ′(0)− (sY (s)− y(0)) =
s − 1

(s − 1)2+ 1

Y (s)(s2− s) =
s − 1

(s − 1)2+ 1

Y (s) =
1

s((s − 1)2+ 1)

Y (s) =
1/2

s
+
−1/2(s − 1)+ 1/2
(s − 1)2+ 1

y(t ) =
1
2
L −1
§

1
s

ª

− 1
2
L −1
�

s − 1
(s − 1)2+ 1

�

+
1
2
L −1
�

1
(s − 1)2+ 1

�

y(t ) =
1
2
− 1

2
e t cos t +

1
2

e t sen t

Rúbrica:
Aplica correctamente la transformada de Laplace 1 punto
Calcula correctamente Y (s) y la descompone en
fracciones parciales

1–5 puntos

Aplica correctamente la transformada inversa de
Laplace

1–3 puntos

Resuelve el PVI. 1 punto
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