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puedo comunicarme con la persona responsable de la recepcién del examen y que cualquier instrumento de comunicacién que
hubiere traido debo apagarlo y depositarlo donde se me indique, junto con cualquier otro material que se encuentre acompafidn-
dome. No debo, ademis, consultar libros, notas, ni apuntes adicionales a los que se entreguen en esta evaluacion. Los temas debo
desarrollarlos de manera ordenada.

Firmo al pie del presente compromiso, como constancia de haber leido y aceptado la declaracién anterior.

“Como estudiante de ESPOL me comprometo a combatir la mediocridad y actuar con honestidad, por eso no copio ni dejo
p y p p ]
M »
copiar”.

Firma: Nimero de matricula: Paralelo:

1. (7 puntos) Sea T : R® — P, una transformacién lineal con regla de correspondencia:

a
T|b|(x)=Qa—b—c)+(a+3b—c)x+(Ba—5b—c)x’
c

Encuentre una base y determine la dimensién del nticleo de 7 y de la imagen de T

Solucion:

Sea (a, b, c) un vector tal que T'(a,b,c)(x) =0, Y x € R. Entonces,
2a—b—c=0
a+3b—c=0

3a—5b—c=0

La matriz de este sistema es

2 -1 —1

1 3 —1],

3 =5 -1
cuya matriz escaldn reducida por filas es

1 0 —4/7

01 —1/7

00 0
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Por tanto, el sistema arriba es equivalente a

a—4/7¢=0
b—1/7¢=0

Por tanto, un vector (a,b,c) esta en el nicleo de T si, y solamente si, a = 4/7c y b = 1/7c. De aqui
obtenemos

N(T)={(a,b,c):a=4/7cy b=1/7c}
={(4/7¢c,1/7¢c,c): c eR}
=gen{(4/7,1/7,1)}.

Esto demuestra que {(4/7¢,1/7¢,c)} es una base para N(T') y en consecuencia dim N(7") = 1. Por otro lado,
el teorema del ntcleo y la imagen nos dice que

3=dimR’ =dimN(7)+dimIm(7) = 1+ dimIm(7),
de donde dimIm(7) = 2. Para hallar una base para la imagen, note que podemos extender la base
{(4/7,1/7,1)} de N(T') a la base
{(4/7,1/7,1),(1,0,0),(0,1,0)}
de R? (para verlo, note que (1,0,0) no es multiplo de (4/7,1/7,1), y es imposible generar (0,1,0) con los

vectores (4/7,1/7,1) y (1,0,0)). Luego, por los argumentos de la demostracién del teorema del nicleo y la
imagen obtenemos que

{T(1,0,0)(x), T(0,1,0)(x)} = {2+ x + 3x?,—1 + 3x — 5x7}

es una base para Im(7).
Ruabrica:
Halla una base y la dimensiéon de N(7) o deIm(7'). | 1-6 puntos

Usa el Teorema del Nucleo y la Imagen para hallar | 1-4 puntos
la dimensién de N(7') o de Im(7').
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2. Sea T : P, —» W una transformacion lineal donde W = gen { - Slz, Sl}}, con s >0, y para todo p(x) € P;:
Tp(r)=2{p(t)},
donde & es el operador transformada de Laplace.
(a) (4 puntos) Encuentre la representaciéon matricial de 7 usando la base B; = {2,1—t,t — ¢t} de P, y la base

B,= {%,Slz,si}} de W.

Solucidn: Sea p(t)=a+ bt + ct? un polinomio de grado menor o igual que 2 arbitrario. Entonces,
1 1 1
L{pt)y=Lla+bt+c?y=aL{Y+bL{t)+cL{tP ) =a-+ b= +2c.
s s s

Por tanto, el vector de coordenadas de p(x) respecto a la base B, es

a
[p(x)]s,= b
2¢
Luego,
2 1 0
[2]5,= 0|, [1—tlp=|—-1], [t—2]p, = 1
0 0 -2
En consecuencia,
5 2 1 0
[‘%]Bl =0 —1 1
o 0 =2

Rubrica:

Halla los vectores de coordenadas de cada uno | 1-2 puntos
de las imagenes de lo vectores de la base B,.
Halla la matriz de T respecto alas bases B, y B,. | 1-2 puntos

(b) (4 puntos) Usando la matriz del literal anterior, encuentra £ {1—t —2t2}.

Solucién: Primero, observamos que

—1
27 _
[1—t—=2t7]p =| 3
2
Asi,
2 1 0 —1 1
[Ll1—t =20y =[L][1—t—20] = |0 —1 1| |3 =]~
0o 0 =2 2 —4
De aqui, se obtiene
1 1 4
LA—t—2") =~ —— ——.
s sz s2

Rubrica:
Halla el vector de coordenadas de 1 —t —2¢* | 1 punto
respecto a la base B,.

Usa la matriz [ £ ]2 para hallar £{1—t—2¢%}. | 1-3 puntos
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3. (10 puntos) Encuentre la solucién general de 2y” —7y" +3y = t* —4cos¢.

Solucion: La solucién general serd la suma de la solucién homogénea y la solucién particular. Encuentre
la solucién homogénea resolviendo la EDO homogénea asociada

2y" =7y +3y=0
La ecuacién caracteristica de esta EDO homogénea es
272 —7r +3=(r =3)2r —1),
de donde obtendremos la base {e*,e!/?*} para el espacio de soluciones homogénea, y asf la solucién hom-

goénea asociada

y(t) = C133t + Czel/zz

Ahora, determinamos una solucién particular para 2y”t —7y’ +3y = t? —4cost mediante el método de
coeficientes indeterminados. La solucién particular sera suma de soluciones particulares para 2y” —7y" +
3y =ty 29" —7y’' 4+ 3y = —4cos(t). La solucién particular para 2y” —7y’ + 3y = ¢ tiene la forma:

Yy, (1) =a; +ayt +azt’®

La solucidn particular para 2y” —7y’ 4+ 3y = —4cost tiene la forma:
¥, (t) =aysint +ascost
La solucion particular total es:
V)=, () +y, (t)=a +axt +ast? +a,sint 4ascost
Calculemos y)(¢):
y;(t) =a,+2a5t +a,cost —agsint

Calculemos y7(t):

y;,/(t) =2ay—a,sint —ascost
Sustituyamos la solucion particular y,(¢) en la ecuacién diferencial:

Zy;;(t) — 7y;(t) +3y,(t)= t? —4cost

Simplifiquemos y resolvamos el sistema de ecuaciones resultante para las constantes desconocidas:

14 2

86 14
41:53 ay=-—, a3=

Sustituyamos a;, a,, a3, ay, y as en y,(t):

1
) as = =, ag =
37 45 B 25

86 14t t* 14sint 2cost

)= o b g L T 2CO8F
BH=gmtg 3+ 25

Finalmente, la solucién general es:

86 14t t?> 14sint 2cost
B=y,(t)+y,(t)=c;e +ee 4 —  —f ——— —
y(£)=y,(t) yp( )=¢ 2 7 9 3 25 25
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Rubrica:

(u otro método) para hallar la solucién particular

Halla la soluciéon general homogénea. 1-2 puntos
Usa superposicién no homogénea para determinar | 1 punto

la forma de la solucién particular.

Usa el método de los coeficientes indeterminados | 1-6 puntos
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4. (10 puntos) Usando valores y vectores propios, encuentre la solucién general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales:

Y1 =91—29,+2y;
¥y ==2y1+5,—2y;
5 =291 —29,+7;

Solucidn: La matriz asociada a este sistema es

El polinomio caracter’sitico de esta matriz es
p(x)=x7—3x?—9x —5=(x —5)(x + 1)
De donde se obtienen los valores propios 5 y —1. Los espacios propios correspondientes son
E; =gen{(1,—1,1)},

y
E_, =gen{(—1,0,1),(1,1,0)}.

De aqui obtenemos las soluciones L.i.

y la solucion general es por tanto

e +(—c,+cy)et

y(t) = cy(t)+epy(t) +y5(t) = —ce” e
et +oet
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5. (a) (4 puntos) Use la definicién de transformada de Laplace para verificar que si F(s) = Z{f(t)} existe para
s > a. entonces
ZL{e" f(t)} =F(s—a), paras >a+a.

Solucién: Aplicamos la definicién de transformada de Laplace:

[ee]

Ll f (1)) = j " ettt (1) de = f 6 £(1)dt = F(s —a).

Como F(s) esta definida para s > a, tiene que L {e* f(t)} = F(s —a) esta definida para s —a > a, o
equivalentemente, para s >a + a.

Rubrica:
Demuestra que £ {e* f(¢)} = F(s —a). 3 punto
Justifica que L {e* f(¢)} paras >a+a. 1 punto

(b) (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de cualquier tamafio. Verifique que si v es un vector propio de A
que esta asociado al valor propio A, entonces para todo ntimero natural 7, v es un vector propio de A”
asociado al valor propio A”. Sugerencia: Use induccién matematica.

Solucion: El resultado es claro para » = 1. Suponga que, para un 7 natural dado, v es vector propio
de A” asociado al valor propio que A”, i.e., A” = A”v. Entonces,

A"y = (A"A)w
=A"(Av)
=A"(Av)
=A"v
=A(A"v)

— AnJrl,v

Por lo tanto, v es vector propio de A”*! asociado al valor propio A**!.Por el Principio de Induccién
Matematica, se tiene que el enunciado es valido para todo 7 natural.
Rubrica:

Demuestra el resultado usando induccién mate- | 1-4 puntos
matica.
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6. (8 puntos) Use transformadas de Laplace para resolver el PVI

y"—y =e'cost, y(0)=0, y'(0)=0.

Solucidn: Sea y(z) la solucidn a este PVI. Entonces, para todo ¢ € R,
y"(t)—y'(t)=e' cost.
Aplicamos transformadas de Laplace a ambos lados de esta igualdad:

LY ()} —=2L{y(1)} = L{e’ cost}

Y (5)=53(0) =y O (V) 5O = =y
Y(s)(s2—s) = ﬁ
1
TG
vy M2 T2 =12

s (s—1)2+1
o=t -1 )i fomm)

t

(zt)—1 1e cost+1etsent
NI=372 2

Rubrica:

Aplica correctamente la transformada de Laplace | 1 punto

Calcula correctamente Y(s) y la descompone en | 1-5 puntos
fracciones parciales

Aplica correctamente la transformada inversa de | 1-3 puntos
Laplace

Resuelve el PVL 1 punto
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