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SOLUCION y RUBRICA

1) (3 Puntos) Un compaiiero suyo esta resolviendo el siguiente problema sobre
calculo de limites aplicando el teorema de L’Hopital:

. 2x3—3x+1_1_ 6x2—3_l_ 12x
P x*—1 s 4x3 - 12x2_xl£n1

Explique a su compaiiero si esta en lo correcto o cual es el error que estaria
cometiendo.

Solucion:

Al evaluar la tendencia en la funcidn racional del primer limite, se tiene

0
efectivamente una indeterminacién del tipo 0’ por lo que se puede aplicar el

TEOREMA DE L’"HOPITAL.

Sin embargo, en el segundo limite ya no existe indeterminacién alguna. No se debe
seguir aplicando este teorema, sino que se puede aplicar el TEOREMA DE SUSTITUCION:

y 6x2 -3 3
lenl 4x3 _4

-~ El compafiero si estd cometiendo un error.

Rubrica:
Capacidades "
Desempeno
deseadas
El estudiante | Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre | Indica que Solamente Identifica que Especifica cual
la no existe | indica que hay | hay error pero se | es el error en el
aplicabilidad error error pero no equivoca al calculo y evalua
del teorema alguno. lo sustenta. evaluar el limite. | bien el limite.
de L’Hopital. 0 1 2 3
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2) (10 Punrtos) Justificando su respuesta, establezca si la proposicion dada es
VERDADERA O FALSA.

0
a) (5 PunTos) lex +1|dx =5
22

Solucidn:

Descomponemos la funcion valor absoluto, basandonos en su definicidn:

1
2 1, = —=
X+ X 5

|12x + 1| = 1
—2x—-1, x<-—=
2
Aplicamos la PRoPIEDAD ADITIVA de las integrales definidas:
1
2 0 1
f —-(2x+1)dx + f(Zx +Ddx =-(x*+x)|2+ %+ x)l(il
2
-2 1

= ((G-3)-¢-2)+(0-(G-3))

0
flz +1|d _5
X X—Z

-2

Otra’n opcion es caIcu'I:ar F) =2x+1 v
el area de la regién .
comprendida entre la /

funcién valor absoluto \ )
y el eje X:

Se puede observar que N /A

se definen dos [z 3 2 3 0 i 2 3
triangulos rectangulos
cuyas areas son
respectivamente:

3 1
5)3) 7)1
Ay = (2)2 =% [u?] y A, = (2)2 =

. . 5
calculos previos y cuya suma es igual a ~ [u?].

[u?], valores que son coincidentes con los

]

= La proposicidn es FALSA.
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Rubrica para la primera forma de resolucion:

Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre No puede Descompone Descompone Descompone
la propiedad | descomponer | bien el valor bien el valor bien el valor
aditiva de las el valor absoluto absoluto, aplica absoluto,
integrales absoluto, ni pero aplica bien la integra bien,
definidas. aplica bien la mal la propiedad evalua
propiedad propiedad aditiva; pero, o | correctamente
aditiva. aditiva. se equivoca en y concluye
laintegracion o | sobre el valor
en la evaluacion | de verdad de la
0 no concluye. proposicion.
0 1 2-4 5
Rubrica para la segunda forma de resolucion:
Capacidades "
Desempeno
deseadas
El estudiante | Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre | No identifica Identifica los Identifica los Identifica los
calculo de los tridangulos | tridngulos para tridngulos y triangulos y sus
areas de que se el calculo del sus longitudes,
superficies forman para | area solicitada, longitudes; calcula
triangulares. | el calculo del pero tiene pero, o se correctamente
drea inconvenientes equivoca en las areas de
solicitada. con alguna de uno de los cadaunoy el
sus longitudes. calculos drea total, asi
parciales de como concluye
area,oenel sobre el valor
area total, o de verdad de la
no concluye. proposicion.
0 1 2-4 5

b) (5 PunTOS)

Solucidn:

[
e2 x(ln(x))2

dx esconvergente.

Aplicamos la técnica de INTEGRACION POR SUSTITUCION con el cambio de variable:

1
u=In(x) - du =;dx

X = 400 -

x = e? -

u=2
u = +oo
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Por lo que, la nueva integral impropia se redefine asi:

b du b u-! b
lim — = lim u?du= lim (—) =

b -+ 2 u b - 4+ 2 b -+

Concluimos entonces que la integral es convergente.

-~ La proposicion es VERDADERA.

Rubrica:
Capacidades "
Desempeno
deseadas

El estudiante | Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre | No reconoce Tiene O se equivoca | Integray evalla
integrales que es problemas enla bien e indica el
impropias y integral para integracion o en | valor de verdad
su impropia, ni seleccionar la evaluacion o dela
tratamiento que debe una técnica de no concluye. proposicion.
con limites. aplicar integracion

limites. apropiada.

0 1 2-4 5

3) (4 PunTos) En la figura se muestra la grafica de la derivada de una funcién de
variable real f’ cuyo dominio es el intervalo [a, d].

.,

Con base en lo proporcionado y justificando su respuesta, complete las siguientes
proposiciones para que sean verdaderas:
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a) Lafuncién f es estrictamente decreciente en el intervalo [

)

|

Solucion:

Vx € [a,d],

f'(x) <0

La grafica dada corresponde a la primera derivada f' y se cumple que:

Esto se da para las funciones mondtonas decrecientes. Por lo que:

~ Lafuncién f es estrictamente decreciente en el intervalo [a, d].

b) Lafuncién f tiene puntos de inflexiéon en x =

yx=

Solucion:

~ Lafuncién f tiene puntos de inflexibnenx =b y x = c.

Para identificar puntos de inflexion, se requiere que f"(x) = 0 o que f" (x)
no exista y que se produzcan cambios de concavidad a un lado y al otro de
dichos puntos. En este caso, dado que la segunda derivada es la derivada de
la primera derivada, en la gréfica se observan dos puntos para los cuales la
derivada de esta primera derivada es igual a cero (pendientes de rectas
tangentes horizontales). Ademas, la derivada antes y después de estos
puntos experimenta cambios en su monotonia, originandose cambios de
signo en la segunda derivada de la funcién. Por lo tanto:

Rubrica del literal a):

Capacidades
deseadas

El estudiante
conoce sobre
el criterio de
la primera
derivada
para
determinar
la monotonia
de una
funcion.

Desempeiio
Insuficiente \ En desarrollo | Desarrollado Excelente
No logra asociar los datos Se refiere al Justificay
proporcionados en la grafica. criteriode la concluye bien
primera sobre los
derivada pero extremos del
no puede intervalo de
concluir sobre monotonia
elintervalo de | decreciente de
monotonia. la funcién.
0 1 2
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Rubrica del literal b):

Capacidades o
Desempeno
deseadas
El estudiante Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
conoce sobre No logra asociar los datos Se refiere a los Justificay
el criteriode | proporcionados en la grifica. criterios de la concluye bien
la segunda segunday la sobre los
derivada primera puntos de
para derivada pero inflexion de la
determinar no puede funcién.
puntos de concluir sobre
inflexidn. los puntos de
inflexidn.
0 1 2

4) (14 Puntos) Obtenga las antiderivadas solicitadas:

x3+3x*-5x—-3

dx
x3 —x

a) (7 PunTos) j

Solucidn:

Como el integrando es una funcién racional impropia, debemos realizar la divisién

de polinomios:

x3+3x?—-5x—-3 x3—x
+ x

—x3 1

3x? —4x —3

La funcién racional se puede expresar asi:

x3 4+ 3x?>—-5x—-3 3x? —4x -3
14— =

x3—x x3—x
Aplicamos la PROPIEDAD DE LINEALIDAD de las integrales indefinidas:

x34+3x?>—-5x—-3 3x? —4x -3
[ bom [ [EoB,,
x3 —x x3 —x

Utilizaremos la técnica de descomposicidn en FRACCIONES PARCIALES para el segundo
término:

3x2—4x—3_A+ B N C
x¥—-x  x x+1 x-1
Luego:
3x2 —4x—3=A(x+1D(x—-1)+Bx(x — 1)+ Cx(x + 1)

x=0 - -3=AM1(C-1)+04+40 -»> A=3
x=—-1 - 4=0+B(-1)(-2)+0 —> B=2
x=1 -» —-4=04+0+C(1)(2) -» C=-2
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Entonces:

x3+3x?>—-5x—3 3dx 2 dx —2dx
j dx = | dx + —+j +j
x3—x x x+1 x—1
Por lo que:
x3+3x>—-5x—3
j % dx=x+3In|x|+2In|lx+1|—-2In|x—-1|+C

x3+4+3x2—-5x—-3 x 4+ 1\?
j 5 dx=x+lnx3<—) +C
X3 —x x—1
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas
El estudiante | Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica que | No logra No divide Divide bien los Divide bien los
debe aplicar identificar | correctamente | polinomios, polinomios,
la técnica de la técnica los polinomios | descompone en | descompone en
integracion de pero logra fracciones fracciones
por fracciones | integracion | identificar la parciales, parciales,
parciales, la que debe técnica de resuelve el resuelve el
propiedad de | aplicar. integracion sistema de sistema de
linealidad y la que debe ecuaciones, pero | ecuaciones,
antiderivada aplicar. no aplica bienla | aplicala
de funciones propiedad de propiedad de
racionales. linealidad de las | linealidad,
integrales o no integra bien
integra bien cada términoy
algun término. especifica la
constante.
0 1-2 3-5 6-7

b) (7 PunTOS)

j e 2x 4 1
V9 — 4x2

+ arc sen(x)) dx

Aplicamos la PROPIEDAD DE LINEALIDAD de las integrales indefinidas:

1 dx
e ?* + ———+ arc sen(x dx=je‘2xdx+j—+
.I( 9 — 4x2 ( )> VO — 4x2
+ j arc sen(x) dx
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Resolvemos cada integral:
o Aplicamos la TECNICA DE SUSTITUCION:

Sea u=-2x - du=-2dx

je‘zxdx=—lje”du=—leu+C =—le‘2"+C
2 2 T2 !

e Aplicamos la TECNICA DE SUSTITUCION:

Sea u=2x - du=2dx

= —arc sen + C, = —arc sen

j dx _1j dx 1 (u) 1 (2x>+c
Vo—ax2 2) Vw2 2 3 2 3/

e Aplicamos la TECNICA DE INTEGRACION POR PARTES:

u = arc sen(x) dv = dx
4 dx
U=——— v=x
V1 — x?
x dx

j arc sen(x) dx = x arc sen(x) — _[—\/ﬁ
—x

Consideramos el cambio de variable:

u=1-—x%> - du=-2xdx

1 [ du 1{Vu
j arc sen(x) dx = x arc sen(x) + E_[ ﬁ = x arc sen(x) +2 T + C;
2
j arc sen(x) dx = x arc sen(x) +/1 —x2 + C;
1 1 1 2
J (e‘z" + + arc sen(x)) dx = ——e ?* + —arc sen (_x) +xarcsen(x) +y1—x2+C
9 — 4x2 2 2 3
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Rubrica:

Capacidades
deseadas

El estudiante
aplica la técnica
de integracion
por partesy
por sustitucion,
conoce la
derivada de
funciones
trigonomeétricas
inversas y la
antiderivada de
funciones

Desempeiio
Insuficiente | En desarrollo Desarrollado Excelente
No logra Aplicala Aplica Aplica
identificar | propiedad de | linealidad e linealidad e
la técnica linealidad e integra integra
de integra correctamente | correctamente
integracion | correctamente | utilizando un utilizando
que debe utilizando un | cambio de cambio de
aplicar. cambio de variable y variable,
variable y sustitucién sustitucién
solamente trigonomeétrica | trigonométrica
integra bien dos de los tres | e integracion

uno de los tres

términos del

por partes los

exponenciales. términos del integrando. tres términos
integrando. del integrando
y considera la
constante C en
la
antiderivada.
0 1-2 3-5 6-7

5) (5 PunTtos) El agua que se esta filtrando crea un charco circular con un area que
aumentaarazénde 3 [pulgz/min]. Realizando un analisis de calculo diferencial,
calcule cuan rapido esta aumentando la longitud del radio del charco cuando éste

mide 10 [pulg].

Solucidn:

Al tratarse de un charco circular, requerimos el drea de un circulo:

A = nr?

Obtenemos la razén de cambio correspondiente, derivando respecto al tiempo:

dA d d dz
i = T dt  2mr
Evaluamos:
dr 3 [pulg? /min]
dtlr=10 [pulg] 2m(10) M
dr
— = — [pulg/min]
dt r=10 [pulg] 20m P
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Rubrica:

Capacidades o
Desempeio
deseadas
El estudiante | Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
planteay No logra Interpreta Plantea bien la Planteay
resuelve bien | interpretarla | geométricamente razén de resuelve bien
un problema situacion el problemay cambio, deriva el problema
de razén de geométrica plantea bien el y despeja bien; de razén de
cambio. especificada. area del circulo; pero no evalla cambio
pero, o no deriva los datos especificando
bien, o no despeja | proporcionados | las unidades
correctamente la en forma correctas.
razon de cambio. adecuada.
0 1-2 3-4 5

6) (7 PunTos) Bosqueje las curvas r = 1,17 = 2 cos(0) y r = 2 sen(0) en el plano
polar y calcule el drea definida por la region comun entre ellas.

Solucidn:

Debemos identificar la regidn comun entre las tres curvas:

r = 2cos(0)

Los puntos de interseccién entre las curvas, los podemos determinar resolviendo
las siguientes ecuaciones trigonométricas:

1 =2sen(6) 2 sen(8) =2 cos(6) I=2 COS(?)
sen(f) == tan(0) =1 cos(8) = =
2 - 2

=z .
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Podemos calcular el area dividiendo la regién comun en tres partes:
Vs s s

6 3 2
A= %j(z sen(9))’do + %J(nzde) + %J(z cos(0))’do

Vs s T
" 6 3 2
A= > 4j sen?(0)do + j do + 4j cos?(0)do
0 T T
6 3
T V(3 s
6 3 2
1 1 — cos(26) 1+ cos(26)
A==-|4| ————dO+ | dO+4 | ———db
2 2 2
0 T T
6 3
[ n T
1 1 6 g 1 1 2
A=—|4(=60 ——sen(20) || +0|;+4|=60+—sen(20)
2 4 5 2 4 T
i 0 3
1 T V3 T T T T V3
A==l 2(=)—-{= ||+ z—=)+|2(z—%)+|0——
2 (6) (2) (3 6) (2 3) ( 2)
_ 1/m 3 + T + T V3
2\3 2 6 3 2
1/5m
A= (F-3)
A [u?]
Rubrica:
Capacidades Desempefio
deseadas P
El estudiante | Insuficiente En desarrollo Desarrollado Excelente
identifica la No logra Grafica las Grafica Grafica
region comun | identificar curvas e correctamente | correctamente
entre curvas bien cdmo identifica sus la regidn con la regién con
polares en se grafican puntos de base en los base en los
forma las curvas o interseccion, puntos de puntos de
analiticay en no sabe pero no grafica interseccion, interseccion,
forma grafica; | plantear el bien la region no conoce integra todas
y, con la drea como comuin o no como integrar | las expresiones
aplicacion de lasumade | plantea bien el todas las que se
integrales integrales drea como la expresiones o presentany
definidas definidas. suma de no evalua bien evalua bien
calcula su integrales todos los cada término.
area. definidas. términos.
0 1-2 3-6 7
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7) (7 Puntos) Sea R la region definida por:
R={(x,y) eR*/y?> <x<3-2y*}

Bosqueje R en el plano cartesiano y calcule el volumen del sélido de revolucién
que se genera al rotar R alrededor de larecta x = 4.

Solucion:

Se bosqueja la grafica de la region:

Se utilizard el METODO DE LAS ARANDELAS, en donde:

R=(A-y)Dul A 7r=(4-GB-2y))=0A+2y)[u]l A H=dy

Se identifican los puntos comunes de ambas curvas:
y?=3-2y* - 3y?=3 > y*=1 > Jyl=1 > (y=Dvy=-1

~ (1,1) A (1,—1) sonlos puntos de interseccion.

Debido a la caracteristica grafica de la parabola se aplicara la propiedad de simetria:

Volumen = 2 Inj (R? —1?) Hl =2 Inj ((4—-yH)2—-(1+2y%?) dyl
0 0

[ 1
=2 j (16 — 8y? + y* — (1 + 4y? + 4y*)) dyl
| Jo

1

[ 1 3y5
=2m j (15 — 12y? — 3y*) dyl = 271(1531 —4y3 — T)
/o 0

Votumen = 2 (15 4~ ) = 20 (11~ 2) = 20(2)
olumen = 4m 5—7'[ 5—7'[5

Por lo tanto, el volumen del sélido de revolucién generado es:

104w
Volumen = —— [u3]
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También se puede considerar una integracion con el METODO DE LAS CAPAS CILINDRICAS,
pero el resultado serd el mismo.

Rubrica:
Capacidades o
Desempeio
deseadas

F ! est.u f:llante Insuficiente En Desarrollado Excelente
identifica desarrollo
una region No logra Identificala | Identifica la Identifica la
acotada por | identificar la region a region a region a
dos regién o no integrar integrar, integrar,
parabolas, el | plantea pero tiene plantea la plantea la
sélido de correctamente | problemas expresion del | expresion del
revolucién la integral para volumen del volumen,
que se forma | definida plantear la sélido de integra bien
y mediante asociada al expresion revolucion, cada término
calculo volumen. de calculo pero se y expresa el
integral del volumen | equivoca al resultado
obtiene su del sélido de | integrar algun | correcto.
volumen. revoluciéon. | término.

0 1-2 3-6 7
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