CALCULO VECTORIAL — PAE2 2021
SOLUCION Y RUBRICA DEL EXAMEN FINAL

N. Cérdova, L. Pérez , L. Rodriguez y P. Ramos.
TEMA 1-A
Utilizando multiplicadores de Lagrange obtenga los valores extremos de la funcién
z = f(x,y) = xy bajo la restriccion 9x% + y? = 4
Tenemos que f(z,y) =zy y glz.y) = 92" + ¥ =4

Por lo tanto,

Vf= <fufy> = <pz>
AVg=A<ge,g9y> =A <182,2y > = <18Az.2)y >

Entonces de Vf = AVg se tienc :

y = 18z (1)
r=2\y (2)

Le adicionamos la restriccion:

9’ +yf =4 (3)

Reemplazando (1) en(2) :

x=2M18)z) = z - 36Xz =0 = z(1 - 36A2) =0 =
z=0V(1-360%)=0=22z=0VvMN=2%=32=0VvA=z%}
Caisol:r=0=2y=0= (z,y) = (0,0)

Pero la restriccién nos dice que 9z° + 3* = 4 lo que no se cumple en ¢l punto
(0,0), pues 9(0)* +0* =0 # 4

Caso2:A=¢=>My=32=20022 4 (32 =429 497 =1 =

a2 2 _ V2
18z =4 =21 = 1§ > =3=>r==x7
Observe que el caso A = — é entrega las mismas soluciones que A = (]-i.

Ahora, y=3;r=>y=i3?{2 =y =+/2

Lucgo los puntos criticos son :



2 2 2

A= (4. V2): B= (4, = V2)iPi= (- ¥, V2)

2
s Py=(~— %} - \/5)
Evaluemos en la funcién para saber cudles son los puntos de maximo y cudles son
los de minimo.

2 2

fle.y) =y = f(P) = F(2, V2) = 2

fey) =2y = f(P) = F(2, — v/2) = - 2
Fey) =2y = f(P) = f(~ Y2, /2) = - 2

f(@y) =2y = f(P) = f(~ Y2, — V/2) =2

De lo anterior concluimos que P; y Pj son puntos de maximo y % yP; puntos de
minimo.

El valor maximo de f bajo la restricciéon dada es % y el valor minimo es — % D

Maximos Minimos



TEMA 1-B

Utilizando multiplicadores de Lagrange obtenga los valores extremos de la funcién
2 2
z = f(x,y) = 4xy bajo la restriccion :—2 + % =1

Solucién Para comenzar, sea
2y
sy =G+ =1

Igualando Vf(x,y) = 4yi + 4xj y AVg(x, y) = (2Ax/9)i + (Ay/8)j, se puede obtener el
sistema de ecuaciones siguiente.

2
hy=Ax L) = el
9
1
4x = gy fxy) = Ag,(x,y).
X2 y?
? + Z =1 Restriccién.

_lﬁx), 19
4* 8(x T

Sustituyendo en la tercera ecuacién x? por este valor se tiene:

1 ( 9 2) N 1 2 _q 2 _ g
— | — —_— = e d =
o\167 ) " 16”7 y
Asi,y = +24/2

xz—i 2—2(8)—2 - x=4
“167 T16 T2 -+

N @

Tenemos 4 puntos criticos:
3 3 3 3
P (—,2\/5) ;P (—,—2\/5) ;P (——,2\/2) P (——,—z\/E)
1 \/E 2 \/E 3 \/E y 4 \/E
De tal forma que:

f<_%,2\/§) = f(%,—zﬁ) = —24 (minimo)
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Capacidades deseadas Desempeiio
Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe Esboza las Presenta y resuelve | El estudiante
como féormulas de las ecuaciones de presentay
. lantear el optimizacién optimizacién de resuelve las
El estudiante debe ser | © P P :
. problema. correctamente Lagrange o la ecuaciones de
capaz de aplicar o S
pero no las condicidn de Kuhn- | optimizacion,
elementos de . .
Lo aplica bien o Tucker, hallando
optimizacién de
: comete errores | encontrando correctamente
funciones escalares
. en el proceso. correctamente los los extremos
para resolucion de (e -
puntos criticos, solicitados o
problemas. .
pero no determina | comete errores
con precisién su poco
naturaleza. significativos
0 1-6 7-12 13-15




TEMA 2-A
Para el campo de fuerzas dado por f(x, y,z) = (e* cos(y),—e* sen(y),2):
a) Demuestre que fc F-d7 es independiente de la trayectoria.
b) Obteniendo la funcién potencial f ,calcule el trabajo realizado por F sobre
una particula ques e mueve a lo largo de una curva C desde le punto (O, g, 1)
hasta el punto (1, m, 3).

Solucién Al expresar el campo de fuerzas en la forma F(x, y, z) = Mi + Nj + Pk, se

tiene M = e*cosy, N = —e*sen yy P = 2, y se sigue que
aP IN
— =0=—
ady 9z
apP oM
— =0 =—
ax a9z
ON _ _ rgeny =M
o e*seny ay

Por tanto, F es conservativo. Si / es una funcién potencial de F, entonces

flx,y,z) = e*cosy
f_‘-(X, y,2) = —e*seny
filx, y,2) = 2.

Integrando con respecto a x, yy z por separado, se obtiene
fx,y,2) = J‘f_‘.(x, y,z)dx = f e*cosydx = e*cosy + g(y,2)
flx,y,2) = fﬂ(x y,z)dy = f —e*senydy = e*cosy + h(x, z)

flx,y.2) = fﬁ(x, y.2)dz = fz dz = 2z + kix, y).
Comparando estas tres versiones de f(x, y, z), se concluye que
flx,y,2) = e*cosy + 2z + K.

Asi, el trabajo realizado por F a lo largo de cualquier curva C desde (0, /2, 1) hasta
(1, m 3) es

W=fF-dr
C

= [e"' cosy + ZZ:I
(0, w/2, 1)

=(—e+6)—(0+2)

(1, 3)

=4 — e. I

Nota: el literal a) también puede ser realizado por medio del calculo del rotacional del
campo vectorial dado:

i j k
P 9 ?
Tro = a @ E

e*cosy —e*seny 2

=i(0—0)—j(0—0)+k(—e*seny + e*seny) =0



TEMA 2-B

Para el campo de fuerzas dado por f(x, y,2) = (y +yz,x+ 323 + xz,9yz> + xy —
1):

a) Demuestre que fc F-d7 es independiente de la trayectoria.

b) Obteniendo la funcion potencial f ,calcule el trabajo realizado por F sobre
una particula ques e mueve a lo largo de una curva C desde le punto (1,1,1)
hasta el punto (2,1,4).

a) Con las identificaciones
F(x,y,z) = (y + y2i + (x + 32° + xg)j + (9yz® + xy — Dk,
P=y+yz Q=x+32+2xz y R =97 +xy— 1,

vemos que las igualdades

aP 00 aP dR a0 2 R
—=l—+— =, — =y=—, '—=9"+ = —
ay 7 ax 0z Y ax y 0z e dy
O por medio del calculo del rotacional de F:
i j k
5 a a a
rotF = a @ E

y+yz x+3z°+xz 9yz*+xy—1

=i(922+1-922-1) —j(y—y)+k(l1+z—-1-2)=0
Se concluye que el campo es conservativo y por ende independiente de la trayectoria.

b)  Latrayectoria C que se muestra en la figura representa cualquier trayectoria con punto inicial
(1,1,1) y punto final (2,1,4). Para evaluar la integral encontramos una funcién potencial

¢(x,y,2) para F:

2,1,4)




En primer lugar sabemos que

ap ap b
8x_P’ 6)-'_Q y az

R.
Integrando la primera de estas tres ecuaciones con respecto a x se obtiene
¢ =xy + xyz + g(y, 2).
La derivada de esta dltima expresién con respecto a y debe ser entonces igual a Q:

d d
£=x+xz+—g=x+3z3+xz.
ay ady

Por consiguiente,
— =37 implica g = 3yz’ + h(2).

En consecuencia, ¢ = xy + xyz + 3yz + h(z).

La derivada parcial de esta dltima expresién con respecto a z debe ser ahora igual a la
funcién R:

o 2 2
oz =TT A H@ =%+ xy — L
De esto obtenemos h'(z) = —1y h(z) = —z + K. Descartando K, es posible escribir

¢é =xy+ xyz + 3yz3 - Z.

2,1, 4)
J (y +y2)dx + (x + 32 + x2)dy + (9yz> + xy — 1) dz
(

1.1, 1)

(2.1, 4)
= (xy + xyz + 3yz® — z)] = 198 — 4 = 194.
(1.1, 1)
Rubrica general:

Capacidades deseadas Desempefiio

Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente

No sabe Demuestra que | Determina Utiliza la funcidn

como el campo es correctamente la potencial o aplica
El estudiante debe ser plantear el conservativo o funcién potencial otro camino para
capaz de aplicar problema. demuestra que | pero comete resolver la
eltfmentospde campos laintegral es errores al aplicar el | integral, llegando
vectoriales a Ia P independiente teorema correctamente a
determinacion de dela fundamental u otro | la respuesta o
independencia de trayectoria, método de solucion | comete alguin
tra e?ctoria calculo de pero tiene para hallar el error poco
tra\k/)a'o Y problemas para | trabajo. significativo.

jo- obtener la
funcion
potencial.
0 1-6 7-12 13-15




TEMA 3-A
Una region R en el plano esta definida porlasrectas:x +y =6, x —y =2,y =0
a) Determine y bosqueje la region R’ en el plano que se produce al aplicar la

transformacionx =u+v,y =u —v.

Ixy)

I(uv)

c) Compare el resultado obtenido en b) con las relaciones de las areas entre Ry R'.
Qué puede concluir al respecto?

b) Calcule el Jacobiano de la transformacion

Solucién

La grafica siguiente muestra las regiones R y R*:

\'4
y ~ .
3 \ \\\ /”,
T 2 ’
R
r=u-+7v /\
1 :'“ Yy=u—v | 2 6 x
i 3 U

a) La regién R sombreada en la parte derecha de la figura es un tridngulo limitado por
las rectas dadas. Mediante la transformacién dada, la recta z + y = 6 se transforma
en (u+v) + (u —v) = 6, es decir la recta u = 3. Andlogamente, la recta x —y = 2 se
transforma en (u + v) — (v — v) = 2 o bien la recta v = 1. De la misma manera el eje
y = 0 se convierte en la recta u = v. La regién transformada R* es el tridngulo de la
izquierda en el plano UV'.

b) Calculando las derivadas parciales obtenemos directamente

9 oz Oz
(’ll», U) du dv

c) El édrea de la regién triangular R es 4, en tanto que la de la regién R* es 2. Luego
la relacién entre ambas es 4/2 = 2 que coincide con el valor absoluto del jacobiano.
Como el jacobiano es constante (lo que ocurre con las transformaciones lineales), las
areas de cualesquiera regiones R del plano XY son el doble de las areas de las regiones
correspondientes transformadas R* del plano UV.

Rubrica:
Capacidades o
Desempeiio
deseadas
Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe Bosqueja ambas regiones | Calcula Resueleve todo el
. cémo correctamente utilizando | correctamente el ejercicioy

El estudiante debe ser - . . .

capaz de aplicar el plantear el la transformacion jacobiano pedido, establece la
problema. solicitada, pero no calcula | pero noimterpreta | relacién entre el

proceso de cambio de
variables de integrales
dobles para poder
evaluarlas en otro
sistema de referencia.

correctamente el

correctamente lo

valor de las dreas y

Jacobiano. solicitado en c) el Jacobiano
obtenido
correctamente, o
comete algun error
no significativo.
0 1-8 9-16 17-20




TEMA 3-B

Una regién D* en el plano esta definida por D* = [0, 1]X[1, 2]

a) Determine y bosqueje la region D en el plano que se produce al aplicar la
transformacion x = u,y = v(1 + u).

0(xy)

b) Calcule el Jacobiano de la transformacion 2(uv)

c) Evalte la integral [[ xy dx dy

Solucién

Busquemos las imdgenes de los segmentos que forman la frontera de D*:

PEU QUi R GRS
0<u<l1 gzz<1 0<z<l1
sl,) = voaw L o= )
1<v <2 l<wv<2 2<y<4
v=2 } . ;:2(1+u) . y—2+2z}
0<u<l1 0<z<1 0<z<l1
=0

u= } = y=v - = }
1<v<?2  <v<?2 1<y<?2

Con esta informacién, la transformacién 7" corresponde a la ﬁg11§a siguiente:

v d

2
2( D
D* ;’
1
1 r=u
y =v(1+u) i S
1 u

b) Con la férmula del cambio de variables:
Como J (M) =1 0
U,

v 1+u
Lo 1 ) : 17
Iz/ du/ uv(1+u)2dv=/(u+2u2+u“)du‘/ vdvzg.
0 1

0 1

= 1+ u, entonces




Rubrica:

Capacidades deseadas

El estudiante debe ser
capaz de aplicar el
proceso de cambio de
variables de integrales
dobles para poder
evaluarlas en otro
sistema de referencia.

Desempeiio
Insuficiente En Desarrollo Desarrollado Excelente
No sabe Bosqueja ambas | Calcula Desarrolla
como regiones correctamente el ordenaday
plantear el correctamente Jacobiano correctamente el
problema utilizando la solicitado, pero ejercicio en todos

transformacién | comete errores en Sus pasos o
solicitada, pero | el calculo solicitado | comete errores
no calcula de la integral doble. | poco
correctamente significativos.
el Jacobiano.

0 0-8 9-16 17-20




TEMA 4-A

Considere la integral I = f f fm ‘/_ dz dy dx
a) Determine los limites de integracion para escribir I de la forma:

ZZ
szff % dydxdz
v A X2+ y?

b) Cambiando a un sistema de coordenadas cilindricas calcule el valor de la integral
del literal anterior.

SOLUCION
a) Observemos que la regidon de integracion de I esta dada por:

0<z<1l, 0<y<V1-—-22, Vz2?24+y?<2z<1

_ B 1
5 02 0.4 06 0.8

Se quiere expresar la integral I con el orden de integracién dy dx dz, para ello es
necesario proyectar el sélido sobre el plano XZ.

Como /x? + y? < z < 1, al proyectar en el plano XZ (Y = 0), observamos que:
0<z<1 vy 0<x=+vVx? <z pueselsdlido se encuentra en el primer octante.

Por otro lado, despejando y de la ecuacién z = \/x2 + y? se obtiene: y =Vz? —x?,

por lo tanto;
JET—% o
/ / / ° (ly drdz.
- y2

b) Usando coordenadas cilindricas:
x=rcos(d), y=rsen(d), z=z x?>+y?=r?

La integral sera

Y observando que'

I_fof fmdedydx
Tenemos, al proyectar en el plano XY, que: 0 <8 < g ,0<r<1,r<z<1.
Asi,

1 J1-x2 (1 7
I = fo fo f,—x2+y2 —W dzdydx



-,

(SIE

A

dzdr df = /
0

(ML

/ / “dzdrdf

Para poder resolver esta ultima integral debemos hacer un cambio de orden de

integracién de dzdrdO a dr dzd@0, esdecir cambiamos,

,0<z<1,0<5r<z; porlotanto

Hf

dzdrdezfzf fe
0 0 0

Rubrica:

0<r<i1,r<z<l1

. 2 (., s
Z" drdzdf = z e’ dzd@zz(e—l)

Capacidades
deseadas

Desempefio

El estudiante
sabe aplicar
cambios en el
orden de
integracion
para integrales
triplesy
ademas sabe
utilizar un
cambio de
coordenadas
adecuado para
resolver
dichas
integrales.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

No sabe como
identificar los limites
de cada variable para
realizar un cambio de
orden de integracion.

No sabe utilizar un
cambio de
coordenadas
adecuado para
resolver la integral

Identifica los limites
de cada variable de
la integral dada,
pero plantea mal
los nuevos limites
de integracion.
Define un cambio
de variables
adecuado, pero no
identifica bien la

Identifica los limites
de cada variable de la
integral daday
plantea los nuevos
limites de
integracién, pero
comete errores al
escribir la integral.
Utiliza correctamente
un cambio de

Identifica los limites de
cada variable y escribe
correctamente los
nuevos limites
planteando la integral
con el cambio de orden
de integracién
indicado.

Utiliza adecuadamente
un cambio de variables

triple. nueva regién de variables para la para la integral triple e
integracion. integral triple e identifica la region de
identifica la region de | integracion resolviendo
integracién, pero correctamente dicha
comete errores en el | integral.
calculo de la integral.
0 1-7 8-14 15




TEMA 4-B
Utilizando integrales triples y un sistema de coordenadas cilindricas determine el

volumen comprendido entre las superficies x> + y? +z=1y x>+ (y—-1)2—z=
0.

SOLUCION

Se trata de encontrar el volumen encerrado por los dos paraboloides

0.5

11

Observemos que el sélido, Q, estd acotado superiormente por z =1 — (x2 + y2) e
inferiormente por z = x2 + (y — 1)%
La interseccion de las dos superficies se obtiene de la siguiente manera:
1—-(x2+y))=z=x%2+(y—1)2
2
=2x*+y)-2y=0 = x24+y?—y=0 = x2+(y—%) =i
Al proyectar dicha interseccion sobre el plano XY se obtiene el circulo de centro

c (O, %) y radio % . Usando coordenadas cilindricas:

x=rcos(d), y=rsen(d), x*>+y?=r?

2 12 1 2 2 2
X +<y—§) =, = +y*—y=0 = r°*—rsen(0) =0 = r = sen(0)

Asi, 0<6<m 0<r<sen(d) vy
X+ -1)?<z<1-(x*+y%) = x*+y*-2y+1<z<1-(x*+y?)
=r2—2rsen(@)+1 < z <1-—1r?

n rsen(0) ,1-r?
VQ) = f f f rdzdrdf
0 Y0 r

2-2rsen(0)+1

Por lo tanto,

m ~sen(0)
=f f (1-7r2—=7r2+2rsen(@)—1) rdrdb
o Jo

. rsen(H) T 9 sen(9)
= f f (2rsen(8) —21r%) rdrdf = f [—r3sen(9) - —r4] de
o Jo o L3 2

0

= E (sen(0))* —%(sen(e))‘*] do =§ Jy sen*(6) do

- 2 _ 2
(sen“(Q) — [1 COZS (29)] _ 1-2cos(26)+cos*(26) _ i[l _ 2cos(20) + 1+cozs(49)] _

4

_iqm
_48f0

o |-

[3 — 4 cos(28) + cos(40)] )

—

T
3 — 4cos(20) + cos(40)] do = = [39 — 2sen(26) + 1sen(4¢9)] ==
48 4 o 16



Finalmente, V(Q) = % us.

RUBRICA:

Capacidades .
deseadas Desempefio

El estudiante
sabe plantear
el volumen de
un sélido a
través de
integrales
triples y usa
cambios de
variables
adecuado para
resolver dicha
integral.

Inicial

En desarrollo

Desarrollado

Excelente

El estudiante no
sabe identificar
el sélido para
plantear el
volumen usando
integrales triples
y por ende no
puede resolver
el problema.

El estudiante
identifica el solido al
realizar el grafico,
encuentra la
interseccion de las
superficies dadas,
pero comete errores
al proyectar dicha
interseccién y no
puede plantear
correctamente los
limites de la integral
impidiendo el célculo
del volumen.

El estudiante identifica el
sélido al realizar el
grafico, encuentra la
interseccién de las
superficies dadas,
proyecta correctamente
dicha interseccién e
identifica los limites de la
integral triple usando un
cambio de coordenadas
adecuado, pero comete
pequefios errores al
plantear la integral y no
logra resolverla.

El estudiante identifica
el solido al realizar el
grafico, encuentra la
interseccién de las
superficies realizando
la proyeccién
correctamente,
identifica los limites de
la integral triple
plantedndolay
resolviéndola con un
cambio de variable
adecuado para dar
solucién al problema.

1-7

8-14

15




TEMA 5-A
Determine el area de la superficie del Toro dado por:

r(u,v) = (2+ cosu) cosvi+ (2 +cosu) senvj+senuk
Donde el dominio D estadadopor 0 <u <2m,0<v <2m

Solucién Para empezar se calculanr, y r .

r, = —senu cosvi — senusenvj + cos uk

w

r, = —(2 + cosu)senvi + (2 + cos u) cos vj

v

El producto vectorial de estos dos vectores es

i j K
r,xr, = —senu cos v —senu senv cos u
—(2 + cosu)senv (2 + cosu) cosv (0]

= —(2 + cos u) (cos v cos ui + senv cos uj + senuk)

lo cual implica que

llr, < r |l = (2 + cos u)/(cos v cos u)?2 + (senv cos u)2 + senu
= (2 + cos u)~cosZu(cos? v + sen?v) + senu
= (2 + cos u)ScosZu + senZu
= 2 + cos u.

Por dltimo, el area de la superficie del toro es

2 27
A=ff”r,.><l‘..||dA=f f (2 + cos u) du dv
D. o o
29T
=f A dv
o

= 8.

TEMA 5-B
Determine el area de la superficie del cono dado por:

r(u,v) = (ucosv) i+ (usenv) j+uk
Donde el dominio D estadadopor 0 <u<1,0<v<2nm

Solucion:
La superficie es una porcién superior del cono mostrado en la figura:



Primero calculamos

ar . R
——=cosvi+ senvj +k
du

ar . .
—— = —usenvi + u cos vj
du

y después formamos el producto cruz
Jr _ or ! J k . .
S X Lo = cos v sen v 1| = —ucos vi — usenvj + uk.
du  dv
—usenv wucosv 0

La magnitud del vector en (12) es

ar . or

= Viulcos’v + usen’v + > = V2u.
ou dJv

De tal modo, de (11) el 4rea es

A(S) = J‘J

=\/§j

0

Jar ar
— x —
du dJv

2o (1
J u du dv
0

2w

= \/EL % 2];dv

dA =jj\/§ududv
R

2w

\6[ dv

A(S) =2 mu?



Rubrica:

El estudiante Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
debe estar en
la capacidad No re.zs.uelve el calculan, yn, Calculan, ym, Calculan, yn,
de resolver ejercicio o solo | calcula el producto calcula el producto calcula el
ejercicios de calculan, yn,. cruzentrern, yr,, cruzentren, yr,, producto cruz
sreas de Pero no calcula pero no calcula la calcula la norma del entrern, y1,
superficies. el producto cruz | norma del producto producto cruzy calcula la norma
entren, y 1, cruz, ni plantea las | plantea las integrales | del producto cruz,
no calcula la integrales del area del drea de la plantea las
norma del de la superficie. superficie, pero no integrales del
producto cruz, plantea areadela
ni plantea las correctamente las | superficie con sus
integrales del cotas de integracién. | respectivas cotas
areade la de integraciony
superficie. resuelve
correctamente el
ejercicio.
0-2 3-6 7-12 13-15
TEMA 6-A

Dada la regién Q limitada por la esfera x* + y? + z*
Gauss, determine la cantidad de flujo del campo vectorial F(x,y, z) = (2x3,2y3,22%)
dirigido hacia afuera a través de la esfera.

Solucién Por el teorema de la divergencia, se tiene

FIUJOdtrdVdeeS—J’fF NdS = fffleFdV

=J'fJ‘6(r+x + z2) dV

=6J’J-J' p*senddbde dp
0 Jo Jo

=6fj 2mp*send dddp
0JO

32
= 2411'( 5)

_ 7687
5

127rf 2p* dp
0

Coordenadas esféricas.

= 4. Aplicando el Teorema de




TEMA 6-B
Dada la regién Q limitada por el cilindro x* + y? = 4, el plano x + z = 6 y el plano
XY. Aplicando el Teorema de Gauss, determine la cantidad de flujo del campo

vectorial F(x,y,z) = (x? + sen z,xy + cos z, e”) dirigido hacia afuera a través del
cilindro.

Plano:
X+z=6
TS
o
X
Cilindro:
2+y=4

Solucién La evaluacién directa de esta integral de superficie seria dificil. Sin embargo,
por el teorema de la divergencia, se puede evaluar la integral como sigue.

ij-NdS=fffdideV
. [}
([0
o
([faea
[
2 2 6 —rcosf
=f ff (3r cos O)r dz drdb

27 2
= f f (1872 cos @ — 3r3 cos? 0) drdf
0 0

2w
= f (48 cos 6 — 12 cos? 0)dO
0

2
[48 senf — 6(0 + lsanO)]
2 0
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Rubrica:

El estudiante
debe estar en
la capacidad
de Conocery
aplicar el
Teorema de
Gauss

Inicial En desarrollo Desarrollado Excelente
Reconoce y Reconoce y plantea | Reconocey plantea Reconocey
plantea el el Teorema de el Teorema de plantea el
Teorema de Gauss, calcula Gauss, calcula Teorema de
Gauss, pero no correctamente la correctamente la Gauss, calcula
hace ningun divergencia del divergencia del correctamente la
calculo. campo, pero no campo vectorial, divergencia del
plantea plantea campo vectorial,
correctamente las correctamente las plantea
cotas de integracién | cotas de integracion, | correctamente las
de las integrales. pero se equivoca cotas de
integrando. integracion y llega
al resultado
correcto.
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