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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 1 

 
1. (10 PUNTOS) 

 
Se cobra 𝑪 𝒅ó𝒍𝒂𝒓𝒆𝒔 al facturar y enviar a domicilio 𝒙 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 de un producto. Si la 
cantidad no llega a 𝟐𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟖𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 sin recargo por el envío 
a domicilio. A partir de las 𝟑𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟏𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 más un recargo 
de $𝟏𝟓 por el envío a domicilio. La regla de correspondencia que define la función 𝑪 es: 
 

𝑪(𝒙) = { 
𝟏. 𝟖𝟎𝒙 , 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟐𝟎
𝒎𝒙+ 𝒃 , 𝟐𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟑𝟎

𝟏. 𝟏𝟎𝒙 + 𝟏𝟓 , 𝒙 ≥ 𝟑𝟎
 

 

Especifique lo que representan las constantes 𝒎 y 𝒃 en el segundo tramo de la función 
𝑪, y, con base en la definición de continuidad en un punto, calcule sus valores (con sus 
respectivas unidades) para los que 𝑪 siempre sea continua. 
 
Solución: 
 
La constante 𝑚 representa el cobro en 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 por cada 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎 facturada de producto 
que pertenece al intervalo [20, 30) y la constante 𝑏 representa un recargo por el envío 
del producto a domicilio. 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 20 debe cumplirse que: 

lim
𝑥 → 20+

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 20−

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 20+

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 20−

(1.80𝑥) 

20𝑚 + 𝑏 = 36 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 30 debe cumplirse que: 

lim
𝑥 → 30−

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 30+

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 30−

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 30+

(1.10𝑥 + 15) 

30𝑚 + 𝑏 = 48 
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Se debe resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas: 
 

{ 
20𝑚 + 𝑏 = 36
30𝑚 + 𝑏 = 48

 

 
Al multiplicar la primera ecuación por (−1) y sumarla a la segunda ecuación se obtiene: 
 

30𝑚 − 20𝑚 = 48 − 36     →      10𝑚 = 12     →      𝑚 = 1.20 
 
Se podría reemplazar este valor en la primera ecuación y obtener: 
 

𝑏 = 36 − 20𝑚 = 36 − 20(1.20) = 36 − 24 = 12 
 
Por lo tanto, para que la función 𝐶 sea siempre continua, debe cumplirse que: 
 

(𝑚 = 1.20 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎⁄ ) ∧ (𝑏 = 12 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠)  

 
2. (10 PUNTOS) 

 
Se cobra 𝑪 𝒅ó𝒍𝒂𝒓𝒆𝒔 al facturar y enviar a domicilio 𝒙 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 de un producto. Si la 
cantidad no llega a 𝟐𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟕𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 sin recargo por el envío 
a domicilio. A partir de las 𝟑𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟏𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 más un recargo 
de $𝟏𝟓 por el envío a domicilio. La regla de correspondencia que define la función 𝑪 es: 
 

𝑪(𝒙) = { 
𝟏. 𝟕𝟎𝒙 , 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟐𝟎
𝒎𝒙+ 𝒃 , 𝟐𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟑𝟎

𝟏. 𝟏𝟎𝒙 + 𝟏𝟓 , 𝒙 ≥ 𝟑𝟎
 

 

Especifique lo que representan las constantes 𝒎 y 𝒃 en el segundo tramo de la función 
𝑪, y, con base en la definición de continuidad en un punto, calcule sus valores (con sus 
respectivas unidades) para los que 𝑪 siempre sea continua. 
 
Solución: 
 
La constante 𝑚 representa el cobro en 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 por cada 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎 facturada de producto 
que pertenece al intervalo [20, 30) y la constante 𝑏 representa el recargo por el envío del 
producto a domicilio. 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 20 debe cumplirse que: 
 

lim
𝑥 → 20+

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 20−

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 20+

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 20−

(1.70𝑥) 

20𝑚 + 𝑏 = 34 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 30 debe cumplirse que: 
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lim
𝑥 → 30−

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 30+

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 30−

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 30+

(1.10𝑥 + 15) 

30𝑚 + 𝑏 = 48 
 
Se debe resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas: 
 

{ 
20𝑚 + 𝑏 = 34
30𝑚 + 𝑏 = 48

 

 
Al multiplicar la primera ecuación por (−1) y sumarla a la segunda ecuación se obtiene: 
 

30𝑚 − 20𝑚 = 48 − 34     →      10𝑚 = 14     →      𝑚 = 1.40 
 
Se podría reemplazar este valor en la primera ecuación y obtener: 
 

𝑏 = 34 − 20𝑚 = 34 − 20(1.40) = 34 − 28 = 6 
 
Por lo tanto, para que la función 𝐶 sea siempre continua, debe cumplirse que: 
 

(𝑚 = 1.40 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎⁄ ) ∧ (𝑏 = 6 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠)  

 
3. (10 PUNTOS) 

 
Se cobra 𝑪 𝒅ó𝒍𝒂𝒓𝒆𝒔 al facturar y enviar a domicilio 𝒙 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 de un producto. Si la 
cantidad no llega a 𝟑𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟐. 𝟏𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 sin recargo por el envío 
a domicilio. A partir de las 𝟒𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟑𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 más un recargo 
de $𝟐𝟓 por el envío a domicilio. La regla de correspondencia que define la función 𝑪 es: 
 

𝑪(𝒙) = { 
𝟐. 𝟏𝟎𝒙 , 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟑𝟎
𝒎𝒙+ 𝒃 , 𝟑𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟒𝟎

𝟏. 𝟑𝟎𝒙 + 𝟐𝟓 , 𝒙 ≥ 𝟒𝟎
 

 

Especifique lo que representan las constantes 𝒎 y 𝒃 en el segundo tramo de la función 
𝑪, y, con base en la definición de continuidad en un punto, calcule sus valores (con sus 
respectivas unidades) para los que 𝑪 siempre sea continua. 
 
Solución: 
 
La constante 𝑚 representa el cobro en 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 por cada 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎 facturada de producto 
que pertenece al intervalo [30, 40) y la constante 𝑏 representa el recargo por el envío del 
producto a domicilio. 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 30 debe cumplirse que: 
 

lim
𝑥 → 30+

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 30−

𝐶(𝑥) 
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lim
𝑥 → 30+

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 30−

(2.10𝑥) 

30𝑚 + 𝑏 = 63 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 40 debe cumplirse que: 
 

lim
𝑥 → 40−

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 40+

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 40−

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 40+

(1.30𝑥 + 25) 

40𝑚 + 𝑏 = 77 
 
Se debe resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas: 
 

{ 
30𝑚 + 𝑏 = 63
40𝑚 + 𝑏 = 77

 

 
Al multiplicar la primera ecuación por (−1) y sumarla a la segunda ecuación se obtiene: 
 

40𝑚 − 30𝑚 = 77 − 63     →      10𝑚 = 14     →      𝑚 = 1.40 
 
Se podría reemplazar este valor en la primera ecuación y obtener: 
 

𝑏 = 63 − 30𝑚 = 63 − 30(1.40) = 63 − 42 = 21 
 
Por lo tanto, para que la función 𝐶 sea siempre continua, debe cumplirse que: 
 

(𝑚 = 1.40 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎⁄ ) ∧ (𝑏 = 21 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠)  

 
4. (10 PUNTOS) 

 
Se cobra 𝑪 𝒅ó𝒍𝒂𝒓𝒆𝒔 al facturar y enviar a domicilio 𝒙 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 de un producto. Si la 
cantidad no llega a 𝟑𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟗𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 sin recargo por el envío 
a domicilio. A partir de las 𝟒𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟎𝟓 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 más un recargo 
de $𝟑𝟎 por el envío a domicilio. La regla de correspondencia que define la función 𝑪 es: 
 

𝑪(𝒙) = { 
𝟏. 𝟗𝟎𝒙 , 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟑𝟎
𝒎𝒙+ 𝒃 , 𝟑𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟒𝟎

𝟏. 𝟎𝟓𝒙 + 𝟑𝟎 , 𝒙 ≥ 𝟒𝟎
 

 

Especifique lo que representan las constantes 𝒎 y 𝒃 en el segundo tramo de la función 
𝑪, y, con base en la definición de continuidad en un punto, calcule sus valores (con sus 
respectivas unidades) para los que 𝑪 siempre sea continua. 
 
Solución: 
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La constante 𝑚 representa el cobro en 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 por cada 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎 facturada de producto 
que pertenece al intervalo [30, 40) y la constante 𝑏 representa el recargo por el envío del 
producto a domicilio. 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 30 debe cumplirse que: 
 

lim
𝑥 → 30+

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 30−

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 30+

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 30−

(1.90𝑥) 

30𝑚 + 𝑏 = 57 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 40 debe cumplirse que: 
 

lim
𝑥 → 40−

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 40+

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 40−

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 40+

(1.05𝑥 + 30) 

40𝑚 + 𝑏 = 72 
 
Se debe resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas: 
 

{ 
30𝑚 + 𝑏 = 57
40𝑚 + 𝑏 = 72

 

 
Al multiplicar la primera ecuación por (−1) y sumarla a la segunda ecuación se obtiene: 
 

40𝑚 − 30𝑚 = 72 − 57     →      10𝑚 = 15     →      𝑚 = 1.50 
 
Se podría reemplazar este valor en la primera ecuación y obtener: 
 

𝑏 = 57 − 30𝑚 = 57 − 30(1.50) = 57 − 45 = 12 
 
Por lo tanto, para que la función 𝐶 sea siempre continua, debe cumplirse que: 
 

(𝑚 = 1.50 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎⁄ ) ∧ (𝑏 = 12 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠)  

 
5. (10 PUNTOS) 

 
Se cobra 𝑪 𝒅ó𝒍𝒂𝒓𝒆𝒔 al facturar y enviar a domicilio 𝒙 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 de un producto. Si la 
cantidad no llega a 𝟐𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟐. 𝟐𝟎 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 sin recargo por el envío 
a domicilio. A partir de las 𝟒𝟎 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔, se cobra $𝟏. 𝟎𝟓 por cada 𝒍𝒊𝒃𝒓𝒂 más un recargo 
de $𝟑𝟒 por el envío a domicilio. La regla de correspondencia que define la función 𝑪 es: 
 

𝑪(𝒙) = { 
𝟐. 𝟐𝟎𝒙 , 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟐𝟎
𝒎𝒙+ 𝒃 , 𝟐𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟒𝟎

𝟏. 𝟎𝟓𝒙 + 𝟑𝟒 , 𝒙 ≥ 𝟒𝟎
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Especifique lo que representan las constantes 𝒎 y 𝒃 en el segundo tramo de la función 
𝑪, y, con base en la definición de continuidad en un punto, calcule sus valores (con sus 
respectivas unidades) para los que 𝑪 siempre sea continua. 
 
Solución: 
 
La constante 𝑚 representa el cobro en 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 por cada 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎 facturada de producto 
que pertenece al intervalo [20, 40) y la constante 𝑏 representa el recargo por el envío del 
producto a domicilio. 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 20 debe cumplirse que: 
 

lim
𝑥 → 20+

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 20−

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 20+

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 20−

(2.20𝑥) 

20𝑚 + 𝑏 = 44 
 
Para que la función 𝐶 sea continua en 𝑥 = 40 debe cumplirse que: 
 

lim
𝑥 → 40−

𝐶(𝑥) = lim
𝑥 → 40+

𝐶(𝑥) 

lim
𝑥 → 40−

(𝑚𝑥 + 𝑏) = lim
𝑥 → 40+

(1.05𝑥 + 34) 

40𝑚 + 𝑏 = 76 
 
Se debe resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas: 
 

{ 
20𝑚 + 𝑏 = 44
40𝑚 + 𝑏 = 76

 

 
Al multiplicar la primera ecuación por (−1) y sumarla a la segunda ecuación se obtiene: 
 

40𝑚 − 20𝑚 = 76 − 44     →      20𝑚 = 32     →      𝑚 = 1.60 
 
Se podría reemplazar este valor en la primera ecuación y obtener: 
 

𝑏 = 44 − 20𝑚 = 44 − 20(1.60) = 44 − 32 = 12 
 
Por lo tanto, para que la función 𝐶 sea siempre continua, debe cumplirse que: 
 

(𝑚 = 1.60 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎⁄ ) ∧ (𝑏 = 12 𝑑ó𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠)  
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 2 

 
6. (14 PUNTOS) 

 
Dada la función de variable real biyectiva: 
 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟐   ;    𝒙 ≤ −
𝟓

𝟐
 

 
Determine la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a su función 
inversa 𝒇−𝟏 en el punto cuya abscisa es −𝟐. 
 
Solución: 
 
Si 𝑃1 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓 y 𝑃2 (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑓

−1, entonces se cumple que: 

 
𝑎 = 𝑓−1(𝑏) 
𝑎 = 𝑓−1(−2) 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑓−1(−2)) 
𝑓(𝑎) = −2 

 
Luego, se determina el valor de 𝑎: 
 

𝑎2 + 5𝑎 + 2 = −2 
𝑎2 + 5𝑎 + 4 = 0 
(𝑎 + 1)(𝑎 + 4) = 0 

(𝑎 + 1 = 0) ∨ (𝑎 + 4 = 0) 
(𝑎 = −1) ∨ (𝑎 = −4) 

 
Tomando en cuenta el dominio para la función 𝑓, se concluye que: 
 

𝑃2 (−2,−4) ∈ 𝑓
−1 

 
Se calcula la pendiente de la recta tangente 𝑚𝑇, con base en el TEOREMA DE LA DERIVADA DE 

LAS FUNCIONES INVERSAS, obteniendo previamente la expresión de la derivada de la función 
𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + 5. 
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𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(𝑏) =

1

𝑓′(𝑎)
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(−2) =

1

𝑓′(−4)
 

𝑚𝑇 =
1

2(−4) + 5
= −

1

3
 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE a 𝑓−1 en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑇(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 + 4 = −
1

3
(𝑥 + 2)  

 
Se calcula la pendiente de la recta normal 𝑚𝑁 , considerando la perpendicularidad de 
ambas rectas: 
 

𝑚𝑁 = −
1

𝑚𝑇
= −

1

−
1
3

= 3 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA NORMAL a 𝑓−1  en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑁(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 + 4 = 3(𝑥 + 2)  

 
7. (14 PUNTOS) 

 
Dada la función de variable real biyectiva: 
 

𝒇(𝒙) = −𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟐   ;    𝒙 ≤ −
𝟑

𝟐
 

 
Determine la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a su función 
inversa 𝒇−𝟏 en el punto cuya abscisa es −𝟐. 
 
Solución: 
 
Si 𝑃1 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓 y 𝑃2 (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑓

−1, entonces se cumple que: 

 
𝑎 = 𝑓−1(𝑏) 
𝑎 = 𝑓−1(−2) 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑓−1(−2)) 
𝑓(𝑎) = −2 
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Luego, se determina el valor de 𝑎: 
 

−𝑎2 − 3𝑎 − 2 = −2 
𝑎2 + 3𝑎 = 0 
𝑎(𝑎 + 3) = 0 

(𝑎 = 0) ∨ (𝑎 + 3 = 0) 
(𝑎 = 0) ∨ (𝑎 = −3) 

 
Tomando en cuenta el dominio para la función 𝑓, se concluye que: 
 

𝑃2 (−2,−3) ∈ 𝑓
−1 

 
Se calcula la pendiente de la recta tangente 𝑚𝑇, con base en el TEOREMA DE LA DERIVADA DE 

LAS FUNCIONES INVERSAS, obteniendo previamente la expresión de la derivada de la función 
𝑓′(𝑥) = −2𝑥 − 3. 
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(𝑏) =

1

𝑓′(𝑎)
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(−2) =

1

𝑓′(−3)
 

𝑚𝑇 =
1

−2(−3) − 3
=
1

3
 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE a 𝑓−1 en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑇(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 + 3 =
1

3
(𝑥 + 2)  

 
Se calcula la pendiente de la recta normal 𝑚𝑁 , considerando la perpendicularidad de 
ambas rectas: 
 

𝑚𝑁 = −
1

𝑚𝑇
= −

1

1
3

= −3 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA NORMAL a 𝑓−1  en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑁(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 + 3 = −3(𝑥 + 2)  
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8. (14 PUNTOS) 
 
Dada la función de variable real biyectiva: 
 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟑   ;    𝒙 ≤ −
𝟏

𝟐
 

 
Determine la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a su función 
inversa 𝒇−𝟏 en el punto cuya abscisa es −𝟏. 
 
Solución: 
 
Si 𝑃1 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓 y 𝑃2 (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑓

−1, entonces se cumple que: 

 
𝑎 = 𝑓−1(𝑏) 
𝑎 = 𝑓−1(−1) 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑓−1(−1)) 
𝑓(𝑎) = −1 

 
Luego, se determina el valor de 𝑎: 
 

𝑎2 + 𝑎 − 3 = −1 
𝑎2 + 𝑎 − 2 = 0 

(𝑎 + 2)(𝑎 − 1) = 0 
(𝑎 + 2 = 0) ∨ (𝑎 − 1 = 0) 
(𝑎 = −2) ∨ (𝑎 = 1) 

 
Tomando en cuenta el dominio para la función 𝑓, se concluye que: 
 

𝑃2 (−1,−2) ∈ 𝑓
−1 

 
Se calcula la pendiente de la recta tangente 𝑚𝑇, con base en el TEOREMA DE LA DERIVADA DE 

LAS FUNCIONES INVERSAS, obteniendo previamente la expresión de la derivada de la función 
𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + 1. 
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(𝑏) =

1

𝑓′(𝑎)
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(−1) =

1

𝑓′(−2)
 

𝑚𝑇 =
1

2(−2) + 1
= −

1

3
 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE a 𝑓−1 en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑇(𝑥 − 𝑏) 
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𝑦 + 2 = −
1

3
(𝑥 + 1)  

 
Se calcula la pendiente de la recta normal 𝑚𝑁 , considerando la perpendicularidad de 
ambas rectas: 
 

𝑚𝑁 = −
1

𝑚𝑇
= −

1

−
1
3

= 3 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA NORMAL a 𝑓−1  en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑁(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 + 2 = 3(𝑥 + 1)  

 
9. (14 PUNTOS) 

 
Dada la función de variable real biyectiva: 
 

𝒇(𝒙) = −𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟓   ;    𝒙 ≤ −𝟐 
 
Determine la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a su función 
inversa 𝒇−𝟏 en el punto cuya abscisa es −𝟓. 
 
Solución: 
 
Si 𝑃1 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓 y 𝑃2 (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑓

−1, entonces se cumple que: 

 
𝑎 = 𝑓−1(𝑏) 
𝑎 = 𝑓−1(−5) 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑓−1(−5)) 
𝑓(𝑎) = −5 

 
Luego, se determina el valor de 𝑎: 
 

−𝑎2 − 4𝑎 − 5 = −5 
𝑎2 + 4𝑎 = 0 
𝑎(𝑎 + 4) = 0 

(𝑎 = 0) ∨ (𝑎 + 4 = 0) 
(𝑎 = 0) ∨ (𝑎 = −4) 

 
Tomando en cuenta el dominio para la función 𝑓, se concluye que: 
 

𝑃2 (−5,−4) ∈ 𝑓
−1 
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Se calcula la pendiente de la recta tangente 𝑚𝑇, con base en el TEOREMA DE LA DERIVADA DE 

LAS FUNCIONES INVERSAS, obteniendo previamente la expresión de la derivada de la función 
𝑓′(𝑥) = −2𝑥 − 4. 
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(𝑏) =

1

𝑓′(𝑎)
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(−5) =

1

𝑓′(−4)
 

𝑚𝑇 =
1

−2(−4) − 4
=
1

4
 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE a 𝑓−1 en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑇(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 + 4 =
1

4
(𝑥 + 5)  

 
Se calcula la pendiente de la recta normal 𝑚𝑁 , considerando la perpendicularidad de 
ambas rectas: 
 

𝑚𝑁 = −
1

𝑚𝑇
= −

1

1
4

= −4 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA NORMAL a 𝑓−1  en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑁(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 + 4 = −4(𝑥 + 5)  

 
10. (14 PUNTOS) 

 
Dada la función de variable real biyectiva: 
 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟕𝒙 + 𝟑   ;    𝒙 ≤
𝟕

𝟐
 

 
Determine la ecuación de la recta tangente y la ecuación de la recta normal a su función 
inversa 𝒇−𝟏 en el punto cuya abscisa es −𝟑. 
 
Solución: 
 
Si 𝑃1 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓 y 𝑃2 (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑓

−1, entonces se cumple que: 

 
𝑎 = 𝑓−1(𝑏) 
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𝑎 = 𝑓−1(−3) 
𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑓−1(−3)) 

𝑓(𝑎) = −3 
 
Luego, se determina el valor de 𝑎: 
 

𝑎2 − 7𝑎 + 3 = −3 
𝑎2 − 7𝑎 + 6 = 0 
(𝑎 − 1)(𝑎 − 6) = 0 

(𝑎 − 1 = 0) ∨ (𝑎 − 6 = 0) 
(𝑎 = 1) ∨ (𝑎 = 6) 

 
Tomando en cuenta el dominio para la función 𝑓, se concluye que: 
 

𝑃2 (−3,1) ∈ 𝑓
−1 

 
Se calcula la pendiente de la recta tangente 𝑚𝑇, con base en el TEOREMA DE LA DERIVADA DE 

LAS FUNCIONES INVERSAS, obteniendo previamente la expresión de la derivada de la función 
𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 7. 
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(𝑏) =

1

𝑓′(𝑎)
 

𝑚𝑇 = (𝑓
−1)′(−3) =

1

𝑓′(1)
 

𝑚𝑇 =
1

2(1) − 7
= −

1

5
 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA TANGENTE a 𝑓−1 en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑇(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 − 1 = −
1

5
(𝑥 + 3)  

 
Se calcula la pendiente de la recta normal 𝑚𝑁 , considerando la perpendicularidad de 
ambas rectas: 
 

𝑚𝑁 = −
1

𝑚𝑇
= −

1

−
1
5

= 5 

 
La ECUACIÓN DE LA RECTA NORMAL a 𝑓−1  en 𝑃2 es: 
 

𝑦 − 𝑎 = 𝑚𝑁(𝑥 − 𝑏) 
 

𝑦 − 1 = 5(𝑥 + 3)  
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 3 

 
11. (16 PUNTOS) 

 
Dada la gráfica de la función derivada 𝒇′: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considere que la función 𝒇: ℝ ↦ ℝ es continua en todo su dominio y cumple con las 
siguientes condiciones: 
(a) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝜹 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇  [𝟎 < −𝒙 < 𝜹 ⇒  |𝒇(𝒙) − 𝟏| < 𝜺] 

(b) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝑵 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 [𝒙 > 𝑵 ⇒  |𝒇(𝒙) −
𝟑

𝟐
| < 𝜺] 

(c) ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟏] , la gráfica de 𝒇 tiene un comportamiento lineal tal que ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟏

𝟎
= 𝟐. 

(d) ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 , 𝒇(−𝒙) = 𝒇(𝒙) 
 
Bosqueje en el plano cartesiano la gráfica de la función 𝒇 que cumpla con lo 
especificado. 
 
Solución: 
 
Según la gráfica dada de 𝑓′: 
 

∀𝑥 ∈ (−∞,−1) ∪ [0, 1] , 𝑓′(𝑥) > 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 
∀𝑥 ∈ [−1, 0) ∪ (1,+∞) , 𝑓′(𝑥) < 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 
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Según las condiciones dadas: 
(a) lim

𝑥 → 0−
𝑓(𝑥) = 1 = 𝑓(0)      ⇔      𝑃(0, 1) ∈ 𝑓, dado que 𝑓 es continua. 

(b) lim
𝑥 → +∞

𝑓(𝑥) =
3

2
     ⇔      𝑦 =

3

2
 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙. 

(c) El tramo lineal debe tener la forma 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏, pero se conoce que 𝑓(0) = 1, lo cual 
nos permite concluir que 𝑦 = 𝑚𝑥 + 1. Adicionalmente: 

∫ (𝑚𝑥 + 1)𝑑𝑥
1

0

= 2     →      (
𝑚

2
𝑥2 + 𝑥)|

0

1

=
𝑚

2
+ 1 = 2     →      𝑚 = 2 

Por lo que, este tramo tiene por regla de correspondencia 𝑦 = 2𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ [0, 1]. 
(d) 𝑓 es par, por lo tanto, su gráfica es simétrica respecto al eje 𝑋. 
 
Se bosqueja la gráfica de 𝑓:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

𝑃 
𝐴.𝐻. : 𝑦 =

3

2
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12. (16 PUNTOS) 
 
Dada la gráfica de la función derivada 𝒇′:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considere que la función 𝒇: ℝ ↦ ℝ es continua en todo su dominio y cumple con las 
siguientes condiciones: 
(a) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝜹 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇  [𝟎 < −𝒙 < 𝜹 ⇒  |𝒇(𝒙) − 𝟐| < 𝜺] 

(b) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝑵 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 [𝒙 > 𝑵 ⇒  |𝒇(𝒙) −
𝟓

𝟐
| < 𝜺] 

(c) ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐] , la gráfica de 𝒇 tiene un comportamiento lineal tal que ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟐

𝟎
= 𝟑. 

(d) ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 , 𝒇(−𝒙) = 𝒇(𝒙) 
 
Bosqueje en el plano cartesiano la gráfica de la función 𝒇 que cumpla con lo 
especificado. 
 
Solución: 
 
Según la gráfica dada de 𝑓′: 
 

∀𝑥 ∈ [−2, 0) ∪ (2,+∞) , 𝑓′(𝑥) > 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 
∀𝑥 ∈ (−∞,−2) ∪ [0, 2] , 𝑓′(𝑥) < 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 

 
Según las condiciones dadas: 
 
(a) lim

𝑥 → 0−
𝑓(𝑥) = 2 = 𝑓(0)      ⇔      𝑃(0, 2) ∈ 𝑓, dado que 𝑓 es continua. 

(b) lim
𝑥 → +∞

𝑓(𝑥) =
5

2
     ⇔      𝑦 =

5

2
 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙. 

(c) El tramo lineal debe tener la forma 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏, pero se conoce que 𝑓(0) = 2, lo cual 
nos permite concluir que 𝑦 = 𝑚𝑥 + 2. Adicionalmente: 

∫ (𝑚𝑥 + 2)𝑑𝑥
2

0

= 3     →      (
𝑚

2
𝑥2 + 2𝑥)|

0

2

= 2𝑚 + 4 = 3     →      𝑚 = −
1

2
 

Por lo que, este tramo tiene por regla de correspondencia 𝑦 = −
1

2
𝑥 + 2 , 𝑥 ∈ [0, 2]. 

(d) 𝑓 es par, por lo tanto, su gráfica es simétrica respecto al eje 𝑋. 
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Se bosqueja la gráfica de 𝑓: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

  

𝐴.𝐻. : 𝑦 =
5

2
 

𝑃 
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13. (16 PUNTOS) 
 
Dada la gráfica de la función derivada 𝒇′:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considere que la función 𝒇: ℝ ↦ ℝ es continua en ℝ − {𝟎} y cumple con las siguientes 
condiciones: 
(a) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝜹 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇  [𝟎 < 𝒙 < 𝜹 ⇒  |𝒇(𝒙) − 𝟏| < 𝜺] 

(b) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝑵 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 [𝒙 < −𝑵 ⇒  |𝒇(𝒙) +
𝟏

𝟐
| < 𝜺] 

(c) ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟐] , la gráfica de 𝒇 tiene un comportamiento lineal tal que ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟐

𝟎
= 𝟑. 

(d) ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 , 𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙) 
 
Bosqueje en el plano cartesiano la gráfica de la función 𝒇 que cumpla con lo 
especificado. 
 
Solución: 
 
Según la gráfica dada de 𝑓′: 
 

∀𝑥 ∈ [−2, 0) ∪ (0, 2]  , 𝑓′(𝑥) > 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 
∀𝑥 ∈ (−∞,−2) ∪ (2,+∞) , 𝑓′(𝑥) < 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 

 
Según las condiciones dadas: 
 
(a) lim

𝑥 → 0+
𝑓(𝑥) = 1 

(b) lim
𝑥 → −∞

𝑓(𝑥) = −
1

2
     ⇔      𝑦 = −

1

2
 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙. 

(c) El tramo lineal debe tener la forma 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏, pero se conoce que lim
𝑥 → 0+

𝑓(𝑥) = 1, 

lo cual nos permite concluir que 𝑦 = 𝑚𝑥 + 1. Adicionalmente: 

∫ (𝑚𝑥 + 1)𝑑𝑥
2

0

= 3     →      (
𝑚

2
𝑥2 + 𝑥)|

0

2

= 2𝑚 + 2 = 3     →      𝑚 =
1

2
 

Por lo que, este tramo tiene por regla de correspondencia 𝑦 =
1

2
𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ [0, 2]. 

(d) 𝑓 es impar, por lo tanto, su gráfica es simétrica respecto al origen de coordenadas. 
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Se bosqueja la gráfica de 𝑓: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

𝐴.𝐻. : 𝑦 =
1

2
 

𝐴.𝐻. : 𝑦 = −
1

2
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14. (16 PUNTOS) 
 
Dada la gráfica de la función derivada 𝒇′:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considere que la función 𝒇: ℝ ↦ ℝ es continua en ℝ − {𝟎} y cumple con las siguientes 
condiciones: 
(a) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝜹 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇  [𝟎 < −𝒙 < 𝜹 ⇒  |𝒇(𝒙) − 𝟏| < 𝜺] 

(b) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝑵 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 [𝒙 < −𝑵 ⇒  |𝒇(𝒙) −
𝟑

𝟐
| < 𝜺] 

(c) ∀𝒙 ∈ [𝟎, 𝟏] , la gráfica de 𝒇 tiene un comportamiento lineal tal que ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟎

−𝟏
= 𝟐. 

(d) ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 , 𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙) 
 
Bosqueje en el plano cartesiano la gráfica de la función 𝒇 que cumpla con lo 
especificado. 
 
Solución: 
 
Según la gráfica dada de 𝑓′: 
 

∀𝑥 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) , 𝑓′(𝑥) > 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 
∀𝑥 ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]  , 𝑓′(𝑥) < 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 

 
Según las condiciones dadas: 
 
(a) lim

𝑥 → 0−
𝑓(𝑥) = 1 

(b) lim
𝑥 → −∞

𝑓(𝑥) =
3

2
     ⇔      𝑦 =

3

2
 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙. 

(c) El tramo lineal debe tener la forma 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏, pero se conoce que lim
𝑥 → 0−

𝑓(𝑥) = 1, 

lo cual nos permite concluir que 𝑦 = 𝑚𝑥 + 1. Adicionalmente: 

∫ (𝑚𝑥 + 1)𝑑𝑥
0

−1

= 2     →      (
𝑚

2
𝑥2 + 𝑥)|

−1

0

= −
𝑚

2
+ 1 = 2     →      𝑚 = −2 

Por lo que, este tramo tiene por regla de correspondencia 𝑦 = −2𝑥 + 1 , 𝑥 ∈
[−1, 0). 
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(d) 𝑓 es impar, por lo tanto, su gráfica es simétrica respecto al origen de coordenadas. 
 
Se bosqueja la gráfica de 𝑓: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

𝐴.𝐻. : 𝑦 =
3

2
 

𝐴.𝐻. : 𝑦 = −
3

2
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15. (16 PUNTOS) 
 
Dada la gráfica de la función derivada 𝒇′:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Considere que la función 𝒇: ℝ ↦ ℝ es continua en ℝ − {𝟎} y cumple con las siguientes 
condiciones: 
(a) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝜹 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇  [𝟎 < −𝒙 < 𝜹 ⇒  |𝒇(𝒙) − 𝟑| < 𝜺] 

(b) ∀𝜺 > 𝟎  ∃𝑵 > 𝟎  ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 [𝒙 < −𝑵 ⇒  |𝒇(𝒙) −
3

2
| < 𝜺] 

(c) ∀𝒙 ∈ [−𝟏, 𝟎] , la gráfica de 𝒇 tiene un comportamiento lineal tal que ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝟎

−𝟏
= 𝟐. 

(d) ∀𝒙 ∈ 𝒅𝒐𝒎 𝒇 , 𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙) 
 
Bosqueje en el plano cartesiano la gráfica de la función 𝒇 que cumpla con lo 
especificado. 
 
Solución: 
 
Según la gráfica dada de 𝑓′: 
 

∀𝑥 ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]  , 𝑓′(𝑥) > 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 
∀𝑥 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞) , 𝑓′(𝑥) < 0     →      𝑓 𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 

 
Según las condiciones dadas: 
 
(a) lim

𝑥 → 0−
𝑓(𝑥) = 3 

(b) lim
𝑥 → −∞

𝑓(𝑥) =
3

2
     ⇔      𝑦 =

3

2
 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙. 

(c) El tramo lineal debe tener la forma 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏, pero se conoce que 𝑓(0) = 3, lo cual 
nos permite concluir que 𝑦 = 𝑚𝑥 + 2. Adicionalmente: 

∫ (𝑚𝑥 + 3)𝑑𝑥
0

−1

= 2     →      (
𝑚

2
𝑥2 + 3𝑥)|

−1

0

= −
𝑚

2
+ 3 = 2     →      𝑚 = 2 

Por lo que, este tramo tiene por regla de correspondencia 𝑦 = 2𝑥 + 3 , 𝑥 ∈ [−1, 0). 
(d) 𝑓 es impar, por lo tanto, su gráfica es simétrica respecto al origen de coordenadas. 
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Se bosqueja la gráfica de 𝑓: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

𝐴.𝐻. : 𝑦 =
3

2
 

𝐴.𝐻. : 𝑦 = −
3

2
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 4 

 
16. (16 PUNTOS) 

 
De ser posible, calcule: 
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙 → 𝟎

∫ (𝒆𝒕
𝟐
− 𝟏)𝒅𝒕

𝒙

𝟎

𝒔𝒆𝒏(𝒙) − 𝒙
 

 
Solución: 
 
Observe que: 
 

( lim
𝑥 → 0

∫ (𝑒𝑡
2
− 1)𝑑𝑡

𝑥

0

= ∫ (𝑒𝑡
2
− 1)𝑑𝑡

0

0

= 0)  ∧   ( lim
𝑥 → 0

[𝑠𝑒𝑛(𝑥) − 𝑥] = 0) 

 

Por lo que, se tiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 0

∫ (𝑒𝑡
2
− 1)𝑑𝑡

𝑥

0

𝑠𝑒𝑛(𝑥) − 𝑥
= lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[∫ (𝑒𝑡

2
− 1)𝑑𝑡

𝑥

0
]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑠𝑒𝑛(𝑥) − 𝑥]

= lim
𝑥 → 0

 
𝑒𝑥

2
− 1

𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 1
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por segunda vez el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 0

 
𝑒𝑥

2
− 1

𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 1
= lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[𝑒𝑥

2
− 1]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 1]

 

 

= lim
𝑥 → 0

𝑒𝑥
2
∙ (2𝑥) − 0

−𝑠𝑒𝑛(𝑥) − 0
= −2 lim

𝑥 → 0

𝑥𝑒𝑥
2

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
 

AÑO: 2021 PERÍODO: II PAO 

MATERIA: 
Cálculo de 
una variable 

PROFESORES: 
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Laveglia F., Ramos M., Ronquillo C. 

EVALUACIÓN: TERCERA FECHA:  07/febrero/2022 
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Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por tercera vez el teorema de L’Hôpital: 
 

−2 lim
𝑥 → 0

𝑥𝑒𝑥
2

𝑠𝑒𝑛(𝑥)
= −2 lim

𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥𝑒𝑥

2
]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑠𝑒𝑛(𝑥)]

= −2 lim
𝑥 → 0

(1) ∙ (𝑒𝑥
2
) + (𝑥) ∙ (𝑒𝑥

2
∙ 2𝑥)

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
 

 

= −2 lim
𝑥 → 0

𝑒𝑥
2
(1 + 2𝑥2)

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
= −2(

1(1 + 0)

1
) = −2 

 

∴ lim
𝑥 → 0

∫ (𝑒𝑡
2
− 1)𝑑𝑡

𝑥

0

𝑠𝑒𝑛(𝑥) − 𝑥
= −2  

 
17. (16 PUNTOS) 

 
De ser posible, calcule: 
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙 → 

𝝅
𝟐

∫ 𝒍𝒏(𝒔𝒆𝒏(𝒕))𝒅𝒕
𝒙
𝝅
𝟐

(𝟐𝒙 − 𝝅)𝟑
 

 
Solución: 
 
Observe que: 
 

( lim
𝑥 → 

𝜋
2

∫ 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡
𝑥

𝜋
2

= ∫ 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝜋
2

𝜋
2

= 0)  ∧   ( lim
𝑥 → 

𝜋
2

(2𝑥 − 𝜋)3 = 0) 

 

Por lo que, se tiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 

𝜋
2

∫ 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡
𝑥
𝜋
2

(2𝑥 − 𝜋)3
= lim
𝑥 → 

𝜋
2

𝑑
𝑑𝑥
[∫ 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡
𝑥
𝜋
2

]

𝑑
𝑑𝑥
[(2𝑥 − 𝜋)3]

 

 

= lim
𝑥 → 

𝜋
2

 
𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑥))

3(2𝑥 − 𝜋)2 ∙ (2)
=
1

6
lim
𝑥 → 

𝜋
2

𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑥))

(2𝑥 − 𝜋)2
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 
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Se aplica por segunda vez el teorema de L’Hôpital: 
 

1

6
lim
𝑥 → 

𝜋
2

𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑥))

(2𝑥 − 𝜋)2
=
1

6
lim
𝑥 → 

𝜋
2

𝑑
𝑑𝑥
[𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑥))]

𝑑
𝑑𝑥
(2𝑥 − 𝜋)2

 

 

=
1

6
lim
𝑥 → 

𝜋
2

 

1
𝑠𝑒𝑛(𝑥)

∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑥)

2(2𝑥 − 𝜋) ∙ (2)
=
1

24
lim
𝑥 → 

𝜋
2

 
𝑐𝑜𝑡(𝑥)

2𝑥 − 𝜋
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por tercera vez el teorema de L’Hôpital: 
 

1

24
lim
𝑥 → 

𝜋
2

 
𝑐𝑜𝑡(𝑥)

2𝑥 − 𝜋
=
1

24
lim
𝑥 → 

𝜋
2

𝑑
𝑑𝑥
[𝑐𝑜𝑡(𝑥)]

𝑑
𝑑𝑥
[2𝑥 − 𝜋]

=
1

24
lim
𝑥 → 

𝜋
2

−𝑐𝑠𝑐2(𝑥)

2 − 0
 

 

= −
1

48
lim
𝑥 → 

𝜋
2

𝑐𝑠𝑐2(𝑥) = −
1

48
(12) = −

1

48
 

 

∴ lim
𝑥 → 

𝜋
2

∫ 𝑙𝑛(𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑑𝑡
𝑥
𝜋
2

(2𝑥 − 𝜋)3
= −

1

48
 

 
18. (16 PUNTOS) 

 
De ser posible, calcule: 
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙 → 𝟎

∫ [𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒕)]𝟐𝒅𝒕
𝒙

𝟎

𝒆𝒙 −
𝟏
𝟐𝒙

𝟐 − 𝒙 − 𝟏
 

 
Solución: 
 
Observe que: 
 

( lim
𝑥 → 0

∫ [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡)]2𝑑𝑡
𝑥

0

= ∫ [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡)]2𝑑𝑡
0

0

= 0)  ∧   ( lim
𝑥 → 0

𝑒𝑥 −
1

2
𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0) 

 

Por lo que, se tiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 
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Se aplica el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 0

∫ [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡)]2𝑑𝑡
𝑥

0

𝑒𝑥 −
1
2𝑥

2 − 𝑥 − 1
= lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[∫ [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡)]2𝑑𝑡
𝑥

0
]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑒𝑥 −

1
2𝑥

2 − 𝑥 − 1]
= lim
𝑥 → 0

[𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)]2

𝑒𝑥 − 𝑥 − 1
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por segunda vez el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 0

[𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)]2

𝑒𝑥 − 𝑥 − 1
= lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
([𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)]2)

𝑑
𝑑𝑥
(𝑒𝑥 − 𝑥 − 1)

 

 

= lim
𝑥 → 0

2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) ∙
1

1 + 𝑥2

𝑒𝑥 − 1
= 2 lim

𝑥 → 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)
1 + 𝑥2

𝑒𝑥 − 1
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por tercera vez el teorema de L’Hôpital: 
 

2 lim
𝑥 → 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)
1 + 𝑥2

𝑒𝑥 − 1
= 2 lim

𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)
1 + 𝑥2

]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑒𝑥 − 1]

 

 

= 2 lim
𝑥 → 0

(1 + 𝑥2) ∙
1

1 + 𝑥2
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) ∙ (0 + 2𝑥)

(1 + 𝑥2)2

𝑒𝑥
 

 

= 2 lim
𝑥 → 0

1 − 2𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)
(1 + 𝑥2)2

𝑒𝑥
= 2(

1 − 0
12

1
) = 2 

 

∴ lim
𝑥 → 0

∫ [𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡)]2𝑑𝑡
𝑥

0

𝑒𝑥 −
1
2𝑥

2 − 𝑥 − 1
= 2  
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19. (16 PUNTOS) 
 
De ser posible, calcule: 
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙 → 𝟎

∫ (𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(𝒕) − 𝒕)𝒅𝒕
𝒙

𝟎

𝒙𝟒
 

 
Solución: 
 
Observe que: 
 

( lim
𝑥 → 0

∫ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

= ∫ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) − 𝑡)𝑑𝑡
0

0

= 0)  ∧   ( lim
𝑥 → 0

𝑥4 = 0) 

 

Por lo que, se tiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 0

∫ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥4
= lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[∫ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥4]

 

 

= lim
𝑥 → 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) − 𝑥

4𝑥3
 

 

=
1

4
lim
𝑥 → 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) − 𝑥

𝑥3
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por segunda vez el teorema de L’Hôpital: 
 

1

4
lim
𝑥 → 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) − 𝑥

𝑥3
=
1

4
lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) − 𝑥]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥3]

=
1

4
lim
𝑥 → 0

1
1 + 𝑥2

− 1

3𝑥2
 

 

=
1

12
lim
𝑥 → 0

1
1 + 𝑥2

− 1

𝑥2
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 
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Se aplica por tercera vez el teorema de L’Hôpital: 
 

1

12
lim
𝑥 → 0

1
1 + 𝑥2

− 1

𝑥2
=
1

12
lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[

1
1 + 𝑥2

− 1]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑥2]

=
1

12
lim
𝑥 → 0

−
1

(1 + 𝑥2)2
∙ (2𝑥)

2𝑥
 

 

=
1

12
(−

1

12
) = −

1

12
 

 

∴ lim
𝑥 → 0

∫ (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥4
= −

1

12
 

 
20. (16 PUNTOS) 

 
De ser posible, calcule: 
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙 → 𝟎

∫ (𝟐𝒔𝒆𝒏𝟐(𝒕) + 𝟒𝒕 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒕) + 𝟐𝒕𝟐𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒕))𝒅𝒕
𝒙

𝟎

𝟐𝒙 − 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙)
 

 
Solución: 
 
Observe que: 
 

( lim
𝑥 → 0

∫ (2𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 4𝑡 𝑠𝑒𝑛(2𝑡) + 2𝑡2𝑐𝑜𝑠(2𝑡))𝑑𝑡
𝑥

0

= ∫ (2𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 4𝑡 𝑠𝑒𝑛(2𝑡) + 2𝑡2𝑐𝑜𝑠(2𝑡))𝑑𝑡
0

0

= 0)   

∧  

( lim
𝑥 → 0

2𝑥 − 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) = 0) 

 

Por lo que, se tiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 0

∫ (2𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 4𝑡 𝑠𝑒𝑛(2𝑡) + 2𝑡2𝑐𝑜𝑠(2𝑡))𝑑𝑡
𝑥

0

2𝑥 − 𝑠𝑒𝑛(2𝑥)
 

 

= lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[∫ (2𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 4𝑡 𝑠𝑒𝑛(2𝑡) + 2𝑡2𝑐𝑜𝑠(2𝑡))𝑑𝑡
𝑥

0
]

𝑑
𝑑𝑥
[2𝑥 − 𝑠𝑒𝑛(2𝑥)]

 

 

= lim
𝑥 → 0

2𝑠𝑒𝑛2(𝑥) + 4𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 2𝑥2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

2 − 2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
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= lim
𝑥 → 0

𝑠𝑒𝑛2(𝑥) + 2𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 𝑥2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por segunda vez el teorema de L’Hôpital: 
 

lim
𝑥 → 0

𝑠𝑒𝑛2(𝑥) + 2𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 𝑥2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
 

 

= lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[𝑠𝑒𝑛2(𝑥) + 2𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 𝑥2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)]

𝑑
𝑑𝑥
[1 − 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)]

 

 

= lim
𝑥 → 0

2𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 2(𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 2𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)) + (2𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 2𝑥2𝑠𝑒𝑛(2𝑥))

2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)
 

 

= lim
𝑥 → 0

𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 2𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 4𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) + 2𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 2𝑥2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)
 

 

= lim
𝑥 → 0

3𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 6𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 2𝑥2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)
 

 

=
1

2
lim
𝑥 → 0

3𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 6𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 2𝑥2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛(2𝑥)
 

 

Al evaluar la tendencia, nuevamente se obtiene una indeterminación del tipo 
0

0
 . 

 
Se aplica por tercera vez el teorema de L’Hôpital: 
 
1

2
lim
𝑥 → 0

3𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 6𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 2𝑥2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)

𝑠𝑒𝑛(2𝑥)
= 

 

=
1

2
lim
𝑥 → 0

𝑑
𝑑𝑥
[3𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 6𝑥 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 2𝑥2𝑠𝑒𝑛(2𝑥)]

𝑑
𝑑𝑥
[𝑠𝑒𝑛(2𝑥)]

 

 

=
1

2
lim
𝑥 → 0

6𝑐𝑜𝑠(2𝑥) + 6(𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 2𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥)) − 2(2𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) + 2𝑥2𝑐𝑜𝑠(2𝑥))

2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
 

 

=
1

2
lim
𝑥 → 0

6𝑐𝑜𝑠(2𝑥) + 6𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 12𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) − 4𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) − 4𝑥2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
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=
1

2
lim
𝑥 → 0

12𝑐𝑜𝑠(2𝑥) − 16𝑥 𝑠𝑒𝑛(2𝑥) − 4𝑥2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

2𝑐𝑜𝑠(2𝑥)
=
1

2
(
12(1) − 0 − 0

2(1)
) = 3 

 

∴ lim
𝑥 → 0

∫ (2𝑠𝑒𝑛2(𝑡) + 4𝑡 𝑠𝑒𝑛(2𝑡) + 2𝑡2𝑐𝑜𝑠(2𝑡))𝑑𝑡
𝑥

0

2𝑥 − 𝑠𝑒𝑛(2𝑥)
= 3  
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 5 

 
21. (10 PUNTOS) 

 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Sea 𝒇 una función continua en el intervalo [𝒂, 𝒃] y además ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝟎, 

entonces ∫ 𝒇𝟐(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝟎.” 

 
Solución: 
 
A continuación, se proporciona un posible contraejemplo que evidencie que la 
proposición dada es FALSA. 
 
Considere la función continua 𝑓(𝑥) = 𝑥 ; 𝑥 ∈ [−1, 1]: 
 

∫ 𝑥 𝑑𝑥
1

−1

=
1

2
(𝑥2)|−1

1 =
1

2
(1 − 1) = 0 

 

∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑥2 𝑑𝑥
1

−1

=
1

3
(𝑥3)|−1

1 =
1

3
(1 − (−1)) =

2

3
 

 
Observe que el operador lógico principal que está presente en la proposición compuesta 
dada es la condicional. Para el contraejemplo seleccionado: 𝑎 = −1 y 𝑏 = 1. 
 

(𝑓 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟              
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

∧ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 0
⏟          

𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

)

⏟                            
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

→ ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 0
⏟          

𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜

≡ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜 

 
∴  La proposición es FALSA. 
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22. (10 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Si 𝒇 no es una función continua en el intervalo [𝒂, 𝒃], 
entonces 𝒇 no es integrable en el intervalo [𝒂, 𝒃].” 

 
Solución: 
 
A continuación, se proporciona un posible contraejemplo que evidencie que la 
proposición dada es FALSA. 
 
Considere la función discontinua en 𝑥 = 0: 
 

𝑓(𝑥) = { 
𝑥 + 2 , −2 ≤ 𝑥 < 0
𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
2

−2

= ∫ (𝑥 + 2) 𝑑𝑥
0

−2

+∫ 𝑥 𝑑𝑥
2

0

 

 

=
1

2
(𝑥 + 2)2|−2

0 +
1

2
(𝑥)2|0

2 

 

=
1

2
(4 − 0) +

1

2
(4 − 0) = 2 + 2 = 4 

 
Observe que el operador lógico principal que está presente en la proposición compuesta 
dada es la condicional. Para el contraejemplo seleccionado: 𝑎 = −2 y 𝑏 = 2. 
 

(𝑓 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏])⏟                  
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

→ 𝑓 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟                  
𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜

≡ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜 

 
∴  La proposición es FALSA. 
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23. (10 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

∫ ⟦𝒙⟧ 𝒅𝒙
𝒏+𝟏

𝟏

=
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝟐
  ;   𝒏 ∈ ℕ 

 
Solución: 
 
Con base en la definición de la función entero mayor y aplicando la PROPIEDAD ADITIVA: 
 

∫ ⟦𝑥⟧ 𝑑𝑥
𝑛+1

1

= ∫ 1 𝑑𝑥
2

1

+∫ 2 𝑑𝑥
3

2

+∫ 3 𝑑𝑥
4

3

+ … + ∫ 𝑛 𝑑𝑥
𝑛+1

𝑛

 

 
= 𝑥|1

2 + 2𝑥|2
3 + 3𝑥|3

4 + … + 𝑛𝑥|𝑛
𝑛+1 

 
= (2 − 1) + 2(3 − 2) + 3(4 − 3) + … + 𝑛(𝑛 + 1 − 𝑛) 

 
= 1 + 2 + 3 + … + 𝑛 

 

∴ ∫ ⟦𝑥⟧ 𝑑𝑥
𝑛+1

0

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

 
∴  La proposición es VERDADERA. 
 

24. (10 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Si ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝒄, entonces ∫ (𝒃𝟑𝒇(𝒙) − 𝟑𝒄𝒙𝟐)𝒅𝒙

𝒃

𝒂
= 𝒂𝟑𝒄.” 

 
Solución: 
 
Aplicando la PROPIEDAD ADITIVA: 
 

∫ (𝑏3𝑓(𝑥) − 3𝑐𝑥2)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑏3∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

− 3𝑐 (
1

3
𝑥3)|

𝑎

𝑏

 

 
= 𝑏3𝑐 − 𝑐(𝑏3 − 𝑎3) = 𝑏3𝑐 − 𝑏3𝑐 + 𝑎3𝑐 

 

∫ (𝑏3𝑓(𝑥) − 3𝑐𝑥2)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑎3𝑐 

 
∴  La proposición es VERDADERA.  
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25. (10 PUNTOS) 
 
Califique la siguiente proposición como VERDADERA o FALSA, justificando su respuesta: 
 

“Sea 𝒇 una función continua en el intervalo [𝒂, 𝒃] y además ∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
𝒃

𝒂
= 𝟎, 

entonces 𝒇(𝒙) = 𝟎.” 
 
Solución: 
 
A continuación, se proporciona un posible contraejemplo que evidencie que la 
proposición dada es FALSA. 
 
Considere la función continua 𝑓(𝑥) = 𝑥 ; 𝑥 ∈ [−3, 3]: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫ 𝑥 𝑑𝑥
3

−3

=
1

2
(𝑥2)|−3

3 =
1

2
(9 − 9) = 0 

 
Observe que el operador lógico principal que está presente en la proposición compuesta 
dada es la condicional. Para el contraejemplo seleccionado: 𝑎 = −3 y 𝑏 = 3. 
 

(𝑓 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 [𝑎, 𝑏]⏟              
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

∧ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 0
⏟          

𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

)

⏟                            
𝑉𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜

→ 𝑓(𝑥) = 0⏟      
𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜

≡ 𝐹𝑎𝑙𝑠𝑜 

 
∴  La proposición es FALSA. 
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 6 

 
26. (16 PUNTOS) 

 
Dada la función 𝒇 tal que: 
 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟐𝒙
   ;    𝒙 ∈ [𝟏, 𝟒] 

 
Calcule el VALOR PROMEDIO de 𝒇 considerando el dominio especificado. 
 
Solución: 
 
Para obtener el valor solicitado 𝑉𝑃, se debe resolver: 
 

𝑉𝑃 =
1

4 − 1
∫

1

𝑥2 + 2𝑥
𝑑𝑥

4

1

 

 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES: 
 

∫
1

𝑥2 + 2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥(𝑥 + 2)
𝑑𝑥 = ∫(

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 2
)𝑑𝑥 

 
1

𝑥(𝑥 + 2)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 2
     →      1 = 𝐴(𝑥 + 2) + 𝐵𝑥 

 

𝑥 = 0     →      1 = 𝐴(2) + 0     →      𝐴 =
1

2
 

𝑥 = −2     →      1 = 0 + 𝐵(−2)      →      𝐵 = −
1

2
 

 

∫
1

𝑥2 + 2𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
∫
1

𝑥
𝑑𝑥 −

1

2
∫

1

𝑥 + 2
𝑑𝑥 

 

∫
1

𝑥2 + 2𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛|𝑥| −

1

2
𝑙𝑛|𝑥 + 2| + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 
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𝑉𝑃 =
1

3
(
1

2
) (𝑙𝑛|𝑥| − 𝑙𝑛|𝑥 + 2|)|1

4 

 

𝑉𝑃 =
1

6
((𝑙𝑛(4) − 𝑙𝑛(6)) − (0 − 𝑙𝑛(3))) 

 

𝑉𝑃 =
1

6
(𝑙𝑛(4) − 𝑙𝑛(6) + 𝑙𝑛(3)) =

1

6
(𝑙𝑛 (

(4)(3)

6
)) 

 

∴ 𝑉𝑃 =
1

6
𝑙𝑛(2)  

 
27. (16 PUNTOS) 

 
Dada la función 𝒇 tal que: 
 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙
   ;    𝒙 ∈ [−𝟑,−𝟏] 

 
Calcule el VALOR PROMEDIO de 𝒇 considerando el dominio especificado. 
 
Solución: 
 
Para obtener el valor solicitado 𝑉𝑃, se debe resolver: 
 

𝑉𝑃 =
1

−1 − (−3)
∫

1

𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑥

−1

−3

 

 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES: 
 

∫
1

𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥(𝑥 − 2)
𝑑𝑥 = ∫(

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 2
)𝑑𝑥 

 
1

𝑥(𝑥 − 2)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 2
     →      1 = 𝐴(𝑥 − 2) + 𝐵𝑥 

 

𝑥 = 0     →      1 = 𝐴(−2) + 0     →      𝐴 = −
1

2
 

𝑥 = 2     →      1 = 0 + 𝐵(2)      →      𝐵 =
1

2
 

 

∫
1

𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑥 = −

1

2
∫
1

𝑥
𝑑𝑥 +

1

2
∫

1

𝑥 − 2
𝑑𝑥 

 

∫
1

𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑥 = −

1

2
𝑙𝑛|𝑥| +

1

2
𝑙𝑛|𝑥 − 2| + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 
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𝑉𝑃 =
1

2
(
1

2
) (𝑙𝑛|𝑥 − 2| − 𝑙𝑛|𝑥|)|−3

−1 

 

𝑉𝑃 =
1

4
((𝑙𝑛(3) − 0) − (𝑙𝑛(5) − 𝑙𝑛(3))) 

 

𝑉𝑃 =
1

4
(2𝑙𝑛(3) − 𝑙𝑛(5)) =

1

4
(𝑙𝑛 (

32

5
)) 

 

∴ 𝑉𝑃 =
1

4
𝑙𝑛 (

9

5
)  

 
28. (16 PUNTOS) 

 
Dada la función 𝒇 tal que: 
 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟒𝒙
   ;    𝒙 ∈ [𝟏, 𝟒] 

 
Calcule el VALOR PROMEDIO de 𝒇 considerando el dominio especificado. 
 
Solución: 
 
Para obtener el valor solicitado 𝑉𝑃, se debe resolver: 
 

𝑉𝑃 =
1

4 − 1
∫

1

𝑥2 + 4𝑥
𝑑𝑥

4

1

 

 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES: 
 

∫
1

𝑥2 + 4𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥(𝑥 + 4)
𝑑𝑥 = ∫(

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 4
)𝑑𝑥 

 
1

𝑥(𝑥 + 4)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 4
     →      1 = 𝐴(𝑥 + 4) + 𝐵𝑥 

 

𝑥 = 0     →      1 = 𝐴(4) + 0     →      𝐴 =
1

4
 

𝑥 = −4     →      1 = 0 + 𝐵(−4)      →      𝐵 = −
1

4
 

 

∫
1

𝑥2 + 4𝑥
𝑑𝑥 =

1

4
∫
1

𝑥
𝑑𝑥 −

1

4
∫

1

𝑥 + 4
𝑑𝑥 
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∫
1

𝑥2 + 4𝑥
𝑑𝑥 =

1

4
𝑙𝑛|𝑥| −

1

4
𝑙𝑛|𝑥 + 4| + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝑉𝑃 =
1

3
(
1

4
) (𝑙𝑛|𝑥| − 𝑙𝑛|𝑥 + 4|)|1

4 

 

𝑉𝑃 =
1

12
((𝑙𝑛(4) − 𝑙𝑛(8)) − (0 − 𝑙𝑛(5))) 

 

𝑉𝑃 =
1

12
(𝑙𝑛(4) − 𝑙𝑛(8) + 𝑙𝑛(5)) =

1

12
(𝑙𝑛 (

(4)(5)

8
)) 

 

∴ 𝑉𝑃 =
1

12
𝑙𝑛 (

5

2
)  

 
29. (16 PUNTOS) 

 
Dada la función 𝒇 tal que: 
 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙
   ;    𝒙 ∈ [𝟒, 𝟗] 

 
Calcule el VALOR PROMEDIO de 𝒇 considerando el dominio especificado. 
 
Solución: 
 
Para obtener el valor solicitado 𝑉𝑃, se debe resolver: 
 

𝑉𝑃 =
1

9 − 4
∫

1

𝑥2 − 3𝑥
𝑑𝑥

9

4

 

 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES: 
 

∫
1

𝑥2 − 3𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥(𝑥 − 3)
𝑑𝑥 = ∫(

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 3
)𝑑𝑥 

 
1

𝑥(𝑥 − 3)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 − 3
     →      1 = 𝐴(𝑥 − 3) + 𝐵𝑥 

 

𝑥 = 0     →      1 = 𝐴(−3) + 0     →      𝐴 = −
1

3
 

𝑥 = 3     →      1 = 0 + 𝐵(3)      →      𝐵 =
1

3
 

 

∫
1

𝑥2 − 3𝑥
𝑑𝑥 = −

1

3
∫
1

𝑥
𝑑𝑥 +

1

3
∫

1

𝑥 − 3
𝑑𝑥 
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∫
1

𝑥2 − 3𝑥
𝑑𝑥 = −

1

3
𝑙𝑛|𝑥| +

1

3
𝑙𝑛|𝑥 − 3| + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝑉𝑃 =
1

5
(
1

3
) (𝑙𝑛|𝑥 − 3| − 𝑙𝑛|𝑥|)|4

9 

 

𝑉𝑃 =
1

15
((𝑙𝑛(6) − 𝑙𝑛(9)) − (0 − 𝑙𝑛(4))) 

 

𝑉𝑃 =
1

15
(𝑙𝑛(6) − 𝑙𝑛(9) + 𝑙𝑛(4)) =

1

15
(𝑙𝑛 (

(6)(4)

9
)) 

 

∴ 𝑉𝑃 =
1

15
𝑙𝑛 (

8

3
)  

 
30. (16 PUNTOS) 

 
Dada la función 𝒇 tal que: 
 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 + 𝟓𝒙
   ;    𝒙 ∈ [𝟏, 𝟓] 

 
Calcule el VALOR PROMEDIO de 𝒇 considerando el dominio especificado. 
 
Solución: 
 
Para obtener el valor solicitado 𝑉𝑃, se debe resolver: 
 

𝑉𝑃 =
1

5 − 1
∫

1

𝑥2 + 5𝑥
𝑑𝑥

5

1

 

 
Se aplica la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN EN FRACCIONES PARCIALES: 
 

∫
1

𝑥2 + 5𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥(𝑥 + 5)
𝑑𝑥 = ∫(

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 5
)𝑑𝑥 

 
1

𝑥(𝑥 + 5)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥 + 5
     →      1 = 𝐴(𝑥 + 5) + 𝐵𝑥 

 

𝑥 = 0     →      1 = 𝐴(5) + 0     →      𝐴 =
1

5
 

𝑥 = −5     →      1 = 0 + 𝐵(−5)      →      𝐵 = −
1

5
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∫
1

𝑥2 + 5𝑥
𝑑𝑥 =

1

5
∫
1

𝑥
𝑑𝑥 −

1

5
∫

1

𝑥 + 5
𝑑𝑥 

 

∫
1

𝑥2 + 5𝑥
𝑑𝑥 =

1

5
𝑙𝑛|𝑥| −

1

5
𝑙𝑛|𝑥 + 5| + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝑉𝑃 =
1

4
(
1

5
) (𝑙𝑛|𝑥| − 𝑙𝑛|𝑥 + 5|)|1

5 

 

𝑉𝑃 =
1

20
((𝑙𝑛(5) − 𝑙𝑛(10)) − (0 − 𝑙𝑛(6))) 

 

𝑉𝑃 =
1

20
(𝑙𝑛(5) − 𝑙𝑛(10) + 𝑙𝑛(6)) =

1

20
(𝑙𝑛 (

(5)(6)

10
)) 

 

∴ 𝑉𝑃 =
1

20
𝑙𝑛(3)  
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FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMÁTICAS 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICAS 

 

 

Tema # 7 

 
31. (18 PUNTOS) 

 
Dada la función: 
 

𝒇(𝒙) = { 
𝟏 − 𝒙𝟐 , |𝒙| ≤ 𝟏
𝒍𝒏(|𝒙|) , (−𝒆 ≤ 𝒙 < −𝟏) ∨ (𝟏 < 𝒙 ≤ 𝒆)

 

 
En forma analítica verifique la simetría de la función, luego bosqueje la gráfica de 𝒇 en 
el plano cartesiano, identifique la región acotada por dicha gráfica, el eje 𝑿 y las rectas 
𝒙 = 𝒆, 𝒙 = −𝒆; y finalmente, calcule su área. 
 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

𝑓(−𝑥) = 1 − (−𝑥)2 = 1 − 𝑥2 = 𝑓(𝑥)  ;  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 
 

𝑓(−𝑥) = 𝑙𝑛(|−𝑥|) = 𝑙𝑛(|𝑥|) = 𝑓(𝑥)  ;   (−𝑒 ≤ 𝑥 < −1) ∨ (1 < 𝑥 ≤ 𝑒) 
 

∴ 𝑓 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟  ;   ∀𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 
 
Se bosqueja la gráfica de 𝑓, las rectas 𝑥 = 𝑒 y 𝑥 = −𝑒 para identificar la región. 
Adicionalmente se dibujan los rectángulos representativos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

AÑO: 2021 PERÍODO: II PAO 

MATERIA: 
Cálculo de 
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PROFESORES: 
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Laveglia F., Ramos M., Ronquillo C. 
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Se tendría:  
 

𝑑𝐴1 = (1 − 𝑥
2)𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0, 1] 

𝑑𝐴2 = 𝑙𝑛(𝑥) 𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ (1, 𝑒] 
 
Aprovechando la SIMETRÍA de la función, ya que es par, y aplicando la PROPIEDAD ADITIVA y 
la PROPIEDAD DE LINEALIDAD, el área 𝐴 de la región se calcula así: 
 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

−𝑒

= 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

0

= 2(∫ (1 − 𝑥2)𝑑𝑥
1

0⏟        
𝐴1

+∫ 𝑙𝑛(𝑥)𝑑𝑥
𝑒

1⏟      
𝐴2

) 

 
Se obtiene 𝐴1: 
 

𝐴1 = ∫ (1 − 𝑥2)𝑑𝑥
1

0

= ∫ 𝑑𝑥
1

0

−∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

0

 

 

𝐴1 = 𝑥|0
1 −

1

3
𝑥3|

0

1

= (1 − 0) −
1

3
(1 − 0) = 1 −

1

3
=
2

3
 𝑢2 

 
Para obtener 𝐴2, se aplicará la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝑙𝑛(𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

𝑥
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 
𝑣 = 𝑥 

 

∫𝑙𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 𝑙𝑛(𝑥) − ∫𝑑𝑥 = 𝑥 𝑙𝑛(𝑥) − 𝑥 + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝐴2 = (𝑥 𝑙𝑛(𝑥))|1
𝑒
− 𝑥|1

𝑒 = (𝑒 − 0) − (𝑒 − 1) = 1 𝑢2 

 
Entonces: 
 

𝐴 = 2(
2

3
+ 1) = 2 (

5

3
) 

 

∴  𝐴 =
10

3
 𝑢2  
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32. (18 PUNTOS) 
 
Dada la función: 
 

𝒇(𝒙) = { 

𝟖

𝝅
𝒂𝒓𝒄𝒕𝒂𝒏(|𝒙|) , |𝒙| ≤ 𝟏

𝟑 − |𝒙| , (−𝟑 ≤ 𝒙 < −𝟏) ∨ (𝟏 < 𝒙 ≤ 𝟑)
 

 
En forma analítica verifique la simetría de la función, luego bosqueje la gráfica de 𝒇 en 
el plano cartesiano, identifique la región acotada por dicha gráfica y el eje 𝑿; y 
finalmente, calcule su área. 
 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

𝑓(−𝑥) =
8

𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(|−𝑥|) =

8

𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(|𝑥|) = 𝑓(𝑥)  ;  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 
𝑓(−𝑥) = 3 − |−𝑥| = 3 − |𝑥| = 𝑓(𝑥)  ;   (−3 ≤ 𝑥 < −1) ∨ (1 < 𝑥 ≤ 3) 

 
∴ 𝑓 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟  ;   ∀𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 

 
Se bosqueja la gráfica de 𝑓 y se identifica la región. Adicionalmente se dibujan los 
rectángulos representativos.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se tendría:  
 

𝑑𝐴1 =
8

𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0, 1] 

𝑑𝐴2 = (3 − 𝑥) 𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ (1, 3] 
 
Aprovechando la SIMETRÍA de la función, ya que es par, y aplicando la PROPIEDAD ADITIVA y 
la PROPIEDAD DE LINEALIDAD, el área 𝐴 de la región se calcula así: 
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𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

−3

= 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

0

= 2(
8

𝜋
∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1

0⏟          
𝐴1

+∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
3

1⏟        
𝐴2

) 

 
Para obtener 𝐴1, se aplicará la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 
𝑣 = 𝑥 

 

∫𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) − ∫
𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) −

1

𝟐
∫

𝟐𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 

 

∫𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) −
1

2
𝑙𝑛|1 + 𝑥2| + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝐴1 =
8

𝜋
((𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥))|

0

1
−
1

2
𝑙𝑛|1 + 𝑥2||

0

1

) =
8

𝜋
((
𝜋

4
− 0) −

1

2
(𝑙𝑛(2) − 0)) 

 

𝐴1 =
8

𝜋
(
𝜋

4
−
1

2
𝑙𝑛(2)) =

1

𝜋
(2𝜋 − 4𝑙𝑛(2)) 𝑢2 

 
Se obtiene 𝐴2: 
 

𝐴2 = ∫ (3 − 𝑥)𝑑𝑥
3

1

= 3∫ 𝑑𝑥
3

1

−∫ 𝑥 𝑑𝑥
3

1

= 3𝑥|1
3 −

1

2
𝑥2|

1

3

 

 

𝐴2 = 3(3 − 1) −
1

2
(9 − 1) = 6 − 4 = 2 𝑢2 

 
Entonces: 
 

𝐴 = 2(
1

𝜋
(2𝜋 − 𝑙𝑛(16)) + 2) = 2 (2 −

1

𝜋
𝑙𝑛(16) + 2) 

 

∴  𝐴 = 2(4 −
1

𝜋
𝑙𝑛(16)) 𝑢2  
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33. (18 PUNTOS) 
 
Dada la función: 
 

𝒇(𝒙) = { 

𝟔

𝝅
𝒂𝒓𝒄𝒔𝒆𝒏(|𝒙|) , |𝒙| ≤

𝟏

𝟐

|𝒙| +
𝟏

𝟐
 , (−𝟐 ≤ 𝒙 < −

𝟏

𝟐
) ∨ (

𝟏

𝟐
< 𝒙 ≤ 𝟐)

 

 
En forma analítica verifique la simetría de la función, luego bosqueje la gráfica de 𝒇 en 
el plano cartesiano, identifique la región acotada por dicha gráfica, el eje 𝑿 y las rectas 
𝒙 = 𝟐, 𝒙 = −𝟐; y finalmente, calcule su área. 
 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

𝑓(−𝑥) =
6

𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(|−𝑥|) =

6

𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(|𝑥|) = 𝑓(𝑥)  ;  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 

𝑓(−𝑥) = |−𝑥| +
1

2
= |𝑥| +

1

2
= 𝑓(𝑥)  ;   (−2 ≤ 𝑥 < −1) ∨ (1 < 𝑥 ≤ 2) 

 
∴ 𝑓 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟  ;   ∀𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 

 
Se bosqueja la gráfica de 𝑓, las rectas 𝑥 = 2 y 𝑥 = −2 para identificar la región. 
Adicionalmente se dibujan los rectángulos representativos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se tendría:  
 

𝑑𝐴1 =
6

𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0,

1

2
] 

𝑑𝐴2 = (𝑥 +
1

2
)  𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ (

1

2
, 2] 
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Aprovechando la SIMETRÍA de la función, ya que es par, y aplicando la PROPIEDAD ADITIVA y 
la PROPIEDAD DE LINEALIDAD, el área 𝐴 de la región se calcula así: 
 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

−2

= 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

0

= 2

(

 
 6

𝜋
∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1 2⁄

0⏟            
𝐴1

+∫ (𝑥 +
1

2
)𝑑𝑥

2

1 2⁄⏟          
𝐴2 )

 
 

 

 
Para obtener 𝐴1, se aplicará la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 
𝑣 = 𝑥 

 

∫𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥) − ∫
𝑥

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 

 

∫𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥) + √1 − 𝑥2 + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝐴1 =
6

𝜋
((𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥))|

0

1 2⁄
+√1 − 𝑥2|

0

1 2⁄

) =
6

𝜋
((
1

2
(
𝜋

6
) − 0) + (√1 −

1

4
− 1)) 

 

𝐴1 =
6

𝜋
(
𝜋

12
+
√3

2
− 1) 𝑢2 

 
Se obtiene 𝐴2: 
 

𝐴2 = ∫ (𝑥 +
1

2
)𝑑𝑥

2

1 2⁄

= ∫ 𝑥 𝑑𝑥
2

1 2⁄

+
1

2
∫ 𝑑𝑥
2

1 2⁄

=
1

2
𝑥2|

1 2⁄

2

+
1

2
𝑥|
1 2⁄

2

 

 

𝐴2 =
1

2
(4 −

1

4
) +

1

2
(2 −

1

2
) =

1

2
(
15

4
) +

1

2
(
3

2
) =

15

8
+
3

4
=
21

8
 𝑢2 

 
Entonces: 
 

𝐴 = 2(
6

𝜋
(
𝜋

12
+
√3

2
− 1) +

21

8
) = 2(

1

2
+
3√3

𝜋
−
6

𝜋
+
21

8
) 

 

∴  𝐴 = 2(
25

8
−
3

𝜋
(2 − √3)) 𝑢2  
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34.  (18 PUNTOS) 
 
Dada la función: 
 

𝒇(𝒙) = { 
𝟑 − |𝟑𝒙| , |𝒙| ≤ 𝟏
𝒍𝒐𝒈𝟐(|𝒙|) , (−𝟒 ≤ 𝒙 < −𝟏) ∨ (𝟏 < 𝒙 ≤ 𝟒)

 

 
En forma analítica verifique la simetría de la función, luego bosqueje la gráfica de 𝒇 en 
el plano cartesiano, identifique la región acotada por dicha gráfica, el eje 𝑿 y las rectas 
𝒙 = 𝟒, 𝒙 = −𝟒; y finalmente, calcule su área. 
 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

𝑓(−𝑥) = 3 − |−3𝑥| = 3 − |3𝑥| = 𝑓(𝑥)  ;  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 
 

𝑓(−𝑥) = 𝑙𝑜𝑔2(|−𝑥|) = 𝑙𝑜𝑔2(|𝑥|) = 𝑓(𝑥)  ;   (−4 ≤ 𝑥 < −1) ∨ (1 < 𝑥 ≤ 4) 
 

∴ 𝑓 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟  ;   ∀𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 
 
Se bosqueja la gráfica de 𝑓, las rectas 𝑥 = 4 y 𝑥 = −4 para identificar la región. 
Adicionalmente se dibujan los rectángulos representativos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se tendría:  
 

𝑑𝐴1 = (3 − 3𝑥)𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0, 1] 
𝑑𝐴2 = 𝑙𝑜𝑔2(𝑥) 𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ (1, 4] 

 
Aprovechando la SIMETRÍA de la función, ya que es par, y aplicando la PROPIEDAD ADITIVA y 
la PROPIEDAD DE LINEALIDAD, el área 𝐴 de la región se calcula así: 
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𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
4

−4

= 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
4

0

= 2(∫ (3 − 3𝑥)𝑑𝑥
1

0⏟        
𝐴1

+∫ 𝑙𝑜𝑔2(𝑥)𝑑𝑥
4

1⏟        
𝐴2

) 

 
Se obtiene 𝐴1: 
 

𝐴1 = ∫ (3 − 3𝑥)𝑑𝑥
1

0

= 3∫ 𝑑𝑥
1

0

− 3∫ 𝑥 𝑑𝑥
1

0

= 3𝑥|0
1 −

3

2
𝑥2|

0

1

 

 

𝐴1 = 3(1 − 0) −
3

2
(1 − 0) = 3 −

3

2
=
3

2
 𝑢2 

 
Para obtener 𝐴2, se aplicará la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝑙𝑜𝑔2(𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

𝑥 𝑙𝑛(2)
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 
𝑣 = 𝑥 

 

∫𝑙𝑜𝑔2(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 𝑙𝑜𝑔2(𝑥) −
1

𝑙𝑛(2)
∫𝑑𝑥 = 𝑥 𝑙𝑜𝑔2(𝑥) −

1

𝑙𝑛(2)
𝑥 + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝐴2 = (𝑥 𝑙𝑜𝑔2(𝑥))|1
4
−

1

𝑙𝑛(2)
𝑥|
1

4

= (4(2) − 0) −
1

𝑙𝑛(2)
(4 − 1) = (8 −

3

𝑙𝑛(2)
) 𝑢2 

 
Entonces: 
 

𝐴 = 2(
3

2
+ 8 −

3

𝑙𝑛(2)
) 

 

∴  𝐴 = 2 (
19

2
−

3

𝑙𝑛(2)
) 𝑢2  
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35. (18 PUNTOS) 
 
Dada la función: 
 

𝒇(𝒙) = { 
|
𝒙

𝟐
| , |𝒙| ≤ 𝟐

𝟐 + 𝒍𝒐𝒈𝟏
𝟐

(|𝒙|) , (−𝟒 ≤ 𝒙 < −𝟐) ∨ (𝟐 < 𝒙 ≤ 𝟒)
 

 
En forma analítica verifique la simetría de la función, luego bosqueje la gráfica de 𝒇 en 
el plano cartesiano, identifique la región acotada por dicha gráfica y el eje 𝑿; y 
finalmente, calcule su área. 
 
Solución: 
 
Nótese que: 
 

𝑓(−𝑥) = |−
𝑥

2
| = |

𝑥

2
| = 𝑓(𝑥)  ;  −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 

 
𝑓(−𝑥) = 2 + 𝑙𝑜𝑔1

2

(|−𝑥|) = 2 + 𝑙𝑜𝑔1
2

(|𝑥|) = 𝑓(𝑥)  ;   (−4 ≤ 𝑥 < −2) ∨ (2 < 𝑥 ≤ 4) 

 
∴ 𝑓 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟  ;   ∀𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 

 
Se bosqueja la gráfica de 𝑓 y se identifica la región. Adicionalmente se dibujan los 
rectángulos representativos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se tendría:  
 

𝑑𝐴1 =
𝑥

2
𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ [0, 2] 

𝑑𝐴2 = (2 + 𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥))  𝑑𝑥  ;   𝑥 ∈ (2, 4] 
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Aprovechando la SIMETRÍA de la función, ya que es par, y aplicando la PROPIEDAD ADITIVA y 
la PROPIEDAD DE LINEALIDAD, el área 𝐴 de la región se calcula así: 
 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
4

−4

= 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
4

0

= 2

(

 ∫
𝑥

2
𝑑𝑥

2

0⏟    
𝐴1

+∫ (2 + 𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥))𝑑𝑥
4

2⏟              
𝐴2 )

  

 
Se obtiene 𝐴1: 
 

𝐴1 =
1

2
∫ 𝑥 𝑑𝑥
2

0

=
1

4
𝑥2|

0

2

=
1

4
(4 − 0) = 1 𝑢2 

 
Para obtener 𝐴2, se aplicará la TÉCNICA DE INTEGRACIÓN POR PARTES: 
 

𝑢 = 𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥) 

𝑑𝑢 =
1

𝑥 𝑙𝑛 (
1
2)
𝑑𝑥 = −

1

𝑥 𝑙𝑛(2)
𝑑𝑥 

𝑑𝑣 = 𝑑𝑥 
𝑣 = 𝑥 

 

∫ 𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥 𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥) +
1

𝑙𝑛(2)
∫𝑑𝑥 = 𝑥 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥) +
1

𝑙𝑛(2)
𝑥 + 𝐶   ;    𝐶 ∈ ℝ 

 

𝐴2 = 2∫ 𝑑𝑥
4

2

+∫ 𝑙𝑜𝑔1
2

(𝑥)𝑑𝑥
4

2

= 2(𝑥)|2
4 + (𝑥 𝑙𝑜𝑔1

2

(𝑥))|
2

4

+
1

𝑙𝑛(2)
𝑥|
2

4

 

 

𝐴2 = 2(4 − 2) + (4(−2) − 2(−1)) +
1

𝑙𝑛(2)
(4 − 2) = (4 − 6 +

2

𝑙𝑛(2)
) 

 

𝐴2 = 2(
1

𝑙𝑛(2)
− 1) 𝑢2 

 
Entonces: 
 

𝐴 = 2(1 + 2 (
1

𝑙𝑛(2)
− 1)) = 2 (1 +

2

𝑙𝑛(2)
− 2) 

 

∴  𝐴 = 2 (
2

𝑙𝑛(2)
− 1) 𝑢2  

 
 


