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1. (10 puntos) Sea T: M ; — M, , la transformacion lineal dada por

a, a;, a
Sl 2a—ay, ap+2ay,
T'a)y, a, an]|=

21 4y 4 0 0

a3y a4z 43

Halle una base para el ntcleo de T'. Luego calcule la dimension de la imagen de 7.

Solucidn:

0 0

.| 4 42 g3 . . —
Una matriz [:21 a2z Zzs] estd en N(T) si, y solamente si, [ 2152 @5t 242 | = [
31 432 #33

0 O]. Comparando coeficien-

tes, nos queda el sistema

2ay —a;y =0
a3+ 2a, =0,

. 1 - .
de donde deducimos que a,, = 34, y 4,5 = —2a,,. Por tanto, el nticleo de T esta constituido por matrices
de la forma

! 2
3412 A4y A
4y 4x a3
a4y 4z

De aqui es facil construir la siguiente base para el nacleo de 7

% 1 =2 0 00 0 00 0 00 0 0 O 0 0 O 0 00
oo ol,|t 0o o},f0 1 0f,]0 O 1}|,]0 O Of,{0 O Of,|0 O O
0 0 0 0 00 0 00 0 00 1 00 010 0 01
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En consecuencia la dimension del ntcleo de T es igual a 7. Como dim M ; =9, por el teorema del nicleo
y la imagen se sigue que la dimension de la imagen es 2.

Rubrica:
Describe correctamente el nicleo de T 1-3 puntos
Halla una base para el ntcleo de T y calcula su | 1-4 puntos
dimension
Calcula la dimension de la imagen de T 1-3 puntos
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2. (10 puntos) Defina T: M, , — P, por

4

T[" fz] = (a+b)+(2d)x + b2,

Sea B={[49L,[34LI98L,[39T v ¢ = {1,x,(1+x)*}. Calcule la matriz de T respecto a las bases B y 9.

Solucién: Primero determinemos cémo se escribe un polinomio arbitrario a+5x+cx? como combinacién
lineal de los elementos de 9. Se tiene, para todo x € R,

a+bx+cex?=c +ox+e(1+x)? = a+bx+cx?=c + x4+ 20;x + ;%2
=> a+bx+cx? =(c;+¢;)+(c; +2¢;)x + ;7

= =c¢0=b—2c,c;=a—c.

Por tanto, el vector de coordenadas de @ + bx + cx? es:

a—c
[a+bx+cx?ly=|b—2c
c
Se tiene entonces
(1] 0
1 0 . . 0 1 _ 27 _ |
7o ol],=te= o 7o o], == |-
:O: 0
PR I
9 0 9 0
Por lo tanto, la matriz buscada es:
1 0 0 O
[T12=|0 —2 0 2
0 1 0 0

Rubrica:

Escribe cada uno de las imagenes de los vectores de | 1-6 puntos
9B como combinacion lineal de los vectores de ¢
Halla la matriz de T respecto a las bases 8B y ¢ 1-4 puntos
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3. (10 puntos) Halle la solucion general del siguiente sistema de EDO:

Y=
Y2 =91 +29,
%5 =015
Solucidn: El sistema puede escribirse como
y =4y,
donde
1 0 0
A=1|1 2 0
1 0 —1

El polinomio caracteristico de esta matriz es p(A) = (A—1)(A—2)(A+1). Luego, los valores propios son A =
1, A=2y A=—1. Los espacios propios correspondientes son E,_, = gen{(2,—2,1)}, E,_, = gen{(0,1,0)}
y E,__, =gen{(0,0,1)}. Por lo tanto, la solucién general del sistema viene dada por

2 0 0 et
y(t)=cie' | =2 | +ce® [ 1| +ce™ | 0| = [ —2¢,ef + cye*
1 1 ciet +cet

Rubrica:

Calcula correctamente el polinomio caracteristico | 1-3 punto
y los valores propios
Calcula correctamente los espacios propios corres- | 1-4 puntos
pondientes
Halla la solucion general 1-3 punto
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4. (10 puntos) Resuelva el PVI

y'—4y=e'+H(t—1)e""" y(0)=0, y'(0)=0.

Solucidén: Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion nos queda

$2Y (s)—4Y (s) = L{e'} + L{H(t —1)e' '}
1 e’

C-D6-2612)  G-D6-2)6+2)

Y(s)=

Notemos que
1 1 1 1

GG —2G+2) 3G6—=1) =2 12612

por lo que

N immmers) = o) o) 1 (o)

1 t 1 2t 1 —2t
=—=e +-¢e" +—e
3 4 12

En consecuencia,

_ e B 1 _ 1 - _ i ) »
o 1{(s—l)(s—z)(s+z)}—_SH(’f—Ue 4 H(E—De T+ S H(E—1)e

Por lo tanto, la solucién al PVI es

1 t 1 2t 1 —2t < 1 t—1 1 2t+42 1 72t72>
t ——et 4+ - + — + H(t—1)—= + - + —
y( ) 36 4e 12€ ( ) 3€ 4e 12€

Rubrica:

Aplica correctamente la transformada de Laplace | 1 punto

Calcula correctamente Y (s) y la descompone en | 1-5 puntos
fracciones parciales

Aplica correctamente la transformada inversa de | 1-3 punto
Laplace

Resuelve el PVL 1 punto
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5. (10 puntos) Un resorte elastico se empotra desde uno de sus extremos a una barra horizontal. Un bloque cuya
masa es de 1kg se cuelga desde el extremo que quedd libre del resorte y este se estira 5 m alcanzando una posicion
de equilibrio. Luego, el bloque se aleja un metro por debajo de la posicion de equilibrio y parte hacia arriba
con una velocidad inicial de 1m/seg, haciendo que el sistema masa-resorte oscile. Sobre el sistema existe una
fuerza de amortiguamiento con una constante de friccién de 2Nseg/m. Suponga que, instantineamente en el
tiempo ¢t = 37 segundos, el bloque es golpeado con un martillo verticalmente hacia abajo con una fuerza de
IN. Encuentre la funcion que determina la posicion del bloque en cualquier tiempo ¢. Use como constante de
gravedad g = 10m/seg?.

Solucidn: Se trata de un sistema de masa y resorte donde m = 1kg y b = 2Nseg/m. Para calcular £ note
que hacen falta 10N para desplazar la masa 5m. Por lo tanto,

Sea y(r) la distancia dirigida hacia del objeto medida desde la posicion de equilibrio en el tiempo ¢. Tenemos
que y(¢) satisface el PVI

Y+ +2y=8(t—3n), y(0)=1(0)=1
Aplicamos transformadas de Laplace de ambos lados de la EDO para obtener:

SPY(s)—s—1425Y(s)—242Y(s)=e "
(s?4+25)Y(s)=e ™ 45 +3

—37s 3
v (s) _ e s+
s24+2s 2425

_ 6737'55 67371: 3 1

25 2542 25 2(s+2)
Por tanto, la solucién al PVI es

1 3 1
t)=-H(t—37)——H(t —3m)e 2737 _Z _ Z=2%
(6)= SH( =3~ TH(—3me )2
Rubrica:
Rubrica:
Modela correctamente el fendmeno 1-2 puntos

Aplica correctamente la transformada de Laplace | 1-2 puntos
Calcula correctamente Y(s) y la descompone en | 1-2 puntos
fracciones parciales
Aplica correctamente la transformada inversa de | 1-2 puntos
Laplace
Resuelve el PVL 1-2 punto
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