% oL Facultad de
p Ciencias Naturales y Matematicas

Solucion del Examen 1 de Ecuaciones diferenciales y dlgebra lineal

1. [20 puntos] Demuestre que los polinomios 1, 1+, 1 + 22 y 1 + 22 forman una base para el espacio P3 de
los polinomios de grado < 3.

Solucion. Sean p1(x) = 1, pa(x) = 1+, p3(x) = 1+ 2?2 ypa(x) = 1 + a3,y
(1.1) B = {p1(x), p2(x), p3(x), pa(x)} = {1, 1 +x, 1 +22,1 +x3}.
Queremos probar que 9 es una base para Ps.

Parte (a). Probemos que gen B = Ps.

Sip(x) € Ps3, entonces existen ai, az, az, a4 € R tales que
(1.2) p(x) = a1 + acx + asx? + ayx’.

Si g, a2, a3, @4 € R son de tal forma que

(1.3) p(x) = a1p1(x) + agpa(x) + azps(x) + aspa(x).

Entonces,

(1.4) a1 + asx + asx® + asx® = a1p1(x) + @apa(x) + asp3(x) + aapa(z)

(1.5) a1 - 1+as(l+2) +a3(l+22) +as(1+2°)

(1.6) =a1+as+ axx +az+ a3x2 + @y + a4x3

(1.7) = (@1 + @2 + @3 + @) + @2 + @32 + aux’. [5 puntos]
Por tanto, es suficiente tomar

(1.8) p(x) = a1p1(x) + agpa(x) + azps(x) + asps(x).

Entonces,

(1.9) a4y = ay,

(110) a3 = das,

(111) a9 = ay,

(1.12) a1 =a) —as —as — ay. [5 puntos]
Parte (b). Ahora probemos que 9B es linecalmente independiente.

Supongamos que a1, @2, @3, @4 € R son de tal forma que

(1.13) a1p1(x) + azpa(x) + azps(x) + agpa(x) = 0, [5 puntos]

donde O es el vector nulo de %P3, es decir, el polinomio constante 0. Entonces,
(1.14) (aq+a/2+013+cy4)+012x+013x2+014x3 =0.
De donde,

(1.15) as=a3=a4,=0 = ai=as+az+ay=0. [ | [5 puntos]
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Nota 1.1. Observemos que para resolver la parte (b) podemos usar el wronskiano de py (), p2(x), p3(x), pa(x),
asi:

p1(x)  pa(x)  p3(x)  pa(x)
(1.16) W () = pi'(x)  p2'(x)  p3’(x)  p4(x)
P17 (@) p(x)  p3’(x)  ps(x)
P (x)  p""(x) p3”(x) pa’"(x)
1 1+2 1+22 1+2°
0 1 2 32
(1.17) =
0 0 2 6x
0 0 0 6
1 2¢ 3a2
(1.18) =0 2 6z
0 0 6
(1.19) |2 6z
' 0 6
(1.20) =12 #0.

Nota 1.2. Una demostracion diferente puede hacerse usando o bien la parte (a) y el teorema A, o bien la
parte (b) y el teorema B, partiendo de que es conocido que dim %P3 = 4.

Teorema A. Sean V' es un espacio lineal con dim/?” = ny % C 7 con n elementos. Si B es lincalmente
independiente, entonces 9 es una base para /.

Teorema B. Sean V' es un espacio lineal con dim/” = ny % C V7 con n elementos. Si gen9B, entonces 9B
es una base para /.
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2. [20 puntos] Obtenga dos bases para R* que tengan en comun solamente los vectores (1, 1, 1, 0) y (0, 1, 1, 1).
g p q g Yy

Solucién. Como dimR?* = 4, cualquier base de R? tiene 4 elementos. Sean 4 = (1,1, 1, 0) y B =

0,1,1,1).

Parte (a). Notemos que

2.1) A-B=(1,1,1,0)-(0,1,1,1) = (1,0,0, —1).

Consideremos C = (1, 0, 0, 0).

Por otro lado tenemos que

2.2) A+B-C=(1,1,1,0)+(0,1,1,1) = (1,0, 0,0) = (0, 2, 2, 0).

Ahora consideremos D = (0, 1, 2, 0).

Siaq, @2, @3, @4 € R son de tal forma que

(2.3) a1A + @B+ asC+asD =0 [5 puntos]
significa que
(2.4) (0,0,0,0) = a1(1,1,1,0) +a2(0,1,1, 1) + a3(1,0,0, 0) + as(0, 1, 2, 0)

= (a1, a1, a1, 0) + (0, a2, a2, a2) + (3,0, 0, 0) + (0, as, 2a4, 0)

= (Cll + a3, a1 +ag+aq, @] + @2+ 2@4, a'g).

Asi tenemos el sistema de ecuaciones

(2.7) a1 + ajg =0,
(2.8) a1 + as +ay4 =0,
(2.9) a1 + as +2a4 =0,
(2.10) as = 0.

[5 puntos]

[5 puntos]

Asi que @1 = a2 = @3 = a4 = 0. La independencia lineal de {4, B, C, D} puede obtenerse directamente

verificando que

@.11)

Il
—_ —_ —_

[ =

0
1
0
0

N O = =

1
1
0
1

Asi que B1 = {4, B, C, D} es una base para R4,
Parte (b). Para obtener la otra base pedida consideremos

2.12) B, =1{4,B,-C,-D}. W

[5 puntos]

Nota 2.1. Un argumento similar al del ejercicio 2 puede hacerse usando o bien el teorema A, o bien el

teorema B, partiendo de que es conocido que dim R* = 4.
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3. [20 puntos] Halle la solucion general de la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden:

(3.1) (1-x)dy = (Bx+y—2)dx.

Solucion. Reescribiendo la ecuacion (3.1) en la forma estandar tenemos:

dy 3x+y-2

(3-2) dr 1-=x

Resolvemos el sistema lineal para encontrar el punto de interseccion (4, k):

(33> l-2=0 = z=1,
(3.4) 3x+y-2=0 = 3(1)+y-2=0 = y=-1.

Hacemos el cambio de variable por traslacion:

(3.5) r=u+1 = dx =du,
(3.6) y=v-1 = dy=dv.

Sustituyendo en la ecuacion (3.2) obtenemos la ecuacién homogénea:

(3.7) b _ St v, [5 puntos]
du u

Proponemos el cambio para ecuaciones homogéneas

v , dv dz
(3.8) 2=— = v=2u = vV =2u+2z 0 —=u—+2.

u du du
Sustituyendo en (3.9) obtenemos la ecuacién de variables separables

d 3 d
(3.9) 0 pr=-2 o 3y = -39,

du U u du
De donde,

dz du

3.10 =—/ — 5 t
(8.10) /3+22 u’ [5 puntos]
es decir,

%log |3 + 22| = —log |u| + Cy
log |3 + 2z| + log [u?| = log |2 (3 + 22)| = Cy
u?(3+22) =C. [5 puntos]
Sustituyendo ahora = = v/u, nos queda:

(3.11) u? (3 + 22) =u(3u +2v) = C.
u

Regresando a las variables originalesu =x —1yv =y + 1:

(3.12) (-DBx-D+20+D](z-1)Bx-3+2y+2)=C.
Finalmente,
(3.13) (x-1D)Bx+2y-1)=C. | [5 puntos]

Ecuaciones diferenciales y algebra lineal ESPOL-FCNM-PAO1-2025



Solucién del Examen 1 Pagina 5

Nota 3.1. Una solucién alternativa al ejercicio 3 se puede desarrollar como se indica a continuacion. Note-
mos que la ecuacion (3.2) puede ser escrita asi

_3x+y—-2 3x-2 y

3.14 ! = .
( ) Y 1-x 1-x 1-x

Es decir, tenemos la siguiente ecuaciéon diferencial lineal de primer orden:

1 3xr —2
y =

(3.15) y -

1-x 1-x

La solucion general de esta dada por:

(3.16) y = e~ (S 10=Ddz) o = (=] 1700 di) / 3195 ~2 [y-nde gy,
-
(3.17) _ oo/ Yy de [ 1)) dxf 3190 ~2 [ 1Q-nde g,
- X
(318) = cg_IOg(l_x) +e log(l—x)/ 3r —2 elog(l—x) dx
1-x
(3.19) _ cologi-) ! | Jlog(1-0)"! / 3222 1 yde
1-x
(3.20) =c(1-a)7! +(1—x)_1/(3x—2)dx
c 1 (322
(321) —1_x+1_x(7—2$).
Luego,
(3.22) 2(x — 1)y =k - 32? + 4z, siendo k = 2c.
Entonces
(3.23) k=2(x—-1)y+32% -4z
(3.24) =2x—-1)y+322-3zx-x+1-1
(3.25) =2 -1y+3x(x-1)—z+1-1
(3.26) =2x-1)(y+3x-1)-1,

de donde obtenemos la igualdad (3.13), con C = (k + 1) /2.
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4. [20 puntos] Resuelva el siguiente problema de valores iniciales:

4.1) y'+4y"+5y=0, cony=2ey =y” cuandox = 0.

Solucion. En primer lugar notemos que las condiciones iniciales y la ecuacién implican que

(4.2) 0=2»"(0)+4y"(0) + 5y(0) =»"(0) + 4y"(0) + 5 -2 = 5y"(0) + 10.
De donde,
(4.3) y'(0) = —2. [5 puntos]

Por otro lado, el discriminante A de la ecuacion (4.T) es

(4.4) A=4%>-4-5=16-20=-4<0.
Por tanto la soluciéon general de es

(4.5) y =42 (c1 senkx + co coska),

donde C; y Cy son constantes arbitrarias y

(4.6) k= = =1.

Asi, de obtenemos

(4.7) y(x) = e"* (¢ senx + ¢y cosx), [5 puntos]
Notemos que de la condicion y(0) = 2 obtenemos

(4.8) 2 =y(0) = ¢ (c1 sen 0 + ¢2 cos 0) = ca.

Por otro lado tenemos que

(4.9 Y (x) = 2% (c1senx +2cosz) + e (c1 cosx —2senx).
Usando obtenemos
(4.10) -2 =y'(0) = —2¢° (c1sen 0+ 2cos0) + e0 (c1cos0—2sen0) = —4 +¢y. [5 puntos]

Asi que ¢2 = 2. Por tanto, la unica solucion del problema de valores iniciales (4.1) es

(4.11) y(x) = 27 (senx + cosx). [5 puntos] ]
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5. [20 puntos] Un termémetro que marca 5°C se lleva a una habitaciéon cuya temperatura es de 22°C. Un
minuto después, la lectura del termémetro es de 12°C. ;Cuanto tiempo transcurrird hasta que la lectura sea

de 22°C?
Solucion. Esta es una aplicacion de la «ley de enfriamiento de Newton»:

dT
(51) E _k(Tm_T),

donde 7" = T'(¢) representa la temperatura del termometro en el instante ¢ (el tiempo medido en minutos), 75,
representa la temperatura del medio ambiente (es decir T, = 22°C)y, k es una constante de proporcionalidad.
Notemos T'(t) crece y por tanto 7”(t) > 0. Asi que es una ecuacion logistica que describe un proceso
de crecimiento («calentamiento»). Ademas, los datos del «experimento» nos indican que

(5.2) T(0) =5,
(5.3) T(1) =12.
Asi que tenemos el problema de valor inicial
aTr
(5.4) = k(22-T), con T(0)=>5. [5 puntos]

Por el método de separacion de variables tenemos que la soluciéon general de es:
(5.5) T(t) =22 + Cet, [5 puntos]

donde C es una constante de integracion.

De y tenemos:

(5.6) 5=224Cf 0 =224C = C=5-22=-17.
Por tanto, el problema tiene la solucion particular:
(5.7) T(t) =22 - 176" [3 puntos]
Por otro lado, de y tenemos:
10
(5.8) 12=22 170 = 174 =22-12=10 = ¢ = o
De donde,
10
5.9 k=log|—=].
59 ox 77
Asi que la solucién del problema de valor inicial es:
(5.10) T (1) = 22 — 17¢19810/17)¢, [5 puntos]
La pregunta planteada en el problema es hallar ¢ de tal forma que 7'(t) = 22. Notemos que esto significa lo
siguiente:
(5.11) 22=22- 17" = -17/ =0 = #' =0,
lo cual es imposible. Por tanto, no exuste instante en el que el termometro alcanza la temperatura de 22°C. |
[2 puntos]
Nota 5.1. log (10/17) < 0, luego
(5.12) Jim (1) = lim (22 - 17e1n<10/17>f) =922-0=22.
—+00 —+00
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