
1. (10 p.) Sea q1, q2, · · · una numeración de los números racionales pertenecientes al

intervalo [0, 1] y sea Dn = {q1, · · · , qn}. De�na la sucesión de funciones

fn(x) = 1Dn(x) =

1 si x ∈ Dn

0 si x /∈ Dn

, x ∈ [0, 1], n ∈ N.

a) Determine la función límite puntual de la sucesión.

b) Justi�que que cada función fn es Riemann-integrable en [0, 1] y escriba el

valor de
∫ 1

0
fn(x)dx, para cada n = 1, 2, · · · .

c) Determine si la función límite es Riemann-integrable en [0, 1].

d) Con los resultados obtenidos en b) y c) justi�que si la sucesión (fn)n∈N

converge uniformemente en [0, 1].
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2. (15 p.) Demuestre el Criterio de Dirichlet.

Sea (fn) una sucesión de funciones real valuadas de�nidas en el conjunto T . Su-

ponga que la sucesión de sumas parciales (Fn) es uniformemente acotada en T .

Sea (gn) una sucesión de funciones real valuadas tal que gn+1(x) ≤ gn(x) para

cada x ∈ T y para todo n ∈ N, y que gn → 0 uniformemente en T . Entonces la

serie
∑∞

n=1 fngn converge uniformemente en T .

(Indicación: Utilice la siguiente fórmula de sumas parciales "Sean (an) y (bn)

dos sucesiones de números complejos, n ∈ N, y sea An =
∑n

k=1 ak. Entonces∑n
k=1 akbk =

∑n
k=1 Ak(bk − bk+1) + Anbn+1". Luego, utilice el criterio de Cauchy

para mostrar la convergencia uniforme de
∑∞

n=1 fngn.)
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3. (10 p.) Demuestre que la función f(x) = cos(x) es analítica en todo a ∈ R.

(Indicación: pruebe que la función g(x) = cos(x + a) es analítica en 0 y luego

aplique un argumento de traslación.)
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4. (15 p.) Considere la función 2π-periódica f(x) = |sen(x)|, x ∈ [0, 2π].

a) Gra�que la función f en el intervalo [−4π, 4π].

b) Extienda la función a R y determine su serie de Fourier.

c) Pruebe que la serie converge uniformemente a f .

d) Usando la serie obtenida en b), deduzca el valor de
∑∞

n=1
1

4n2−1
.

SS 4


